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PREZENTACJA WEASCIWOSCI FILTROW
WYGEADZAJACYCH II RZEDU W PROGAMIE MathCad

W pracy przedstawiono przyktadowa dydaktyczng aplikacje w oparciu o uniwersalny
program do obliczen matematycznych MathCad. Program ten posiada duze mozliwosci
obliczeniowe a jednocze$nie jest tatwy w obstudze i nie wymagajagcym nauki progra-
mowania, co tworzy z niego efektywne narzedzie w procesie dydaktycznym, gdzie
wymaga si¢ przeprowadzenia symulacji komputerowych. Prezentacj¢ oprogramowania
oméwiono na podstawie zagadnienia wygladzania sygnalow przy pomocy wybranych
filtrow cyfrowych. Wyniki uzyskane w pracy moga by¢ wsparciem dydaktycznym
przedmiotu dotyczacego filtracji cyfrowej, a zwlaszcza w zagadnieniach usuwania za-
ktécenia addytywnego o rozktadzie normalnym.

SEOWA KLUCZOWE: wygtadzanie sygnatow, cyfrowe filtry wygladzajace, CAS
1. WSTEP

MathCad to uniwersalny program stuzacy do wykonywania obliczen mate-
matycznych — o bardzo duzych mozliwosciach, a zarazem latwy do opanowa-
nia, nie wymagajagcy nauki jezyka programowania. Poczawszy od roku 1986
kolejne wersje MathCAD'a rozwijata firma MathSoft Inc. Obecnie program ten
jest rozprowadzany w wielu wersjach pod nazwg PTC Mathcad Prime 3.1, gdyz
w kwietniu 2006 r Mathsoft zostala przejeta przez Parametric Technology Cor-
poration (PTC Inc., www.ptc.com). Firma PTC jest jednym z lideréw producen-
tow oprogramowania do obliczen inzynierskich na swiecie.

Mathcad to komercyjny program klasyfikowany jako CAS lub komputerowy
system obliczen symbolicznych (ang. Computer Algebra System, System Alge-
bry Komputerowej), wspomagajacy obliczenia symboliczne w matematyce,
fizyce 1 dyscyplinach technicznych. Wigkszo§¢ programéw CAS umozliwia
rysowanie wykresow funkcji (jednej i dwu zmiennych oraz zmiennej zespolo-
nej) 1 przeprowadzanie obliczen z praktycznie dowolng dokladno$cig. Wiele z
nich ma wbudowane jezyki programowania, dzigki czemu uzytkownik moze
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wykorzystywaé do rozwigzywania zadan wiasne algorytmy i zwigksza¢ w ten

sposob funkcjonalno$¢ programu.

Systemy algebry komputerowej nalezy wilasciwie odrézni¢ od programow
przeznaczonych do obliczen numerycznych i
MATLAB, ScilLab czy Octave. Rozgraniczenie nie jest jednoznaczne, gdyz
niektore systemy algebraiczne zawieraja moduly umozliwiajagce szybkie obli-
czenia numeryczne. Wérod tego typu oprogramowania mozna wymieni¢ naste-
pujace programy: CoCoA, Derive (nierozwijany), Maple, Mathematica, Mu-

PAD, Maxima, Sage, Yacas
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Rys. 1. Zrzut pierwszej strony przyktadu arkusza programu Mathcad
prezentowanego w artykule
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MathCad to prosty sposob na rozwigzywanie, analizowanie i udostgpnianie
wielu waznych obliczen technicznych. Przejrzysty i czytelny interfejs, przed-
stawiony na rys. 1, nie sprawi problemu nawet osobom zaczynajacym pracg z
programem. Przy jego pomocy mozna tworzy¢ dokumenty uzywajac pelnego
zapisu matematycznego za pomoca symboli i jednostek. To doskonate Srodowi-
sko obliczeniowe do komputerowego wspomagania projektowania CAD.

Mathcad jest programem wszechstronnym, ktéry mozna wykorzysta¢ jako
arkusz kalkulacyjny, dokument tekstowy, program do tworzenia prezentacji czy
do zaprogramowania wilasnych funkcji. Otrzymane wyniki mozna przedstawic¢
za pomocg wykresu, tekstu, grafiki czy animacji w jednym profesjonalnym
dokumencie. Program dziata w czasie rzeczywistym automatycznie przeliczajac
wyniki po wprowadzeniu zmian oraz pozwala na weryfikacje poprawnos$ci
wprowadzonych formut i jednostek, co zostalo sprawdzone w przyktadowym
arkuszu zamieszczonym na rys. 2.
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Rys. 2. Zrzut drugiej strony przyktadu arkusza programu Mathcad prezentowanego w artykule

Najnowsza wersja programu: PTC Mathcad Prime 3.1 posiada nowy, ulep-
szony interfejs API [S]. Pozwala on na integracje programu Mathcad z dowolng
platforma CAD, oprogramowaniem programistycznym, narz¢dziami do analizy
czy systemem PDM. W swojej strukturze posiada wiele gotowych arkuszy
i szablonow do obliczen mechanicznych, elektrycznych, matematycznych, che-
micznych i wielu innych.
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2. WYGLADZANIE SYGNALOW

Wygtladzanie przebiegu najczesciej polega na usunigciu z niego sktadowych
o wyzszych czestotliwosciach, ktore reprezentujg zaktocenie np. addytywne (1).
Z tego powodu metody wygladzania (ang. smoothing methods) czgsto okreslane
sg jako filtry wygladzajace.

W odréznieniu od filtracji przy wygtadzaniu dopuszcza sig, aby algorytmy
wygladzania korzystaty zaré6wno z probek sygnatu przesztych jak i przysztych
w stosunku do probki biezacej.

X = Sp tny (1)
gdzie: s, — sygnat uzyteczny, x; — sygnat zaszumiony, n, — zaktocenie.

Tak wiec, wygladzanie mozna przeprowadzi¢ na danych zebranych wcze-
$niej albo na biezaco, lecz z pewnym opdznieniem, dlatego mozemy oczekiwaé
doktadniejszej estymacji parametrow niz przy filtracji.

Powyzsze ustalenia mozna przedstawi¢ w formie relacji danych w stosunku
do estymowanej wartosci wyjscia filtru wygladzajacego, co przedstawiono na

rys. 3 [1].

Jednokrokowy k-krokowy
Wrygladzanie Filtracja predyktor predyktor
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Rys. 3. Tlustracja przedstawiajaca operacje przetwarzania sygnatu [1]

Rozpatrywane sg zazwyczaj trzy typy zadan wygladzania sygnatu. Sa to:
wygladzanie stato punktowe, wygladzanie ze statym opo6znieniem i wygtadza-
nie ze stalym przedziatem. W kazdym przypadku wyznaczono estymaty warto-
$ci niezaktocone;j.

Filtry wygtadzajace znalazly we wspotczesnym §wiecie nauki szerokie za-
stosowanie, gdyz istotg kazdego eksperymentu jest pomiar réznych parametrow
i wielkosci, ktore w trakcie trwania analizowanego zjawiska moga by¢ obarczo-
ne réznego rodzaju zakldceniem o charakterze losowym. Sygnatow o takim
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charakterze jest wiele, poczawszy od przebiegow ekonometrycznych i staty-
stycznych, poprzez sygnaly okreslajace procesy technologiczne, zjawiska fi-
zyczne 1 chemiczne, konczac na sygnatach w telekomunikacji i elektronice.

3.PRZYKELADY FILTROW WYGLADZAJACYCH

Model wyréwnania wyktadniczego stanowi jeden z klasycznych juz modeli
wygladzania sygnatow opracowany przez R. G. Browna [2]. W modelu wyrow-
nania wykladniczego oceng sygnatu y, mozna przedstawic¢ jako $rednig wazong
warto$ci sygnatu z okresu poprzedniego yy.; oraz najnowszej obserwacji x,,.
Wartosci ocen sygnatu wyznacza si¢ za pomocg nastgpujacej relacji:

Vi =a-xp +(1—Oc)-yk_1 k=1,...,K 2)
przy czym y, = xy, a zatem poczatkowa ocena sygnatu to warto$¢ najwczesniej-
szej chronologicznie obserwacji x,.

Parametr o € (0, 1) jest nazywany statag wygladzania. W zaleznosci od wiel-
ko$ci parametru wigksze znaczenie majg obserwacje biezace lub poprzednie.
Wartosci parametru bliskie jedno$Sci oznaczaja, ze wigkszy udzial majg obser-
wacje najnowsze, natomiast wartosci bliskie zera wskazuja, ze wickszg wage
majg obserwacje okresu poprzedniego. Warto$¢ parametru o ustala si¢ zwykle
metoda doswiadczalng. Za najlepszg uznaje si¢ t¢ wartos¢, dla ktorej otrzymuje
si¢ najwickszg zgodno$¢ obserwacji empirycznych szeregu z warto$ciami teore-
tycznymi modelu [3].

Standardowy filtr medianowy otrzymywany jest w wyniku uporzadkowania
probek wejsciowych x; w kolejnosci rosnacej 1 wybor jako wyjsciowej, srodko-
wej wartosci sposrod nich, jezeli ilos¢ pobranych probek jest nieparzysta. W
przeciwnym razie probkag wyjsciowa filtru medianowego jest dowolna wartos¢
znajdujaca si¢ pomigdzy wartoSciami dwoch srodkowych (najczesciej Srednia
arytmetyczna). Oznaczajac x = (x;, X,..., X») jako zbior obserwacji, a ich me-
diang jako med(x) to powyzszg zalezno$§¢ mozna zapisa¢ wzorem [4]:

Xyt] s gdy N=2v+1
med(x)= Xy +Xppg 3)
E— gdy N=2-v

Filtr $redniej ruchomej (ang. moving average - MA). Filtr §redniej ma zasto-
sowanie do wygladzania stacjonarnych przebiegdw czasowych, czyli takich,
w ktorych nie obserwuje si¢ trendu. Zaletg tej metody jest systematyczna elimi-
nacja z sygnatu szumu. Dziatanie tego filtru mozna opisa¢ nastgpujaca zalezno-
$cig:

] .

MA(x)zN

v
in gdzie N=2-v+1 4)

i=—v
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4. WYGLADZANIE WYKLADNICZE Il RZEDU

Jako przyktad zostanie rozpatrzone wygtadzanie wyktadnicze drugiego rzg-
du w trzech wariantach. Pierwszy polegajacy na podwojnej filtracji filtrem
pierwszego rzedu. W drugim przypadku poprzez bezposrednig zalezno$¢ wyni-
kajaca z kaskadowego potaczenia dwoch filtrow pierwszego rzedu. Natomiast
w trzecim przypadku rozpatrzony filtr drugiego rzedu wynikajacy z filtracji
ciggu probek raz w kierunku od pierwszej do ostatniej, a nastepnie w kierunku
przeciwnym.

1. Podwojna filtracja wygladzaniem wyktadniczym pierwszego rzedu, gdzie
warto$ci ocen sygnalu wyznacza si¢ za pomocg nastgpujacej relacji:
vk=axp+(l-a) y (5)
vl =a-yp+(1-a) i

przy czym: yp = xo, 1o = Yo
2. Pojedyncze wygtadzanie wyktadnicze II rzedu. Wykonujac przeksztalcenie z

réwnania réznicowego (1) otrzymamy:

Y(z)=a-X(z)+(1-a)-Y(z)-z! (6)
Transmitancja filtru cyfrowego wyraza si¢ wzorem:
H(z)= 2 )

X(z) —(1-a) !
Transmitancja filtru II rzedu bedzie wynikata z kaskadowego polgczenia
dwoch filtréw I rzgdu:
2
H2(z)=H(z)-H(z)= f‘] — ®)
1-2(1-a)-z "+(l-a) -z

Stosujgc transformate odwrotng otrzymamy nastepujace rownanie roznico-
we:

v =a’ g +2-(I1-a) y2_—(1-af - y2_; ©)

przy czym y2p = xp, 2, =a x; + (1 - 0)y2
3. Dla wygtadzania prébek sygnatu {x, Xi,...,Xg} transmitancja opisana bedzie
zaleznoscig (7). Dla wygladzania sygnalu w kierunku przeciwnym, czyli

{Xk, XK.1,...,X0} rOWnNanie roznicowe bgdzie wyrazone zaleznoscig:
vk =oxg+(1-a) v (10)
Natomiast transmitancja tego filtru wyraza si¢ wzorem:
H(z)=T(E) __ @ (11)

X(z) 1-(1-a)-z
Transmitancj¢ opisujaca taki proces filtracji mozemy opisa¢ jako:

_d a a 12
H3(z)_2[1_(1_05)_2_,”_”_“).2] (12)
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Réwnania roznicowe opisujace ten proces wygltadzania bedg miaty postac:
vk =a-xp+(I-a)yr_; gdzie yg=xp (13)
V3K k1= Kk +(I-a) y3g g gdzie y3g =yk

5. WYNIKI TESTOW

Proponowane metody (5), (9) i (13) poddano testom, polegajacym na wygla-
dzaniu ciggu probek {x;!, wygenerowanych na podstawie tlumionego sygnatu
harmonicznego {s;} (14), przedstawionym na rys. 4, zaktéconych szumem {n;},
o rozkladzie normalnym (Gaussa), wartosci przecietnej zero E(n) = 0 i warian-
cji V(n) = o,°, dla nastepujacych wartosci odchylenia standardowego: o, = 0.1,
0,=04, o,=0.5.

" ek(%kj ke(0:K-1) (14)

s - sygnal oryginalny
--- X - sygnal zaklocony

Rys. 4. Przebieg sygnatu oryginalnego {s,} oraz zakldconego szumem
o rozktadzie normalnym {x,}

Do poroéwnania wynikow filtracji zaktocenia zastosowano miare btedu $red-
niokwadratowego:

MSE=é'Z(Sk—yk)Z (14)
k

Uzyskane wartosci MSE, ktore przedstawiono w tabeli 1 nie wskazujg jed-
noznacznie, ze ktoras z metod jest najlepsza. Najwigcej najmniejszych warto$ci
uzyskano w przypadku stosowania trzeciego wariantu wygtadzania (1). Mozna
zauwazy¢, ze dla wigkszych wartosci statej wygladzania o ~ 0.5 - 0.9, wyniki sa
porownywalne, co sugerowato stosowanie wariantu trzeciego z matymi warto-
$ciami a. Otrzymane wyniki trudno uogolni¢, gdyz eksperyment przeprowadzo-
no na tylko jednym sygnale harmonicznym tlhumionym wyktadniczo, przy sto-

sunkowo niewielkiej ilo§ci probek.
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Tabela 1. Wartosci btgdu $redniokwadratowego MSE poszczegdlnych metod
wygladzania dla réznego poziomu zakldcenia w funkcji parametru o

Wariant 1 (5) Wariant 2 (9) Wariant 3 (13)
g 0,1 0.4 0.5 0,1 0.4 0.5 0,1 0.4 0.5

0.1 ]0.07852]0.09022]0.09502 [ 0.0762 | 0.08953 | 0.09506 | 0.01805 | 0.01683 ] 0.01716
0,2 10.04076 | 0.05195]0.05801 [ 0.03877 | 0.0514 | 0.05804 | 0.00267 | 0.00569 | 0.00879
0,3 10.01967 | 0.03513 | 0.04431 | 0.01856 | 0.03478 [ 0.04434 | 0.00081 | 0.01203 | 0.01963
0,4 10.01035]0.03314 | 0.04686 | 0.00975 | 0.03292 [ 0.04687 | 0.00112 | 0.02174 | 0.03463
0,5 10.00637|0.03869 | 0.05815 [ 0.00604 | 0.03855 | 0.05816 | 0.00187 | 0.0331 |0.05214
0,6 | 0.0049 | 0.0491 |0.07567 [ 0.00471 | 0.04901 | 0.07568 | 0.00277 | 0.04648 | 0.07287
0,7 10.00478 | 0.06422 ] 0.09992 [ 0.00469 | 0.06417 | 0.09993 | 0.00387 | 0.06314 | 0.09879
0,8 | 0.0056 |0.08554]0.13353 0.00556 | 0.08551 | 0.13353 | 0.00529 | 0.08521 | 0.13321
0,9 10.00729{0.11591 | 0.1811 [0.00728 | 0.1159 | 0.1811 | 0.00723 | 0.11588 | 0.18109

Nie rozwazono rowniez wariantu, ponownego wygladzania odbywajgcego
si¢ z inng warto$cig wspotczynnika wygladzania o. Wynika to faktu, skupienia
si¢ autoréw na aspekcie dydaktycznym wykorzystania programu MathCad niz
na analizie przedstawionych metod.
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PRESENTATION OF PROPERTIES SMOOTHING FILTERS SECOND
ORDER IN THE PROGRAM MathCad

The paper presents an example of educational application on the basis of universal
program for mathematical calculations MathCad. This program has a large computatio-
nal capabilities while still being easy to use and does not require learning programming,
which is an effective tool in teaching in many subjects, which are required to perform
computer simulations. The presentation software issues discussed on the basis of smo-
othing signals with selected digital filters. The work can be used for classes on the sub-
ject of digital filtering, especially in issues of additive noise removal of a normal distri-
bution.

(Received: 4. 02. 2016, revised: 3. 03. 2016)



