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ELEMENTARNY DOWOD KONSTRUKCJI STYCZNEJ DO ELPISY
I PUNKTU STYCZNOSCI ( ELIPSA DANA SREDNICAMI
SPRZEZONYMI )

Sze$ciokat (123456) wpisany w stozkowa, bedaca utworem dwoch rzutowych pekow
prostych, posiada t¢ wlasnos¢, ze punkty przecigceia si¢ przeciwleglych par bokow szesciokata
leza na jednej prostej p - zwanej prosta Pascala.

Prosta Pascala p dla szeSciokata (123456) otrzymujemy wedtug schematu:

123|456
12(45...1
23156...11 p - prosta Pascala
34(16... 110

Jesli wierzchotki szeSciokata przyjmujemy za punkty state stozkowej i uwzgledniajac
porzadek w jakim nastgpuja kolejno po sobie poszczegoélne wierzchotki tego szesciokata np.
rozpoczynajac wypisywanie wierzchotkéw od 3, otrzymujemy dla tego sze$ciokata dwie
formy; (345612) 1 (321654). Analogicznie wychodzac np. z wierzchotka 4 otrzymujemy
rowniez dwie formy (456123) i (432165). Wnioskujemy stad, ze dla jednego i tego samego
szesciokata mozemy wypisa¢ 12 takich form.

Gdy za$ uwzglednimy inny sze$ciokat np. (134562), dla ktérego wedlug schematu
podanego wyzej mozemy wypisa¢ znowu 12 réznych form, to jak wida¢ dla szeSciu statych
wierzchotkdéw otrzymujemy:
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r6znych szesciokatow i wyznaczonych dla nich, ré6znych od siebie prostych Pascala.

Twierdzenie Pascala umozliwia tatwe wyznaczanie punktu przecigcia stozkowej przez
dowolna prosta przechodzaca przez jeden z danych punktow tej stozkowej oraz wyznaczanie
stycznej do stozkowej jako graniczne polozenie siecznej. Jesli rozpatrzymy elipsg okreslona
srednicami sprz¢zonymi wraz z opisanym na niej rownolegtobokiem stycznym w punktach A
B C D oraz jej dowolny punkt S to prosta Pascala szesciokata (SDD’BAA’) otrzymana
wedtug schematu:
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przecina $rednice AB w punkcie 1.
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Dla otrzymania stycznej S w punkcie S, rozpatrzmy szeSciokat (SDBB’AS’).
Widoczne jest, ze prosta:

SDB|B’AS’
SD |B'A .1
DB [AS’..3 p=(13)
BB’ |SS .1

Pascala jest identyczna z poprzednia i ze punkt przecigcia si¢ 11 stycznej S ze styczng elipsy
w punkcie B lezy na tej proste;j.

Jesli przez punkt S  poprowadzimy sieczna r réwnolegla do $rednicy CD
otrzymujemy drugi punkt przecigcia z elipsa: punkt P.

Rozwazajac sze$ciokat (SS’CDD’P) wnioskujemy, Zze otrzymana wedlug schematu
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prosta Pascala jest rownolegta do $rednicy CD i do prostej siecznej r (rys.l), a styczna S
przechodzi przez wyznaczone punkty Il 1 Ill na opisanym réwnolegtoboku ABCD.
Z rozwazanych powyzej wpisanych w elips¢ szesciokatow i ich prostych Pascala wynika
konstrukcja stycznej i punktu stycznosci.

Konstrukcja (rys. 1)

1° Przez dowolnie obrany punkt | na $rednicy AB prowadzimy prosta r(1)// CD i
otrzymujemy punkt Il na boku réwnolegtoboku.

2° Prosta 2 | wyznacza na boku rownolegtoboku punkt Il - zatem otrzymujemy
styczng s= (11, 111).

3° Prosta DI w przecieciu stycznej s daje punkt stycznosci S .
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Zauwazmy, Ze zmieniajac
potozenie punktu | na $rednicy
AB skonstruowa¢ mozemy dalsze
sty-czne 1 ich punkty stycznosci do
danej elipsy okres$lonej $rednicami
sprze¢zonymi lub osiami.

Aby elementarnie uzasadnic¢
konstrukcje podana wyzej rozwaz-
my okrag wraz z opisanym na nim
kwadratem ABCD oraz dowolnym A
jego punktem S (rys. 2).

Nalezy wykazaé, ze kat w
wierzchotku S trojkata A(O SK)
jest katem prostym. Oznaczmy kat
w wierzchotku K jako kat «
wowczas kat miedzy styczng S i
prosta |1l jest rowniez rowny « .
Rozpatrujac trojkaty: 4 (L 111 B)
A 1 M) i A(IIKC)
zauwazamy, ze kat ostry a
wystepuje w kazdym z nich. Jest on
zawarty przy wierzchotku 111 dla trojkatow: A(LIIIB) i A(Il 111 M) oraz w trojkacie
A( 11 KC) wwierzchotku K z przyjetego zatozenia.

Ponadto zauwazmy, ze trojkaty te sa prostokatne o katach prostych w wierzchotkach
B, M, C tych trojkatow. Rozwazane trojkaty sa wigc podobne. W trojkacie A(OLS) katw
wierzchotku L jest rowny (90 - @), a kat w wierzchotku O oznaczmy B . Zauwazmy
jednak, ze kat zewngtrzny tego trojkata w wierzchotku L jest rowny ( 90 + a/)), zatem « =
P Wnioskujemy stad, ze trojkaty A(OSL) i A(OSK ) sa podobne i prostokatne. Tym
samym wykazali$my elementarne uzasadnienie konstrukcji stycznej i punktu stycznosci.
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ELEMENTARY PROOF OF TANGENT AND POINTS OF TANGENCY TO
ELLIPSE CONSTRUCTIONS

One of many constructions of the tangent and point of tangents to ellipse is
considered. The correctness of the presented constructions is proved by means Pascal’s
theorem.
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