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Obliczanie skutecznos$ci geometrycznej tarczy zacierajacej
metoda analitycznag

Jarostaw Kalinowskit

STRESZCZENIE:

W artykule przedstawiono sposéb obliczen skuteczno$ci geometrycznej Sy zacierania lub szlifowania po-
wierzchni metoda wykorzystujaca wzory analityczne. Sposéb ten poréwnano z metoda symulacji. Zastoso-
wanie wzoréw analitycznych pozwala na zmniejszenie czasu obliczenn w poréwnaniu do obliczenn symula-
cyjnych dla elementéw roboczych o ksztatcie két lub pierscieni. Przedstawiona aproksymacja dowolnych
geometrii elementéw roboczych wspo6tsrodkowymi pierscieniami pozwala na uzyskanie sredniej wartos$ci
wzdtuz kierunku ruchu tarczy w sposéb doktadny przy matym naktadzie obliczeniowym. Duze predkosci
obrotowe w stosunku do postepowej stosowane w zacieraczkach tarczowych daja duza réwnomiernos¢
obrobki w kierunku réwnoleglym do ruchu maszyny, nieodbiegajaca znacznie od Sredniej. Zastosowanie
macierzy skutecznosci geometrycznej pierscieni, ktérej wspotczynniki mozna uzyskac z wzoréw analitycz-
nych i macierzy wspoétczynnikow wypelnienia pierscieni pozwala przez ich wymnozenie uzyska¢ niskim
naktadem obliczeniowym wartosci skutecznosci geometrycznej tarczy w kierunku prostopadtym do ruchu
zacieraczki. Wykorzystujac algorytmy optymalizacji poprzez modyfikacje wartosci wspotczynnikow wypet-
nienia macierzy, mozna udoskonala¢ geometrie tarcz z uwagi na pozadana skuteczno$¢ geometryczna
i rownomierno$¢ jej rozktadu.
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1. Wprowadzenie

Maszyny z tarczowymi elementami roboczymi sg stosowane do zacierania mieszanki beto-
nowej i szlifowania powierzchni betonu lub kamienia. S3 one proste w budowie, charakteryzuja
sie wysoka niezawodno$cia oraz wydajnoscia [1, 2]. Problemem jest natomiast zapewnienie
odpowiedniej rownomiernosci obrdbki ze wzgledu na ztozona kinematyke ruchu.

Zastosowanie tarcz do zacierania powierzchni betonu ma na celu polepszenie parametréw
fizykomechanicznych i eksploatacyjnych powierzchni i przypowierzchniowej warstwy betonu,
takich jak zwiekszona odporno$¢ na uderzenia, jednorodny wspdtczynnik tarcia, zmniejszona
$cieralnos$¢ [3]. W zacieraczkach uzywa sie tarcz do zacierania wstepnego réznego ksztattu, naj-
czesciej czterech topatek zblizonych ksztaltem do prostokata, oraz tarcz do zacierania konco-
wego w ksztalcie pelnego kota. Parametrem ilo$ciowym oddzialywania tarczy na obrabiana
powierzchnie jest skuteczno$¢ geometryczna Sy. W celu uzyskania jak najwiekszej rownomier-
nosci obrdobki powierzchni stosuje sie geometrie tarcz zoptymalizowane pod katem réwno-
miernosci oddziatywania i tory ruchu z cze$ciowo pokrywajacymi sie obszarami obrébki.
Aby geometrie i tory tarcz zacierajacych podda¢ optymalizacji w mozliwym do przyjecia czasie,
potrzebne sa efektywne sposoby doktadnego obliczania skuteczno$ci geometrycznej [4, 5].
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2. Kinematyka tarczy zacierajacej

Modelowy ruch tarczy polega na jej ruchu po obrabianej powierzchni ruchem jednostajnym
prostoliniowym i jednoczesnym obrocie wokét jej osi ruchem jednostajnym obrotowym.
Kontakt tarczy z dowolnym obrabianym punktem nastepuje przy predkosci bedacej suma wek-
torowa predkosci postepowej i predkosci liniowej wynikajacej z predkosci obrotowej. Predkos¢
liniowa, wynikajaca z obrotu tarczy, jest wprost proporcjonalna do dtugosci wektora wodzace-
go od $rodka tarczy do badanego punktu, ma kierunek prostopadly do tego wektora i zwrot
zgodny z kierunkiem obrotowym tarczy, jak przedstawiono na rysunku 1.

,
4

1 .
Rys. 1. Sktadanie predkosci postepowej i predkosci  Rys. 2. Linia kontaktu obrabianego punktu z tarcza peing
liniowej wynikajacej predkosci obrotowej [6] po catkowitym przejéciu przez ten punkt. Dtugos¢ tej
linii okresla warto$¢ skuteczno$ci geometrycznej

Predkos$¢ wypadkowa Vi dla tarczy o predkosci postepowej V, i obrotowej okreslona jest
wzorem

Vw(x,y) :\/szJrZVpxa)erza)2+x2w2 9]

Skutecznos$ciag geometryczng narzedzia roboczego Sy w danym punkcie obrabianej po-
wierzchni nazywamy dilugos¢ linii kontaktu punktu z powierzchnig elementu roboczego po
catkowitym przej$ciu narzedzia roboczego przez ten punkt.
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Rys. 3. Wykres skuteczno$ci geometrycznej Sy dla Rys. 4. Wykres skuteczno$ci geometrycznej Sy dla
pojedynczego przejscia tarczy petnej, D = 0,6 m, tarczy pelnej z natozonymi optymalnie strefami
Vy=0,1m/s, w=7,54rad/s obrébki, D =0,6 m, V, =0,1 m/s, w = 7,54 rad/s

Przyktadowy ksztatt linii przy przejsciu tarczy petnej przez punkt bedacy w srodku oddziaty-
wania tarczy przedstawiono na rysunku 2. Dtugo$¢ tej linii jest skuteczno$cia geometryczna



Obliczanie skutecznosci geometrycznej tarczy zacierajgcej metodq analityczng 169

oddziatywania tarczy na ww. punkt. Wartosci skuteczno$ci geometrycznej w kierunku prosto-
padtym do ruchu tarczy dla pojedynczego przejscia przedstawiono na rysunku 3, a na rysunku 4
pokazano wykres skutecznos$ci przy nakladaniu obszaréw roboczych dajacych optymalng
réwnomierno$c¢ obrébki.

3. Metodyka symulacji zacierania

Oprogramowanie do obliczenn skuteczno$ci geometrycznej zostalo zaimplementowane
w jezyku C++ z wykorzystaniem programowania obiektowego. Analizowang geometrie tarczy
definiuje sie za pomoca obiektéw Kklas figur podstawowych, takich jak: koto, wycinek pierscie-
nia, wielobok zlozony z odcinkdéw. Powierzchnie zdefiniowane przez figury proste moga by¢
dodawane lub odejmowane do/z powierzchni elementu roboczego poprzez przypisanie im od-
powiednich atrybutéw. Kazda z klas figur podstawowych ma zdefiniowane metody wirtualne
pozwalajace na ich: obrét wzgledem dowolnego punktu, przesuniecie, sprawdzenie, czy punkt
o danych wspoétrzednych nalezy do figury. Powierzchnia robocza jest zwigzana z tarcza, ktdéra
moze wykonywac ruch obrotowy i postepowy. Ruch tarczy definiowany jest przez obiekt klasy
Tor, zdefiniowany wspétrzednymi $rodka tarczy na poczatku i konicu odcinka ruchu oraz pred-
ko$ciami postepowymi i obrotowymi. Obiekt typu Trasa moze zawiera¢ dowolng ilo$¢ obiektow
typu Tor. Skuteczno$¢ oddzialywania obliczana jest dla punktéw, ktére zapamietywane s3
w obiektach klasy Sensor, ktére zapamietuja wspo6trzedne punktu i wartosci obliczanych para-
metréw. Obiekt klasy Sim zarzadzajacy obiektami typu Tarcza, Trasa, Sensory, kierujac sie
czasem symulacji t, wymusza wspoétdziatanie obiektéw. Poczynajac od chwili ¢, oznaczajacej
poczatek symulacji co krok symulacji dt ustawia obiekt Tarcza w potozeniu okre$lonym katem
obrotu i przesunieciem wyznaczonym przez obiekt Trasa. Dla kazdego potoZenia tarczy na rzecz
kazdego sensora wykonywane jest sprawdzenie, czy sensor styka sie z elementem roboczym.
W przypadku kontaktu obliczana jest wektorowa suma predkosci postepowej tarczy i predkosci
liniowej wynikajacej z ruchu obrotowego w punkcie potozenia sensora. Do sensora dodawana
jest warto$¢ dtugosSci kontaktu z elementami roboczymi tarczy, bedaca iloczynem wektora
wypadkowego predkosci i kroku czasowego dt. Jezeli w poprzedniej iteracji zmienito sie oddzia-
tywanie tarczy na sensor, to w celu zwiekszenia doktadnosci obliczana jest interpolacja czynne-
go oddzialywania elementu roboczego przez analize przeciecia wycinka drogi oddziatywania
w aktualnej iteracji z przecieciem krawedzi elementu roboczego.

Analiza skuteczno$ci geometrycznej tarczy zacierajacej poruszajacej sie ruchem jedno-
stajnym prostoliniowym i jednostajnym obrotowym upraszcza definicje zadania do odcinka
sensorow prostopadtego do osi ruchu $rodka tarczy, przy potozeniu $rodka tarczy na poczatku
i koncu ruchu znajdujacego sie w odlegtosci promienia tarczy R od linii sensoréw po przeciw-
nych stronach i statej predkosci obrotowej i postepowe;j.

4. Wzory analityczne skutecznosci geometrycznej dla figur prostych

Analityczne wyznaczenie skuteczno$ci geometrycznej oddziatywania dla kota umozliwia
znajomo$¢ predkosSci przesuwu tarczy dla dowolnego punktu wg wzoru (1). Po uzaleznieniu
rzednej punktu od czasu ruchu t w ruchu jednostajnym prostoliniowym otrzymujemy wzoér (2):

Vw(x,t):\/sz +2Vpxw+t2 sza)2+x2a)2 (2)

Skuteczno$¢ geometryczna jako dtugosc¢ linii kontaktu jest iloczynem predkosci przesuwu
elementu roboczego po danym punkcie i czasu tego oddziatywania, co opisane jest wzorem (3):

S,(x)= jL’a (x.t)dt (3)

Dobierajac wartosci graniczne t dla przejscia tarczy, mozna wyznaczy¢ wzory analityczne dla Sg.
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4.1. Obliczenie Sy dla elementu roboczego w ksztatcie kota

Skuteczno$¢ geometryczna oddziatywania elementu kotowego o promieniu R po przejsciu
tarczy, ktorej o$ przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych 0, jest opisana wzorem (4)
dla x € —R; R . W pozostatych przypadkach Sy = 0:

Sg(x):%\/(Rz—xz)(Vp2+2Vpa)x+w2R2)+
)2

w0 JVE 2,05+ 0 R + o R -3 )
n

20V, N/Vp2+2Vp(ux+(u2R2—(u\/R2—x2

4.2. Obliczenie Sy dla elementu roboczego w ksztatcie pierscienia

Skuteczno$¢ geometryczna Sy oddzialywania elementu pierScieniowego o promieniu ze-
wnetrznym R i promieniu wewnetrznym Rw po pojedynczym przejéciu tarczy mozna obliczy¢
z zasady superpozycji, odejmujac od skutecznos$ci kota o promieniu R: skutecznos¢ kota
o promieniu Rw, co opisane jest wzorem:

Sg:Sng_Sng (5)

gdzie: Sgrz, Sgrw — skuteczno$¢ geometryczna obliczona dla kota o promieniach odpowiednio
Rz, Rw.

Po uproszczeniu wzory przyjma nastepujaca postac dla poszczegélnych przypadkow:

dla [x|e(0;R, )

Sg(x)Vl[\/(R,2 —x) +2prx+w2R3)—\/(Rj —x) (2 +2L;,a)x+a)2R§,)j+
P

(Vp+xa))z \/Vp2+2prx+w2Rzz +a)\/R22—x2 ©)
+ In
by \/V;+2Vp(ux+(u2RH2,. +w\/R,%—x2
dla |x| € (RW;RZ) wz0r przyjmuje postac¢ analogiczng jak dla kota
5= (R -2+ 20,0082+
P
(7

. (v, +xof . V2 0x+ 0 R + o R -2
20V, \/Vp2+2Vpa)x+w2Rzz—a)\/Rzz—x2

dla |x|> R, warto$¢ skutecznos$ci geometrycznej wynosi Sg = 0.

5. Dokladnos¢ i czas obliczenn metoda symulacji skuteczno$ci geometrycznej S,
w zalezno$ci od zatozonego dt

Czas obliczen i doktadno$¢ w metodzie symulacyjnej zaleza od przyjetego kroku czasowego.
Im mniejszy krok czasowy przyjety jest w obliczeniach, tym wieksza jest doktadno$¢ otrzyma-
nych wynikéw, a dtuzszy czas obliczen ze wzgledu na proporcjonalnie zwiekszong ilo$¢ iteracji.
Zwiekszenie doktadno$ci przy zmniejszeniu kroku czasowego dt wynika ze zwiekszenia ilosci
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odcinkéw, na ktore dzielona jest krzywa kontaktu. Powoduje to réwniez zmniejszenie btedow
dla wycinkéw krzywej, gdzie tylko cze$¢ jego dtugosci pokrywa sie z powierzchnig robocza.
Ma to miejsce w chwilach czasowych, w ktérych nastepuje zmiana stanu analizowanego punktu
z nieobrabianego na obrabiany lub odwrotnie. Przy nieograniczonym zmniejszeniu wartosci dt
nastgpitoby zmniejszenie doktadnosci ze wzgledu na numeryczne dodawanie bardzo matych
liczb do duzej liczby sumy i utrate mniej znaczacych cyfr lub w przypadkach skrajnych brak
zmiany wartos$ci sumy [7]. Okreslenie optymalnego kroku czasowego bez znajomos$ci wartos$ci
doktadnej jest trudne do oszacowania.

5.1. Element roboczy w ksztatcie kota

Wartos¢ Sredniej skutecznosSci geometrycznej dla tarczy petnej w ksztatcie kota o $rednicy
D = 0,6 m poruszajacej sie ruchem postepowym z predkoscia V, = 0,1 m/s i predko$cia obrotowa
w =7,54rad/s dla 10001 sensoréw, obliczona metoda analityczng, wyniosta 7,116519278 m,
a obliczenie trwato 0,559 ms. Obliczenie tej wartosci z doktadnoscia do siddmej cyfry znaczacej
wymagato przy metodzie symulacyjnej przyjecia dt o wartosci 0,0027 s i trwato 4,8 s. Wartosci
Sg w zalezno$ci od wybranych dt przedstawiono w tabeli 1. Powyzej dt = 0,0008 s nastgpita
stabilizacja wyniku obliczen.

Tabela 1
Wartosci $redniej skutecznos$ci geometrycznej dla tarczy petnej i pierscienia w zaleznosci od
wartosci kroku czasowego dt, Vp = 0,1 m/s, = 7,54 rad/s

Tarcza petnaD = 0,6 m Tarcza pierScieniowa D, = 0,6 m, Dy = 0,54 m
dt [s] Sq [m] dt [s] Sg [m]

0,1 7,278649 0,1 1,926384

0,05 7,205994 0,05 1,942140

0,01 7,124232 0,01 1,928692

0,005 7,118094 0,005 1,927173

0,001 7,115906 0,001 1,926630
0,0005 7,115833 0,0005 1,926611
0,0001 7,115809 0,0003 1,926605
0,0008 7,115808

5.2. Element roboczy w ksztatcie pierscienia

Warto$¢ $redniej skutecznosci geometrycznej dla tarczy w ksztatcie pierscienia o $rednicy
zewnetrznej D= 0,6 m, Srednicy wewnetrznej Dw= 0,54 m poruszajacej sie ruchem postepowym
z predkoscia Vp = 0,1 m/s i predko$cig obrotowa w = 7,54 rad/s, obliczona metoda analityczna,
wyniosta 1,926797369 m, a obliczenie trwato 0,621 ms. Obliczenie tej wartosci z doktadnos$cig
do siddmej cyfry znaczacej wymagato przy metodzie symulacyjnej identycznie jak dla kota
dt=0,0027 s i trwato 4,1 s. Przyktadowe wartosci Sy w zalezno$ci od przyjetego dt przedsta-
wiono w tabeli 1. Przy wartoSci dt ponizej 0,0003 s nastgpita stabilizacja wyniku obliczen.

6. Metoda analitycznego obliczania skutecznosci geometrycznej
dowolnej geometrii

Wykorzystujac wzory analityczne do obliczania skutecznos$ci geometrycznej dla pierScienia,
mozna obliczy¢ w sposo6b analityczny dowolna geometrie tarczy zacierajacej. Idea obliczen pole-
ga na podziale tarczy peinej na n wspdtsrodkowych stykajacych sie ze soba pierscieni w catosci
wypetniajacych tarcze, ktdrych $rodki potozone sa w srodku obrotu tarczy. Suma skutecznosci
geometrycznej wszystkich pierscieni dla danego obrabianego punktu bedzie skutecznoscia
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geometryczng tarczy pelnej. W przypadku dowolnej geometrii kazdemu z pier$cieni mozna
przypisa¢ wspotczynnik wypeinienia okreslajacy, jaka cze$¢ powierzchni pierscienia pokrywa
sie z czeScig robocza. Wspotczynnik 0 odpowiada sytuacji, gdy w obrebie pierScienia tarcza nie
ma powierzchni roboczej, za$ 1, gdy na catej powierzchni pierscienia wystepuje powierzchnia
robocza, wartosci posrednie odpowiadajg czeSciowemu wypelnieniu powierzchni pierscienia.
Wartosci wspétczynnikéw wypetnienia mozna obliczy¢ jako iloraz ilosci punktéw pokrywajacych
sie z powierzchnia robocza tarczy do wszystkich punktéw wygenerowanych dla pierscienia:

S11*w1 + S12*wa2 + S13*w3 + .. + S1a*wn = Sg1
S2,1%w1 + S22*w2 + S23*ws + .. + S2.0*wn = Sg2
S31%w1 + S32%w2 + S33*ws + ... + S3a*wn = Sg3 (8)
Se1*w1 + Sa2*w2 + Sa3*ws + ... + San*wn = Sga

Sk1*w1 + Sk2*w2 + Sk3*ws + ... + Skn*wn = Sgk

gdzie: Sij - skuteczno$¢ geometryczna Sy pierscienia j w punkcie odcietej sensora i, wi - wspot-
czynnik wypetnienia pierscienia i, Sgi - skuteczno$¢ geometryczna Sy dla sensora i.
Powyzszy zapis z wzoru (8) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej:

(811 S Sis o S [x[wy =[S,
S2,1 S2,2 52,3 S2,n W2 Srz
S3,1 S3,2 53,3 S3,n W3 S.3

)
Sar Saz Siz o Sa Sea
_Wn
_Sk,l Sk,z Skz o Sk,n_ Sgk_

7. Wnioski

Metoda analityczna obliczania skuteczno$ci geometrycznej Sg dla kota i pierscienia radykal-
nie skraca proces obliczeniowy, zamieniajac wiele krokéw procesu iteracyjnego sprawdzania
przynaleznosci punktu do tarczy w obliczenie pojedynczej formuty dla okreslonego punktu.
W testowanych przypadkach dla tarczy pelnej nastapito skrécenie czasu obliczen ponad 8500,
a dla pierscienia 6600 razy w poréwnaniu z metoda symulacyjna. Wykorzystujac wzory anali-
tyczne, zwiekszamy dokladno$¢, eliminujac btedy zamiany krzywych na skonczona liczbe
odcinkéw tamanej i btedy numeryczne wynikajace ze straty doktadnosci w przypadku dodawa-
nia bardzo matych liczb do duzych, np. w przypadku obliczania sumy wprost. Zamiana skompli-
kowanej geometrii tarczy na wspoétczynniki wypetnien pierscieni okreslajace proporcje wyste-
powania powierzchni roboczej w obrebie pierécienia pozwala na wykonywanie szybkich
obliczen skutecznosci geometrycznej Sg dla dowolnych punktéw na powierzchni oddziatywania.
Zmniejszenie czasu obliczen pozwala na zastosowanie metod optymalizacji z ograniczeniami
do wyznaczenia optymalnej geometrii w sposéb ogdlny przy iloSci pierscieni pozwalajacej
uzyska¢ wymagang doktadno$¢ aproksymacji geometrii tarczy [8].
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Calculating float finishing disk geometric effectiveness
with analytic method

ABSTRACT:

Article presents a way of calculating geometrical effectiveness of S, floating or grinding using analytic equa-
tions method. This way was compared to simulation method. Applying analytic equations allows decreasing
the calculation time comparing to simulation equations for working elements in shapes of wheels or rings.
Presented approximation of any geometric working elements with concentric rings allows for obtaining
average value along disk movement direction in an exact way with small computational work. High rotation
speeds in relation to progressive used in disk floaters give high uniform of treatment in a direction parallel
to machine's movement that doesn't deviate significantly from the average. Usage of ring geometric effec-
tiveness matrices which coefficients can be acquired from analytic equations and matrices of ring fill factors
allows for getting values of disk geometric effectiveness in direction parallel to direction of the floater for
a very small amount of computational work. Using optimization algorithms through modification of values
of matrix fill factors can improve disk geometry due to desired geometric effectiveness and uniformity of its
distribution.

KEYWORDS:
geometric effectiveness; floating; grinding; concrete; simulation



