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ANALIZA WEASCIWOSCI
FILTRU PARAMETRYCZNEGO I RZEDU

W artykule rozpatrzono problem transmisji sygnatow stochastycznych w deterministycznych
uktadach parametrycznych LTV I rzedu. Wyprowadzono réwnania modelu filtru w postaci
transmisyjnej i wyznaczono momenty procesow (wartosci przecietne, funkcje korelacji wiasnej i
wzajemnej) na wejsciu 1 wyjsciu filtru. Wyniki zilustrowano przyktadami transmisji sygnatow
stochastycznych przez filtry o nicokresowo zmiennych parametrach.

SEOWA KLUCZOWE: dynamiczne ukltady stochastyczne, filtr LTV w warunkach
losowych, réwnania momentow

1. WPROWADZENIE

Analizie zjawisk losowych w ukladach elektrycznych 1 elektronicznych
poswiecono wiele prac, w tym monografi¢ [7]. Prace te czesto dotycza wyznaczania
réznych charakterystyk probabilistycznych procesow stochastycznych wystepujacych
w ukfadach [1, 2, 3, 4]. W artykule oméwiono metod¢ rozwigzywania losowych
rownan rozniczkowych pierwszego rzedu o zmiennych w czasie parametrach.
Rozwazane réwnania opisujg elektryczne uklady dynamiczne pierwszego rzedu.
Wyznaczono warto$¢ oczekiwang odpowiedzi ukladu, funkcje korelacji wzajemnej
wymuszenia i odpowiedzi i funkcje korelacji wiasnej odpowiedzi ukladu. Pokazano
przyklad rozwigzania problemu z dwoma wzmacniaczami operacyjnymi, gdzie
odpowiedzig jest napigcie na wyjsciu drugiego wzmacniacza. Postgpujgc w
analogiczny sposob mozna rozwaza¢ inne uklady pierwszego rzedu. Artykul stanowi
kontynuacj¢ prac [5, 12] z ktérych pierwsza poswigcona byla wyznaczaniu
momentow procesdOw w ukltadach liniowych n-tego rzedu o statych wspodtczynnikach
w  warunkach losowych, natomiast druga dotyczyla ukladow liniowych o
wspotczynnikach bedacych zmiennymi losowymi.

2. FORMALIZACJA PROBLEMU

Niech dane bedzie liniowe roéwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu o
zmiennych wspotczynnikach:

* Politechnika Slaska.
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{d)fltt — aO)X () + F () O
X(0) = Xo ,
gdzie: X(¢) — proces stochastyczny, bedacy odpowiedzia uktadu, F(f) — proces
stochastyczny, bedacy wymuszeniem, a(?) — gtadka funkcja deterministyczna, Xo —
losowy lub deterministyczny warunek poczatkowy.

Rozwigzanie rownania (1) dane jest w pg)staci analitycznej:

X(t) = exp(G(t)) Xo + exp(G(2)) / exp(—G(7))F(7) dr, 2
0

Gt) = / o(r) dr. 3)
0
Rozwigzanie (2) rozumiane jest w sensie S$redniokwadratowym [9]. Aby

wyznaczy¢ momenty (wartos¢ oczekiwang oraz korelacje) odpowiedzi ukladu
mozna skorzysta¢ z dwoch metod. Pierwsza polega na zastosowaniu operatora
warto$ci oczekiwanej do rozwigzania (2). Wtedy momenty okreslaja wzory:

— warto$¢ oczekiwana odpowiedzi:

px (8) = exp(G(8))ux, + exp(G(2)) / exp(—G(r))pr(7) dr, (4)
0

gdzie: ux(?) = E[X(D)], wuxo=E[Xo], u(?) =E[F()].
—  korelacja wymuszenia i odpowiedzi (przy zatozeniu, ze wymuszenie w kazdej
chwili czasu i warunek poczatkowy sa niezaleznymi zmiennymi losowymi):
t2

Rrx(t1,t2) = exp(G(t2))ur(t1)px, +eXP(G(t2))/eXP(—G(T))RF(thT) dar, (5)
0

gdzie: Rex(t) = E[F(H)X(1)], RHA17) = E[F())F(7)].
— korelacja odpowiedzi:
Rx (t1,t2) =exp(G(t1) + G(t2))E[X{]
+exp(G(ta) + G(t)ux, [ exp(-Glr))ur (ra) dra

0
t1

+exp(G(t) + Glta))ix, [ exp(~Gim)ur(n) dr, ©)
+ exp(Gt1) + Clta)) / / exp(—G(r) — G(r))
00

RF(T]_,Tz) dT]_ de.
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Druga metoda polega na zastosowaniu operatora wartoSci oczekiwanej do
bezposrednio do rownania (1) lub do jego zmodyfikowanej wersji (obliczanie
korelacji). Rownanie na warto$¢ oczekiwang ma wtedy postac:

{%ﬂ = a()ux () + pr(t)

(7
Ux (0) = KXo
Aby wyznaczy¢ korelacje wymuszenia oraz odpowiedzi, nalezy zmodyfikowac
rownanie (1) do postaci:

dX(t

F(t2) ) = o(t5) P(12) X (1) + F(01) F(t2)
F(t1)X(0) = F(t1)Xo

a nastepnie zastosowac operator warto$ci oczekiwanej:

{M = a(to)Rrx (t1,t2) + Rr(t1, t2)

; ®)

dta
Rrx(t1,0) = pr(t1)px,
W podobny mozna wyznaczy¢ autokorelacje odpowiedzi:
t1,t
Bxlhiata) _ g(s1)Rx (11, 12) + Rex (t1,2)
Rx(0,t2) = E[XoX (t2)]
Nalezy zauwazy¢, ze warunek poczatkowy rownania (10) nie jest znany. Mozna
g0 wyznaczy¢ za pomocg pomocniczego rownania [S]:
Rx{lt2) — o(12)Rx(0,12) + Rrx (0, 1)
Rx(0,0) = E[X3]

©)

(10)

(1)

3. PRZYKLAD

Niech dany jest obwdd pokazany na rys. 1:

:*/-I:?U

O
X))

+ 1
tjﬁ?

Rys. 1. Przyktadowy obwod
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Pojemnos¢ C(7) jest funkcjg czasu. W takim wypadku réwnanie wigzace prad
kondensatora z jego napig¢ciem okreslone jest nastepujaco (prad i napigcie jest
procesem stochastycznym drugiego rzedu):

Io(t) = C(t)%(t) (12)

Uwzgledniajac strukturg obwodu z rys. 1 oraz rownanie (12), wymuszenie F(?)
zwigzane jest z odpowiedzig X(¢) nastgpujacym rownaniem:

dX@ 1 dC(t) 1
i C() <RA+ @ )Xo+ C(t)RBF(t)’ (13)
gdzie:
(Rl + RQ)R4 1
Rp=—7—F7—7"—7-+ —, 14
T mRR R Ry (14
_ 2
Rp = RiRs (15)
25—
1,5 —
s
05 —
0 \ \ "
0 1 2 3 4 5

Rys. 2. Funkcja C(7)

Dla uproszczenia niech:
Ri=Ry;=R3=Rs=Rs =1,Re = o0, (16)
dC(t)
C(t) =1+ exp(_t)v 7 =- exp(—t), (17)
F(t) = N(t), Xo =0, (18)
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b
exp(=7) . _ _ _
G(t) = /1—|—ex oy = 2In(1 + exp(=0)) + ¢ = 21n(2), (19)
dla £>0. Proces N(t) jest biatym szumem o funkcji autokorelacji rowne;j:
Ry (t1,t2) = 6(t1 — t2). (20)
Stosujac jedng z oméwionych w rozdziale 2 metod mozna wyznaczy¢:
— warto$¢ oczekiwang odpowiedzi:

px(t) =0, @1
— korelacj¢ wymuszenia oraz odpowiedzi:
Rpx(tl,tg) = exp(G(tz) - G(tl))(l(tz - tl) -1+ l(tl)), (22)
i-/
_I__
ts
24
1 2 I 4
ti

Rys. 3. Funkcja korelacji wzajemnej wymuszenia i odpowiedzi uktadu

— autokorelacje odpowiedzi:

Rx (£1,t2) =exp(G(t1) + G(tQ))((((l + exp( )2 3(1 n ei:)i(—tl)):’)

16
(1(t1) - 1 t1 - tz (( 1 + exp 2 3(1 + eXp(—tz))'?’)
1(t1 —t2) — —1(t1) + g (—t2) -1- 3exp( t(zl)——il_—;’)x(;x(p_(;;f;) + exp(—3t2)).
(23)
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2

Rys. 4. Funkcja autokorelacji odpowiedzi uktadu

4. PODSUMOWANIE

W artykule opisano metode wyznaczania wartosci oczekiwanych oraz funkcji
korelacji procesow w liniowych uktadach deterministycznych o zmiennych w czasie
parametrach LTV, przy wymuszeniu bedagcym procesem stochastycznym. Rozwazono
uklady pierwszego rzedu w ktorych odpowiedz ukladu (rozwigzanie) modelu
deterministycznego dane jest w postaci analitycznej. Rozwigzanie analityczne
wykorzystano do znalezienia momentéw odpowiedzi uktadu modelu losowego.

LITERATURA

[1] Kadlecova E., Kubasek R., Kolarova E.: RL Circuits Modeling with Noisy
Parameters, Conf. on Applied Electronics, Pilsen 6-7 Sept. 2006, pp. 217-220.

[2] Kolarova E.: An Application of Stochastic Integral Equations to Electrical
Networks, Acta Electrotechnica et Informatica, Vol. 8, No. 3, 2008, pp. 14—17.

[3] Kolarova E.: Modeling RL Electrical Circuits by Stochastic Differential Equations,
Int. Conf. EUROCON, November 22-24, Belgrade, Serbia 2005, pp. 1236-1238.

[4] Kolarova E.: Statistical Estimates of Stochastic Solutions of RL Electrical Circuit,
IEEE Int. Conf. of Industrial Technology, ICIT 2006, pp. 2546-2550.



Analiza wlasciwosci filtru parametrycznego I rzedu 223

(3]

(6]
(7]
(8]
(9]
[10]

[11]
[12]

Mazurkiewicz S., Walczak J.: Linear dynamical systems of the n-th order in random
conditions. Computional Problems of Electrical Engineering, Ukraine 2014 (w
druku).

Pugacev V. S., Sinicin 1. N.: Stochastic Differential Systems, Science, Moscow 1985
(in Russian).

Skowronek K.: Obwody elektryczne w ujeciu stochastycznym, Monografia. Wyd.
Pol. Pozn., Poznan 2011.

Skowronek K.: Linia o losowej indukcyjnosci, materialy konferencyjne XXXVI IC-
SPET 2013, pp. 25-26.

Socha L.: Rownania momentow w stochastycznych uktadach dynamicznych, PWN,
Warszawa 1993.

Soong T. T.: Random Differential Equations in Science and Engineering, Math. in
Science and Eng., Vol. 103, Academic Press, New York 1973.

Swiesznikow A. A.: Podstawowe metody funkcji losowych, WNT, Warszawa 1965.
Walczak J., Mazurkiewicz S.: Random models of coupled inductors, Monograph:
“Computer Applications in Electrical Engineering 2014”, (w druku).

PROPERTIES OF THE LTV FILTER OF THE FIRST ORDER

In this article the first and the second order moments for random models of LTV filter
were determined. It was determined expected value and correlation function of the
response of the filter. The results have been illustrated by examples.



