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Przedmiotem opracowania jest analiza dynamiczna belki swobodnie
podpartej obcigzonej ruchomym obcigzeniem inercyjnym. W pracy
oméwiono belke modelowang jednym stopniem swobody oraz
model belki Bernoulliego-Eulera o masie rownomiernie roztozonej.
W obu przypadkach belka obcigzona jest punktem materialnym lub
oscylatorem poruszajacym sie ze zmienng predko$ciq. Réwnania
ruchu rozwazanych uktadéw otrzymano metodq analityczng. Ze
wzgledu na charakter obcigzenia w réwnaniach ruchu wystepuje
pochodna materialna Renaudota. Ponadto omdwiono drgania swo-
bodne belek po zjechaniu z nich obcigzenia.

Stowa kluczowe: ruchomy punkt materialny, ruchomy oscylator, belka
modelowana jednym stopniem swobody, belka Bernoulliego-Eulera.

Wstep

Zadania dotyczace obcigzen ruchomych na belkach i plytach
majq szerokie zastosowanie w budownictwie, a szczegdlnie przy
projektowaniu konstrukcji drogowych, kolejowych, mostowych oraz
lotniskowych. W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ wiele prac
po$wigconych tematyce obcigzen ruchomych na belkach i ptytach,
np. [1-13]. Autorzy analizujg zaréwno ruchome obcigzenia inercyjne,
jak i obcigzenia bezinercyjne. Prace te zawierajg rozwigzania anali-
tyczne oraz rozwigzania z wykorzystaniem metod komputerowych.
Obszerny przeglad literatury dotyczacej obcigzen ruchomych na
belkach i ptytach mozna znalez¢ m.in. w pracach [1], [14-19].

W niniejszej pracy omoéwione zostang zadania belki swobodnie
podpartej obcigzonej punktem materialnym oraz oscylatorem poru-
szajacym sie ruchem jednostajnie zmiennym. Przedstawione
i przeanalizowane zostang réwnania drgaf uktadu belka — ruchome
obcigzenie w czterech przypadkach. W dwoch przypadkach belka
modelowana bedzie jednym stopniem swobody, a w dwoch kolej-
nych przypadkach przeanalizujemy belke modelowang jako uktad
ciagly. Ze wzgledu na inercyjny charakter obcigzenia w rozwaza-
niach bedziemy bra¢ pod uwage pochodng materialng Renaudota.

1.Pochodne materialne w przypadku ruchomych obciazen
inercyjnych na belkach
W przypadku drgan belki wywotanych ruchomym obcigzeniem
inercyjnym w réwnaniach ruchu uktadu belka — punkt materialny lub
oscylator nalezy uwzglednié¢ pochodng materialng (Renaudota) [1].
Jesli obcigzenie porusza sie z predkoscia jednostajnie zmienna;
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pierwsza i druga pochodna materialna majg postac:
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Powyzsze wzory wykorzystamy w rozwazaniach w dalszej cze-
$ci artykutu.

v=v(t)=v, +at,

2.Belka modelowana jednym stopniem swobody obcigzona
punktem materialnym poruszajacym sie ruchem jednostajnie
Zmiennym
Zanim omoéwimy réwnania ruchu drgajacego uktadu sktadajace-
go sie z belki i oscylatora w ruchu jednostajnie zmiennym podamy
zaleznosci opisujace drgania najprostszego ukfadu jakim jest belka
modelowana jednym stopniem swobody obcigzona punktem mate-
rialnym poruszajacym sie ruchem jednostajnie przyspieszonym lub
opdznionym.
Rozwazmy zatem belke swobodnie podpartg o diugosci |
i sztywnosci na zginanie EJ . Belka obcigzona jest punktem mate-
rialnym o masie M , poruszajacym sie ruchem jednostajnie zmien-
nym z predkoscia v(t) =V, £at. Belka modelowana jest jednym

stopniem swobody (rys. 1). Masa skupiona w $rodku rozpietoSci

przesta jest rbwna M, = %m I = m7l W analizowanym zadaniu

niewiadoma_ jest ugiecie srodka belki W(E,tj wywotane ruchem

punktu materialnego. Zaktadamy, ze w ukfadzie wystepuje ttumienie
wiskotyczne wedtug modelu reologicznego Kelvina—Voigta z sitg

oporéw ruchu R = c(:j—\iv.

w(x,t)= £ (¢)sin 2o w(7)
M M, x; &
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Rys. 1. Belka modelowana jednym stopniem swobody obcigzona
punktem materialnym poruszajacym si¢ ze zmienng predkoscig

Przeanalizujemy zaréwno drgania wymuszone ruchomym ob-
cigzeniem, jak i drgania swobodne, gdy obcigzenie znajduje sie juz
poza belka,
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2.1.Drgania wymuszone uktadu punkt materialny — belka modelo-
wana jednym stopniem swobody
Przy powyzszych zatozeniach oraz przyjmujac ugiecie w postaci
funkcji spetniajacej warunki brzegowe

E(V +atjt
w(x,t)=f (t)sin|—2 @)

drgania wymuszone belki przy x:l2 opisane sq nastepujacym

réwnaniem
ﬂf'l; {Mg -M [f' (t)sinzé +
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Po wprowadzeniu nastepujacych oznaczen:

M . . .
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b
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snych belki o jednym stopniu swobody,
réwnanie drgan belki mozemy zapisa¢ w postaci
d?f, (&) .
dé&?
c(v, +at) |df, (&) .
o’M,| dé

7’ (1+ usin? mf)
+{u7r7/2 sin2z¢ cos 7 +

+[1+y7zlsin 7€ cos i +
(4]

7 (v, +at)’

. }fl(cf):sinﬂg.

Réwnanie (5) jest rbwnaniem rézniczkowym liniowym o zmien-
nych wspdtczynnikach, zatem ugiecie $rodka belki mozna wyzna-
czy¢ rozwigzujac je numerycznie, np. korzystajac z pakietu Wolfra-
ma ,Mathematica”.

Podane powyzej rwnania w postaci wymiarowej (4) i w postaci
bezwymiarowej (5) obowigzujq w przypadku, gdy ruchomy punkt
materialny znajduje sie na belce. Od momentu zjazdu obcigzenia
z belki mamy do czynienia z drganiami swobodnymi.

—? py? sin® 7é

2.2.Drgania swobodne uktadu punkt materialny — belka
modelowana jednym stopniem swobody
Po zjezdzie obcigzenia z konstrukcji zmienia sie charakter
drgan. Belka wykonuje drgania swobodne opisane jednorodnym
réwnaniem rézniczkowym

F(t)+Mi?(t)+w2f(t):o. (6)
b
Rozwigzanie réwnania (6) we wspoirzednych bezwymiarowych
ma postac
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gdzie:
_c
2M,
h
¢ =—-100%,
w

&= —h = a)\/l— ¢? - czestos¢ drgan swobodnych tumio-
nych,
¢ - liczba tlumienia.

State catkowania w wyrazeniu (7) mozna wyznaczy¢ analitycz-

nie korzystajac z warunkdw poczatkowych w chwili zjazdu obcigze-
nia z przesta:

f)=7f@), fO)=7Q). (8)

3.Belka modelowana jednym stopniem swobody obcigzona
oscylatorem poruszajacym sie ruchem jednostajnie zmien-
nym
W kolejnym zadaniu przeanalizujemy uktad sktadajacy sie
z oscylatora jednomasowego poruszajacego sie ruchem jednostaj-
nie zmiennym po belce modelowanej jednym stopniem swobody

(rys. 2).
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Rys. 2. Belka modelowana jednym stopniem swobody obcigzona
oscylatorem jednomasowym poruszajacym sie ze zmienng predko-
$cig

Rozwazamy takg sama belke jak w punkcie 2, natomiast obcia-
Zenie stanowi teraz lepkosprezysty, liniowy oscylator jednomasowy

omasie M[kg], statej sprezynowej k[N/m] i lepkosci
n[Ns/m]. Tak jak wczesniej obciazenie porusza sig ruchem
jednostajnie zmiennym  z predkoscia v(t)=Vv,+at. Drgania
punktu materialnego o masie M opisuje wspétrzedna wl[m].
Dodatkowo zaktadamy, ze w chwili t =0 ugiecie statyczne punktu

materiainego M wynosi WS = % , zatem jego drgania na belce

odbywajg sie dookota potozenia rownowagi statycznej i sq wymu-
szone kinematycznie przez drgania niestacjonarne belki.
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3.1.Drgania wymuszone uktadu oscylator jednomasowy — belka
modelowana jednym stopniem swobody
Drgania wymuszone uktadu sktadajacego sie z belki i prze-
mieszczajacego sie po niej oscylatora opisane sg dwoma réwna-
niami ruchu. Jesli przyjmiemy funkcje ugiecia belki w postaci spet-
niajacej warunki brzegowe zadania, dang wzorem (3), to réwnania
ruchu uktadu oscylator — belka majg postaé

2
M d w1+77{dw1 {£5|n7z§+

dt? dt dt

t
+f”(V0+a)Cosﬁ§:|}+k[wl—fsinﬂ'§]=0. (9)
d?f ¢ df z'EJ, M d’w,
TRV TV vl el

b b b

2
gdzie dynamiczne ugiecie oscylatora lewl(voti%,tj,

f= f(t), natomiast & opisane jest takim samym wzorem jak

w réwnaniu (4).

Pierwsze z réwnan (9) jest rwnaniem oscylatora jednomaso-
wego. Drugie natomiast jest réwnaniem belki o jednym stopniu
swobody z punktem materialnym w $rodku rozpietosci przesta, czyli

2
! L
2 2

i f=f(t) saze soba sprzezone i nalezy rozwigza¢ je numerycz-

nie. Obowigzujg one w przypadku, gdy ruchomy oscylator przejez-
dza przez belke. Po zjezdzie obcigzenia z belki zaréwno belka jak i
oscylator wykonujg drgania swobodne.

przy Xx=—. Réwnania (9) z niewiadomymi wl[v0

3.2.Drgania swobodne uktadu oscylator jednomasowy — belka
modelowana jednym stopniem swobody
Od chwili, w ktérej oscylator zjechat z belki réwnania ruchu
oscylatora i belki majg posta¢

2.~ ~
dw, ,~dw R, =0,
dt? dt 10)
-
df +2hdf o’f =0
dt? dt
W réwnaniu oscylatora przyjeto oznaczenia 2h = % o’ =% ,
4
aw rownaniu belki 2h = —— | @?="~ EJ.
b 2M, I

Uktad réwnan (10) rozwigzujemy korzystajac z czterech warun-
kéw poczatkowych na ugiecie i pochodng ugiecia belki i oscylatora
w chwili, w kt6rej oscylator zjezdza z belki.

4.Belka Bernoulliego-Eulera obciazona punktem materialnym
poruszajacym sie ruchem jednostajnie zmiennym
Blizszy rzeczywistosci od schematu belki o jednym stopniu
swobody, omoéwionego w poprzednich punktach, jest model,
w ktdrym masa belki jest rownomiernie roztozona.
Rozwazmy zatem belke Bernoulliego-Eulera o réwnomiernie

roztozonej masie M[kg/m]. Belka ma diugos¢ | i jest swobodnie
podparta na koncach. Jej sztywnosci na zginanie wynosi EJ . Po
przesle porusza sie z predkoscig v(t) =V, tat, bez mozliwosci
oderwania od belki, punkt materialny o masie M (rys. 3). Ugiecie
belki opisuje wspotrzedna w(x,t). W uktadzie wystepuje tumienie
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wiskotyczne wedtug modelu reologicznego Kelvina-Voigta, gdzie

sita oporédw ruchu R = cd—W

V(1)
M
2 r
x= jv(r)dr
o

EJ,m,c X50E
oy

zZ,w

Rys. 3. Belka Bernoulliego-Eulera obcigzona punktem materialnym
poruszajacym sie ze zmienng predkoscig

4.1.Drgania wymuszone uktadu punkt materialny — belka Bernoul-
liego-Eulera
W tym przypadku drgania opisane sg réwnaniem ruchu w na-
stepujacej postaci
4 2
EJ 6_v:/ +m a_zv +C ow =
oX ot ot

(o-52)1 {12

Poniewaz obcigzenie jest masowe, to w powyzszym réwnaniu
2

?jTVzV jest pochodng materialng opisang drugim ze wzoréw (2).

(11)

Zadanie mozna rozwigza¢ metodq rozdzielenia zmiennych Fou-
riera, zaktadajac rozwigzanie w postaci nieskoriczonego szeregu,
spetniajgcego warunki brzegowe belki i zerowe warunki poczatkowe

sm— (12)

Jesli dodatkowo uwzglc-gdnlmy wyrazenie na pochodng material-
ng, to otrzymamy nastepujace réwnanie ruchu belki obcigzonej
punktem materialnym poruszajagcym sie ruchem jednostajnie
Zmiennym

nﬁ;{rﬁdﬁcqn (nl ) Ean}smnILX}:

= nzx
g,2v
{ Z[qn sin—=+¢, I

COS—+
n=1
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Réwnanie ruchu (13) obowigzuje w przypadku, gdy ruchomy
punkt materialny znajduje si¢ na belce. Po zjezdzie obcigzenia
z belki nalezy rozwazaé¢ drgania swobodne, opisane innym réwna-
niem, podanym w punkcie 4.2.

4.2.Drgania swobodne uktadu oscylator jednomasowy — belka

Bernoulliego-Eulera

Drgania swobodne analizowanej w tym punkcie belki opisane sg
nastepujacym réwnaniem jednorodnym

4 2
E1 W, m W, Wy, (14)
oX ot ot

Jesdli zatozymy, Ze rozwigzanie jest w postaci nieskoficzonego

szeregu, spetniajacego warunki brzegowe belki



sm—

an

to réwnanie (14) mozemy przekszta’fmc w nastepujqce
G, +2hq, + 2§, =0,

4
gdzie 2h = % w’= [n—”j E
m | m
Réwnanie (16) rozwigzujemy przy warunkach poczatkowych na
ugiecie i pochodng ugiecia w chwili zjazdu punktu materialnego
z belki.

5.Belka Bernoulliego-Eulera obciazona oscylatorem
poruszajacym sie ruchem jednostajnie zmiennym
Kolejnym schematem jest belka o réwnomiernie roztozonej ma-
sie obcigzona oscylatorem lepkosprezystym bedacym w ruchu
jednostajnie zmiennym (rys. 4). Oznaczenia dotyczace belki oraz
oscylatora sg takie same jak w poprzednich punktach pracy.

v(?)

k n
EJ,m, c XE
X L
x= .[v( r)dr
0

zZ, W

Rys. 4. Belka Bernoulliego-Eulera obcigzona oscylatorem lepko-
sprezystym poruszajacym sie ze zmienng predkoscig

5.1.Drgania wymuszone uktadu oscylator jednomasowy — belka
Bernoulliego-Eulera
W przypadku zadania pokazanego na rysunku 4 réwnania ruchu
oscylatora oraz belki majg nastepujaca postac:
2
aw, Vgl+ dw, _dw +k(w,-w)=0,
dt dt dt
4 2
EJ a_v‘\l/ +m 0 \QI +C @ =
o X ot ot

d 2w, at
[g BTE jd{x—(vo i?jt},
gdzie & [x—(vo ia?t]t} jest deltg Diraca.

Wzory (17) przedstawiajg uktad réwnan rézniczkowych z niewiado-
mym ugieciem belki W(x,t) oraz nieznanym przemieszczeniem

pionowym Wl(X,t) punktu materialnego M  w oscylatorze.

Pierwsze z réwnan jest rownaniem oscylatora, natomiast drugie jest
réwnaniem drgan belki o nieskoriczenie wielu stopniach swobody.
Prawa strona tego réwnania jest naciskiem lepkosprezystego oscy-

latora jednomasowego. Pochodna ugiecia belki (jj_\iv wystepujaca

w powyzszym uktadzie réwnan jest pochodng materialng opisang
wzorami (2).

Zadanie mozna rozwigza¢ rozdzielajac zmienne, a nastepnie
stosujgc metode ortogonalizacyjng Bubnowa-Galerkina. Funkcje
ugiecia belki przyjmujemy wtedy w postaci nieskoriczonego szeregu
spetniajacego warunki brzegowe zadania:
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an sm—
Ostatecznie po przekszta’fcemach otrzymujemy nieskoriczony
uktad rézniczkowych réwnan ruchu o zmiennych wspétczynnikach.

Réwnania sg ze sobg sprzezone, a niewiadomymi sg ¢, (t) oraz

W, (Xt

réwnaniach ruchu analizowanego ukladu zadanie rozwigzuje sie
stosujac catkowanie numeryczne.

Réwnania ruchu (17) sg wazne w przypadku, gdy ruchomy
oscylator znajduje sie na belce. Od momentu zjazdu oscylatora
z belki mamy do czynienia z drganiami swobodnymi.

(18)

). Ze wzgledu na zmienne wspotczynniki w rdzniczkowych

5.2.Drgania swobodne ukfadu oscylator jednomasowy — belka
Bernoulliego-Eulera
Po zjezdzie oscylatora z belki zmienia sie charakter drgan. Bel-
ka i oscylator wykonujq drgania swobodne opisane jednorodnymi
réwnaniami rézniczkowymi:

d?w, w,
+n——+kw, =0,
FTERAT ! 19
4 2
30 a0V W,

oxt ot? ot
Uktad réwnan mozna rozwigza¢ jak wczesniej, przyjmujac roz-

wigzanie w postaci nieskoriczonego szeregu, analogicznego do
zapisanego wzorem (9)'
an

Po prostych przekszta%cemach otrzymuje sie uklad réwnan z nie-
wiadomymi funkcjami W, (x,t) oraz ¢, (t):

nzX

sin=—. (20)

d?w,(t) _.d
c\ll\;lz( )+2h i t )+a)ozswl(t)=0,
(21)
d’q, (1) dg, (t -
e +2h dt( )+a)n2qn (t)=0,

4
gdzie: Zﬁ:i,w0§:£,2h=%,w§= nz g
M M m I m

Cztery state catkowania wyznaczamy z czterech warunkéw poczat-
kowych na ugiecie i pochodng ugiecia belki i oscylatora w chwili,
w ktdrej oscylator zjezdza z belki.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono réwnania ruchu podstawowych modeli
majacych zastosowanie przy wstepnych analizach obiektow inzy-
nierskich poddanych dziataniu obcigzen ruchomych. We wszystkich
omowionych zadaniach obcigzenie jest masowe. Ze wzgledu na
inercyjny charakter obcigzenia w rozwazaniach nalezato uwzgledni¢
pochodng materialng Renaudota. Ze wzgledu na zmienng w czasie
predkos¢ obcigzenia rozwigzania zadan ulegajq dodatkowej kompli-
kacji, szczegélnie jesli w opisie wprowadzi sie wspétrzedne bezwy-
miarowe. Réwnania ruchu rozwazanych konstrukcji omdwiono
zarowno w przypadku obcigzenia znajdujacego sie na belce i poza
belka.
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Equations of motion of beams loaded
with an oscillator moving at a variable speed

The subject of the study is dynamic analysis of a simply supported
beam loaded with a moving inertial load. The paper discusses
a beam modeled with one degree of freedom and a Bernoulli-Euler
beam model with uniformly distributed mass. In both cases, the
beam is loaded with a particle or oscillator moving at a variable
speed. The equations of motion of the oscillator and the beam were
derived by the analytical method. Due to the nature of the load, the
Renaudot material derivative appears in the equations of motion of
the analyzed systems. In addition, free vibrations of beams after
rolling off the load were discussed.

Keywords: moving particle, moving oscillator, beam modeled with one
degree of freedom, Bernoulli-Euler beam.
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