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modelu semi -Markowa
Forecasting the readiness of special vehicles
using the semi-Markov model
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Abstract: The vehicle exploitation system, consisting of statistically identical objects that perform
intervention tasks, not subject to systematic changes can be modelled as a stationary stochastic
process. Such a model allows to determine the probabilistic indicators of current and boundary
readiness of the system. This article presents the use of the semi-Markov process, based on three
operating states: operation, ready-to-be-used and repair to study a transport system consisting
of special vehicles. On the example of a sample consisting of police patrol cars, experimental studies
of the intensity of fleet utilization, time of failure-free operation of vehicles were carried out and it was
demonstrated that the examined transport system is characterized by a satisfactory, stationary
readiness coefficient. The developmental possibilities of the presented modelling method were
emphasized.
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Streszczenie: System eksploatacji samochodow, ktore realizuja zadania interwencyjne,
niepodlegajacy systematycznym zmianom moze by¢ modelowany jako stacjonarny proces
stochastyczny. Taki model pozwala wyznaczy¢ probabilistyczne wskazniki biezacej i granicznej
gotowosci systemu.

W niniejszym artykule, do modelowania systemu eksploatacji pojazdow specjalnych, wykorzystano
proces semi-Markowa, oparty na trzech stanach eksploatacyjnych: uzytkowania, postoju uzytkowego
i naprawy. Na przyktadzie proby radiowozow policyjnych przeprowadzono do$wiadczalne badania
intensywnosci uzytkowania floty, czasu bezawaryjnej pracy pojazdow a takze wykazano, ze badany
system transportowy charakteryzuje si¢ zadowalajacym, stacjonarnym wspoétczynnikiem gotowosci.
Podkres$lono rozwojowe mozliwosci przedstawionej metody modelowania.

1. Wstep

Proces eksploatacji pojazdow uzytkowych mozna analizowaé zarowno w przedsigbiorstwach
transportu samochodowego, ktore funkcjonuja w warunkach rynkowych, jak réwniez
w stuzbach ratowniczych 1 innych, odpowiedzialnych za bezpieczenstwo panstwa, takich jak
straz pozarna, wojsko, policja, pogotowie ratunkowe. W pierwszej grupie najwazniejszym
kryterium oceny jakos$ci eksploatacyjnej pojazdu jest efektywnos$¢, zazwyczaj wymiarowana


mailto:anna.borucka@wat.edu.pl
mailto:andrzej.niewczas@its.waw.pl
mailto:kamila.hasilova@unob.cz

jako stosunek zyskow do kosztow [1]. Druga grupa, w tym szczegdlnie policja, utozsamiana

jest przede wszystkim z zapewnieniem spokoju obywatelom, ochrong zycia i zdrowia ludzi

oraz mienia, a takze troska o porzadek. Dlatego wigkszo$¢ badan prowadzonych w tym
obszarze tematycznym zwigzana jest gtdwnie z szeroko pojetymi kwestiami bezpieczenstwa

I dotyczy na przyktad:

1. Szacowania prawdopodobienstwa wypadku $miertelnego w przypadku poruszania si¢
samochodami policyjnymi [3] oraz oceny ryzyka zdarzen drogowych w tym
wystepowania powaznych urazéw wynikajacych z uczestnictwa w akcjach policyjnych
[6, 25].

2. Mozliwosci zwigkszenia poziomu bezpieczenstwa realizacji akcji policyjnych poprzez
zastosowanie specjalnych metod czy urzadzen np. proponowanych przez Michaelson’a
kuloodpornych paneli montowanych na radiowozach [27] czy opisywanych przez
Lyons’a systemow $wiatet ostrzegawczych [26].

3. Metod planowania 1 optymalizacji tras patroli [8, 10], ze szczegblnym uwzglednieniem
kwestii bezpieczenstwa [4], a takze niezbednej liczby samochodow patrolowych
w zaleznosci od natezenia realizowanych czynno$ci i pory dnia ich wystepowania [22].
Natomiast gotowo$¢ i1 niezawodno$¢ pojazddéw policyjnych uwazana jest za swoiste

status quo. Prezentowane w literaturze badania dotyczace oceny gotowosci ztozonych

systeméw interwencyjnych (nie tylko policji), maja charakter jednostkowy. Wynika to przede
wszystkim z ograniczeh zwigzanych z poufnym charakterem danych empirycznych.

Dokumentacja ewidencyjno — rozliczeniowa prowadzona jest zazwyczaj w postaci papierowej

a praktyka tworzenia elektronicznych baz danych, napotyka na bariery organizacyjne.

Zadania transportowe s3 procesami ztozonymi, co powoduje ze ich modelowanie
w oparciu o klasyczne techniki teorii niezawodno$ci moze by¢ zawile 1 nie dawaé
satysfakcjonujacych wynikow [21]. Wowcezas wykorzystywane sg alternatywne metody, np.
proponowane przez Lu i wspolautorow [24] lub Dong’a i innych [9] niezawodno$ciowe
diagramy fazowe, a takze procesy Markowa [11, 16, 34], ktore w ocenie gotowoS$ci s3
szczegolnie popularne. W literaturze mozna odnalez¢ modele opisujace pojedyncze Srodki
transportu, np. samochdd osobowy — jak u Girtlera i Slezaka [12], autobus u Landowskiego
i innych [23], czy $miglowiec u Szawlowskiego [33]. Badane sa takze ztozone systemy
transportowe. Podstawy teoretyczne takich rozwazan zawierajg prace [2, 13, 20]. Systemy
analizowane sg jako cato$¢ [7, 32, 35] lub ich poszczegdlne skladowe rozpatrywane sa
niezaleznie, a kazda z nich opisywana jest oddzielnym modelem. Czgsto autorzy wskazuja
procesy Markowa jako narzedzie rozwigzania szczegdlnego problemu eksploatacyjnego [29,
30]. Niestety, modele systemow transportowych, oparte na danych empirycznych sa nieliczne.
Dostepne sa pojedyncze opracowania, np. Migawa [28], badal w ten sposob system
eksploatacji autobuséw miejskich, Zurek i Tomaszewska [39] analizowali statki powietrzne,
a Restel [31] systemy miejskiego transportu kolejowego.

Przeglad literatury pokazuje, Zze modele Markowa sa dobrym narzedziem oceny
gotowosci zaréwno calych systeméw, jak 1 pojedynczych obiektow [5, 19]. Maja jednak
swoje wymagania i ograniczenia. Nalezy do nich przede wszystkim posta¢ dostgpnych
obserwacji, ktorych rozktad powinien by¢ wyktadniczy. Jest to element czgsto pomijany
w prezentowanych analizach, co powoduje, ze stosowanie proceséw Markowa jest
naduzywane. Trudniejsze w estymacji parametrow 1 dlatego mniej popularne sg modele semi-
Markowa. Maja one mniej restrykcyjne wymagania dotyczace postaci rozktadow badanych
zmiennych (moga by¢ dowolne), dlatego zostaty zaproponowane w niniejszym artykule, jako
narzgdzie oceny floty radiowozoéw policyjnych. Celem zaprezentowanego badania byto
oszacowanie poziomu ich gotowosci przy =zalozeniu trzech stanow eksploatacyjnych:
uzytkowania, postoju uzytkowego 1 naprawy (obstugiwania technicznego) oraz
przedstawienie metody stochastycznego opisu procesu eksploatacyjnego. Ponadto intencjg



autorow bylo podkreslenie, ze trzystanowy model eksploatacji moze by¢ uzytecznym
| wystarczajgcym narz¢dziem oceny gotowosci pojazdow specjalnych. Zastosowanie takiego
modelu nie wymaga skomplikowanych obliczen jak ma to miejsce w przypadku
rozbudowanych modeli kilkunastostanowych i1 moze by¢ wykorzystywane w biezacej
praktyce zarzadzania flotg pojazdow.

2. Badania eksploatacyjne i analiza wstepna wynikow

Przedmiotem badania byly radiowozy policyjne, realizujace zadania patrolowe
| interwencyjne na terenie miasta stotecznego Warszawy. Analizie poddano 20 oznakowanych
samochodow osobowych marki Kia. Wszystkie samochody pochodzily z tej samej partii
produkcyjnej, co pozwolito uznaé probe za jednorodng. Bazg¢ danych zrédtowych stanowita
dokumentacja uzytkowania radiowozoéw dotyczaca patroli policyjnych oraz rejestry obstug
technicznych i napraw.

Na podstawie zgromadzonych obserwacji wyodrebniono trzyelementowy zbior stanow
eksploatacyjnych S = {S;, S, S5}, w ktorych przebywaja pojazdy:
- uzytkowanie (S;),
- postdj uzytkowy (Sz),
- naprawa (réwniez obstugiwania techniczne) (Ss).
Przyjeto, ze czas przebywania pojazdu w stanie S; (Czas trwania stanu S;) zawiera si¢
w przedziale od chwili wyjazdu w celu wykonania zadania interwencyjnego (patrolu),
do chwili powrotu pojazdu do zajezdni. Czas przebywania pojazdu w stanie S, (czas trwania
stanu S,) zawiera si¢ od chwili rozpoczecia postoju w zajezdni w oczekiwaniu na dyspozycje
wykonania zadania do chwili wyjazdu. Czas przebywania pojazdu w stanie S; (czas trwania
stanu S3) wyznaczaja chwile rozpoczecia i zakonczenia obstugiwania technicznego.
Nastgpnie W oparciu 0 rzeczywiste relacje migdzystanowe ustalono przejscia dozwolone,
ktore, w formie grafu, zaprezentowano na rys. 1.
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Rysunek 1. Graf przej$¢ dozwolonych

Przeprowadzono takze analize statystycznych rozktadow czaséw trwania (wyrazonych
w minutach) poszczegdlnych stanow eksploatacyjnych. Sprawdzono dopasowanie
rzeczywistych obserwacji do wybranych rozktadéw teoretycznych (normalnego, log-
normalnego, wykladniczego, Gamma i Weibulla). Parametry tych rozktadéw estymowano
z wykorzystaniem programu Statistica, wykorzystujac metod¢ najwickszej wiarogodnosci.
Jakos¢ dopasowania oceniono poréwnujagc rozkltady obserwowanych  czegstosci
z oczekiwanymi. Obliczono statystyke testu Kotmogorowa-Smirnowa oraz kryterium
informacyjne Akaikego. Na podstawie otrzymanych wynikow, jako najbardziej odpowiedni,



wybrano rozktad Gamma. Przyktadowa analize¢ przedstawiono dla rozkladu stanu
uzytkowanie - S; (rys. 2).
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3. Estymacja parametréw modelu semi-Markova
3.1 Podstawowe charakterystyki

Whnioskiem z przeprowadzonych analiz wstepnych byto stwierdzenie braku mozliwo$ci
zastosowania modelu Markowa (wymaga wykladniczej postaci rozkladéw zmiennych)
I zalozenie przeprowadzenia analiz z wykorzystaniem modelu semi -Markowa, dla ktorego
posta¢ rozktadow moze by¢ dowolna.

Dla badanego procesu eksploatacji samochodow okreslono model semi-Markowa
0 skonczonym zbiorze stanéw za pomoca markowskiego procesu odnowy, wzorujac si¢ na
[12, 13, 20]: Dla N oznaczajacego zbior liczb catkowitych nieujemnych, S — pewien zbior
skonczony, R, — zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych, natomiast (Q, F, P) — przestrzen
probabilistyczng, w ktoérej dla kazdego n € N sg okreslone zmienne losowe:

Sl =S 1)

9,:0 >R, )

Dwuwymiarowy cigg zmiennych losowych {¢,,9,:n € N} nazywany jest markowskim
procesem odnowy, jezeli dla kazdegon € N, i,j € S,t € R,
P{&ni1 =) 041 < tlén =1,8n 1, -, §0, Oy e D0} = P{§p11 = ?3)
JoOns1 < tlé = i3
oraz

P{Eozi,80=0}=P{EO=i} (4)

Z definicji tej wynika, ze markowski proces odnowy jest szczegdlnym przypadkiem
dwuwymiarowego procesu Markowa [14]. Prawdopodobienstwa przej$cia tego procesu



zaleza wylacznie od wartosci dyskretnej wspotrzednej. Markowski proces odnowy
{&€,,9,: n € N} nazywany jest jednorodnym, jezeli prawdopodobienstwa:

P{éns1 = JiOns1 < tlép=1i} = Qij(t) )

nie zalezg od n.
Macierz funkcyjna:

Q) =[Q;;®)]ijeSs (6)

nazywana jest jadrem odnowy. W oparciu o jednorodny markowski proces odnowy
definiowany jest proces semi- Markowa [14].
Niech:

M) =supfm=0:1, <t} (7
gdzie:

Tm:80+191+“‘+19m (8)

Proces stochastyczny {M(t):t € R,} jest staly w przedziale [t,, Tm+1). Proces
stochastyczny {X(t): t € R, } okreslony wzorem

X(t) = Eu 9)

jest modelem semi —Markowa.

Zdefiniowanie modelowego procesu semi-Markowa wymaga, oprocz okreslenia jadra
procesu réwniez jego rozkladu poczatkowego [13, 17, 38]. Badany proces eksploatacji
pojazdow podzielono na trzy fazy o losowych czasach trwania. Wowczas jadro odnowy
procesu semi-Markowa, zgodnie z grafem przejs¢ dozwolonych (rys. 1) przyjmuje postaé:

0 Q12(t) Q13(t)
Q) = |Q21() 0 0 (10)
0 Q31(t) 0

Macierz ta stanowi model zmian wyréznionych stanéw procesu. Niezerowe elementy Q;;(t)
macierzy Q(t) sa warunkowymi prawdopodobienstwami przejscia procesu ze stanu S; do
stanu S;, w czasie nie wigkszym niz t, okreSlonymi wg wzoru (11). Zalezg one od rozktadu
zmiennych losowych, ktorymi sa dlugo$ci czasu przebywania procesu w wyrdznionych
stanach.

Qij(t) = P(X(Tm+1) =J, Tmer —Tm St X (T) = l)) dat =20 (11)

gdzie zmienna losowa t,,0znacza chwile m-tej zmiany stanu
Rozktad poczatkowy: p;(0),i € S = {1, 2,3} przyjeto w postaci:

1, gdyi=1
pi(0) = (12)
0, gdyi#1
gdzie:



pi(0) =P{X(0) =i}, i=1,23 (13)

Elementy te pozwalaja wyznaczy¢ poszukiwane parametry probabilistyczne procesu
eksploatacyjnego. Dla modelu semi-Markowa istotne sg prawdopodobienstwa przejscia,
zdefiniowane jako prawdopodobienstwa warunkowe [15]:

P;(t) = P{X(@®) =jlX(0) =i}ij €S (14)

P;;(t) sa to prawdopodobienstwa przejécia ze stanu S; do stanu S; w chwili t. Obliczono je na
postawie rzeczywistych relacji miedzystanowych, wg wzoru (15).

nij

T Tres ik (15)

Pij
gdzie:
n;; — liczba przej$¢ ze stanu S; do stanu S,
Y.kes Nix — liczba wszystkich przejs¢ (wyjé¢) ze stanu S;,

Rozklad prawdopodobienstwa zmian wyrdznionych stanéw eksploatacyjnych (w
jednym kroku), przy zatozeniu, ze kazdemu tukowi grafu odwzorowania procesu eksploatacji
(rys. 1), taczacemu dwa stany procesu, odpowiada warto$¢ prawdopodobienstwa p;; zawiera
tab. 1.

Tabela 1. Macierz prawdopodobienstw przejs$¢ p;;

Pij Sy S2 S3
s, 0 08 | 02
s, 1 0 0
s 0 1 0

Obliczone warto$ci prawdopodobienstw przej$¢ dotycza zbiorow stanéw, a nie okresu
czasu. Np.p;3 = 0,2 oznacza, ze wsrod wszystkich wyj$¢ ze stanu S; przejscia ze stanu
S, do S, stanowig 20%.

3.2 Wtlasnosci graniczne

Wazng role w badaniu procesu eksploatacji samochodow modelowanych tancuchem
Markowa pelnig jego wlasnos$ci graniczne [13, 20], a szczeg6lnie granice prawdopodobienstw
p;j(n) oraz p;j(n) przy n — oo, ktére opisujg zachowanie procesu po dtugim czasie [13, 36].
Istotnym pojgciem w tej kwestii jest rozklad stacjonarny jednorodnego tancucha Markowa,
opisywany wektorem I1 [14]:

I =[m,mym3 ] (16)
takim, ze:
I1=T1P a7
gdzie
P11 P12 P13
P=|P21 P22 P23 (18)
P31 P32 D33



oraz
3

Z =1 (19)

=1
oznacza to, ze jezeli fancuch w pewnej chwili m osiggnie rozktad stacjonarny, to dla kazdej
kolejnej chwili n, wigkszej od m, rozktad bezwarunkowy pozostanie taki sam.

Dla badanego procesu istniejg granice:

111_{{)10 pij(n) = m; i,j=1,2,3 (20)
gdzie:
p;ij(n) — prawdopodobiefistwo przejécia ze stanu S; do stanu S; w n krokach.
Obliczona macierz prawdopodobienstw zmian stanow eksploatacyjnych wlozonego
w proces tancucha Markowa (tab. 1), umozliwita wyznaczenie prawdopodobienstw
stacjonarnych m;, zgodnie z uktadem réwnan (17).

Dla badanego procesu, dla modelu 3-stanowego, oszacowanie prawdopodobienstw
stacjonarnych 7; wymagato rozwigzania rOwnania macierzowego:

T[l T O plZ p13 T[l T
T3 0 P2 O T3
z warunkiem normalizacji:
7T1+T[2+T[3=1 (22)

co jest rownowazne nastgpujacemu uktadowi réwnan:

Ty " P21 =T
1 P12 T M3 P3z =My

Ty P13 = T3 (23)
my+m,+mn; =1
Po podstawieniu wartosci prawdopodobienstw przejs¢ (tab. 1) otrzymujemy:
Ty, =1y
P (24)

77:1 + T[Z + 7T3 = 1
Rozwigzanie uktadu rownan przedstawia tab. 2.

Tabela 2. Prawdopodobienstwa stacjonarne m; wyréznionych stanéw eksploatacyjnych

Sy S S3
m; 0,455 0,455 0,09
m; [%] 45,5 45,5 9

W nastepnej kolejnosci, na podstawie grafu skierowanego (rys. 1), okreslajacego
prawdopodobienstwa przejs¢ stanow lancucha Markowa (tab. 1), oraz na podstawie



empirycznych czasow t;; trwania poszczegolnych stanow dokonano estymacji warunkowych

warto$ci oczekiwanych E (T;;) czasoéw trwania stanow procesu X (t) na podstawie estymatora

okreslonego wzorem (24)

_
Yjestij

Macierz T = [T};], i,j = 1,2, 3 oszacowanych warunkowych wartosci oczekiwanych czaséw

T;; przedstawiono w tab. 3.

E(T,) =T; (25)

Tabela 3. Oszacowane warto$ci oczekiwane warunkowych czasow Tj;

T;j[minuty] S, S, S3
Sy 844 845
S, 479
S, 388

Znajomo$¢ elementdbw macierzy P i T pozwala na oszacowanie warto$Ci
oczekiwanych ET;,i =1,2,3 bezwarunkowych czasoOw trwania poszczegdlnych standéw
procesu, wg zaleznoSci:

3
ETLZTi:zPij'Tij (26)
j=1

Dla badanego 3-stanowego procesu uzytkowania pojazdéw problem oszacowania wartosci
oczekiwanych bezwarunkowych czasow trwania poszczeg6élnych stanow procesu sprowadzit
si¢ do rozwigzania nastgpujacego uktadu réwnan:

Ty =1z Tz + P13 Tis
T, = pp1 - To 27)
T3 = sz Ts,

Oszacowane warto$ci bezwarunkowych czasow T; przedstawiono w tab. 4.

Tabela 4. Bezwarunkowe czasy T; [minuty] przebywania procesu w 3 stanach
eksploatacyjnych

stan | T; [minuty]
1 844,2
2 479
3 388

Zmienne losowe T; i =1,2,3 majg skonczone, dodatnie warto$ci oczekiwane.
Pozwala to na wyznaczenie rozktadu granicznego procesu semi-Markowa. W oparciu
o rozktad stacjonarny wlozonego tancucha Markowa (tab. 2) oraz oszacowane warto$ci
oczekiwane czaséw trwania procesu (tab.4) estymowano prawdopodobienstwa graniczne,
zgodnie ze wzorem (28) [20].

m; - T;

-l =123 ’
Ykes Tk - Ty (28)

i



Obliczony, graniczny rozktad prawdopodobienstwa stanéw procesu semi-Markowa,
przedstawiono w tab. 5.

Tabela 5. Rozktad prawdopodobienstw granicznych P;

Rozktad P; P, Py
prawdopodobienstwa 0,6026 0,3419 0,0555
procentowy 60 34 6

Warto$ci P; sg granicznymi prawdopodobienstwami okreslajgcymi, ze w diugim
okresie eksploatacji (t — o) pojazd bedzie przebywat w danym stanie eksploatacyjnym.

Najwigksze wartosci osiggni¢to dla stanu uzytkowanie (60%), co jest bardzo dobrym
wynikiem. Postdj uzytkowy osigga graniczng warto$¢ wynoszaca 34%, €O rdéwniez jest
zadowalajacym rezultatem i §wiadczy z jednej strony o duzej gotowos$ci badanych pojazdow,
azdrugiej 0 znacznej rezerwie, ktora jednak w przypadku struktur dziatajacych w sposob
nieprzewidziany, interwencyjny wydaje si¢ by¢ racjonalng. W stanie napraw pojazdy
przebywaja granicznie jedynie z 5,5% prawdopodobienstwem.

Wspotczynnik gotowosci technicznej K jest sumg odpowiednich prawdopodobienstw
stanéw niezawodno$ciowych. Dla zaproponowanego modelu eksploatacji pojazdow stany
zdatnosci stanowig stan S; oraz S,, natomiast stan S5 jest stanem niezdatnos$ci. Stad gotowosé
badanych pojazdéw mozna obliczy¢ jako sume¢ prawdopodobienstw granicznych stanow
S118,:

K=P +P, (29)

Obliczony wspoélczynnik gotowosci wynosi K = 94,45 i oznacza, ze niemal 95%
czasu pojazdy badanej grupy pojazdow pozostaja w stanie gotowosci technicznej.

3.3 Czas pierwszego przejscia procesu eksploatacji pojazdu do podzbioru stanow (czas
bezawaryjnej pracy)

Kolejng, wazng charakterystykg opisujacg procesy eksploatacji pojazdow, jest czas
pierwszego przejscia rozpatrywanego procesu do wyodrebnionego stanu lub zbioru stanow
{A} [18]. Na podstawie zidentyfikowania rozktadu tego czasu i jego parametréw mozna
wyznaczy¢ prawdopodobienstwo przebywania pojazdow W okreslonym stanie lub zbiorze
stanow [20, 37]. Funkcja postaci:

@, (t) = P(O, < t|X(0) =i),t =0 (30)

jest dystrybuantg rozkladu zmiennej losowej ©4 = 17,,, ktora oznacza czas uptywajacy
od chwili przyjecia przez proces semi-Markowa wartosci i € A" do chwili, w ktorej proces
przyjmie jakgkolwiek warto$¢ z podzbioru stanéw A, gdzie A c Soraz A' = S — A.
natomiast:

Ay=min{n € N: X(7,) € A} (31)

Dla regularnych proceséw semi-Markowa, w ktorych podzbior A jest silnie osiggalny
z kazdego stanu nalezgcego do A’, zmienne losowe T;; majg skonczone i dodatnie wartosci
oczekiwane E(T;;), istniejg wartosci oczekiwane E(0O,/) i sa one jedynymi rozwigzaniami
uktadu réwnan [13, 20]:



gdzie:

P, - macierz prawdopodobienstw przejs¢ w zbiorze A’

ﬁAr - jadro procesu okreslone w zbiorze A’

T 4- zmienne losowe bezwarunkowych czaséw przebywania procesu w zbiorze stanow A’
Poniewaz w rozwazanym procesie zadanie transportowe zostanie wykonane, jezeli nie nastapi
awaria §rodka transportu, to rozktad czasu wykonania zadania (bezawaryjnej pracy systemu)
mozna znalez¢ redukujgc pierwotny model o stan S; - naprawa. Wowczas podzbior
stanow A" = { §1, S,}, natomiast podzbior stanow A = {S3}, a elementy réwnania (32) maja

postac:
_ o 013 E(Tl)
I'= [o 1]' O = I l Ta E(Tz) ’ (33)
_ [0 P2
Pu(s) = [Pz 1 0 (34)
gdzie:
Py=lpul LkeA (35)

jest podmacierza macierzy P;; (tab. 1). Zmienna losowa ©;; oznacza czas, ktory uptynat
od chwili poczatkowej do chwili, w ktorej po raz pierwszy zostanie osiaggniety stan naprawy,
pod warunkiem, ze w chwili uwazanej za poczatkowa rozpoczat si¢ jeden ze standw ze zbioru
A’. Oznacza zatem czas bezawaryjnej eksploatacji systemu. Dla analizowanego modelu semi-
Markowa, rownanie macierzowe (32) jest postaci:

10 0  pi2 013 E(Ty)
( 0 1] [pz 1 O ) l@z J E(T,) (30)
Po podstawieniu odpowiednich wartosci z tab.1 i tab.4 otrzymujemy :
(1L o-[° °8))- [91 3l - [B442 @37
0,4 479

co sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu rownan:
{@1 3 0,8 @2 3 = 84'4,2 (38)
_613 +623 =479
Wyniki obliczen powyzszego uktadu réwnan przedstawia tab. 6.

Tabela 6. Wartosci elementéw macierzy © czasu pierwszego przejécia dla ogotu pojazdow

0 [min] [A]
0, 3 6137 102,3
0, 6616 110,3

Jezeli rozktadem poczatkowym procesu eksploatacji jest wektor:
P = [p1, P2, psl (39)
ktory w badanym procesie, zgodnie z pierwotnym zatozeniem (12) jest postaci:
p =1[1,0,0] (40)
wowczas pierwszy wiersz jednokolumnowej macierzy, stanowigcej rozwigzanie tego

roOwnania, jest wartoscig oczekiwang czasu wykonania zadania, ktéra w tym przypadku
wynosi ponad 102 godziny.



Mozliwe jest rowniez wyznaczenie rozkltadu czasu poprawnej pracy obiektu.
Korzystajagc z informacji, ze prawdopodobienstwa przejscia P;;(t), zdefiniowane jako
prawdopodobienstwa warunkowe [20]:

P;(t) = P{X(t) = jlX(0) =i}, Lj€ES (41)

spetniaja réwnania Fellera:
t

Py =81 = Gi(©1 + ). [ Py(e=00d0u(@),  ijes @)
keS o

mozna znalez¢ rozwigzanie tego uktadu postugujac sie przeksztatceniem Laplace’a —
Stieltiesa:

o

5y (s) = f et dP, (1) 43)
0

Gin(s) = f e~ dQu () (44)
0

Gi(s) = j et dG,y (D) (45)
0

gdzie Q;(t)to jadro procesu odnowy podzbioru stanéw A’ natomiast G;(t) oznacza
dystrybuante¢ zmiennej losowej T; czasu trwania i-tego stanu procesu semi-Markowa,
niezaleznie od tego do jakiego stanu nastepuje przejscie w chwili 7,4 [13]:

Gi(t) =P{T; <t} =P{rpy1 — 1, < t/X(tp,) =1}i €S (46)

Wowczas powyzszemu ukladowi rownan calkowych odpowiada uktad rownan
algebraicznych, o niewiadomych transformatach p;;(s), i,j € S:

_ . [1=ai(s) I .
pij(s) = &y — |t Gik ()P ;(s), LjeES 47)
=
uktad ten w notacji macierzowej ma postac:
- 1 ~r N1—1 ~
P(s) =<1 =)™ [1- ()] (48)

Po rozwigzaniu otrzymuje si¢ macierz transformat. Poniewaz stanem poczatkowym jest stan
S1, wiec pierwszy wiersz jest jednoczesnie jednowymiarowym rozktadem procesu.
Dla badanego systemu:

0 le(t)]
t) = 49
00 =[o,0 )
gdzie Q4 (t) oraz Q,(t) sa dystrybuantami estymowanych rozktadow Gamma:

t—1+a13—a1

'] ’

_t
Qq12(t) = e A

t>0 (50)



-t (51)
—l+a; p—a
Qu(t) =¢ Fet h t>0
I'a,]
oraz v (52)
I'(a) = f t@le~t
0
poniewaz dla rozktadu Gamma transformata Laplace’a — Stieltjesa jest postaci:
. I >“
= 53
o= (57 (53)
stad elementy rownania (48) majg postac:
0.1 018, (s + By) ™™
1o S(A =B s+ BB (s + B) ) s(1 =B (s + BT, (s + o))
sU =A@ = 0.1 B (s + o)™ 0.1 (54)
S(1 =By (s + BB, 7 (s + B2)™%)  s(1— B (s + B1) 1By (s + B) ™)
oraz
P P AR O s 1 (55)
[1 g(s)] - 1 1-— ;752(5 + ‘82)—0(1
Rozwigzaniem jest macierz, ktorej elementy pierwszego wiersza wynosza:
- 0.1 (s + p) ™™ 0.1(1 = By (s + B) ™)
P = a a a a 56
' s(1 =B (s + BBy 7 (s + B2)7%)  s(1 =By (s + B~ By 7 (s + o)1) (56)
B,(s) = 0.1 0.18;%(s + B~ (1 — By 2 (s + B) ™) (57)

s(L=BM (s + BB (s + B)™4)  s(L =B (s + BB (s + o))

Po obliczeniu transformat odwrotnych otrzymuje si¢ rozklad graniczny intensywnos$ci
uzytkowania obiektu. Dla stanu S; otrzymujemy funkcj¢ postaci:

P,(t) = 0.0026857 06956t — 0006151 ¢~ 023043t (58)
— 0.129546 ¢~0-0446957¢ 4 6

Wykres tej funkcji przedstawia rys. 3



P1[%]

0.60 -

0.48

0.46 - 20 40 60 80 100 120 tlmin.]

Rysunek 3. Wykres funkcji P, (t)

Funkcja stabilizuje si¢ w czasie okoto 120 minut, a w granicy, dla t — oo, dgzy do wczesniej
obliczonej warto$ci granicznej procesu semi-Markowa wynoszacej P; = 60%.

4. \Whnioski

Zastosowanie proceséw semi -Markowa pozwala na wyznaczenie granicznego wspotczynnika
gotowosci oraz analiz¢ czasOw przebywania pojazdow specjalnych w wyrdznionych stanach
eksploatacyjnych. Umozliwia takze obiektywng ocene¢ intensywno$ci uzytkowania pojazdu
i czasu jego bezawaryjnej pracy. Analizujac czynniki gotowos$ci mozna poszukiwaé
optymalnych algorytmoéw uzytkowania i obstugiwania pojazdow, a takze analizowaé jakos¢
doboru floty pojazdow.

Stusznos$¢ powyzszych zatozen potwierdzily zrealizowane badania. Zaproponowany
model semi-Markowa umozliwit diagnostyke systemu eksploatacji radiowozoéw policyjnych
wskazujac, ze charakteryzuje si¢ on zadowalajagcym poziomem prawdopodobienstwa
przebywania pojazdéow w stanie uzytkowania (P; = 0,6) oraz w stanie postoju uzytkowego
(P, = 0,34). Prognozowany wspotczynnik gotowosci technicznej wyniost K = 95%.

Wykazano zatem skutecznos$¢ zastosowania procesow semi-Markowa do modelowania
gotowosci systemOw eksploatacji pojazdow specjalnych. Model trzystanowy wyrdzniajacy
stan uzytkowania pojazdu i stan postoju uzytkowego oraz stan naprawy (obstugiwania
technicznego) okazatl si¢ uzasadniony. W tym przypadku nie bylo konieczne tworzenie
rozbudowanych, wielostanowych struktur modelu procesu eksploatacji wymagajacych
zaawansowanych programow obliczeniowych. Zaprezentowany, trzystanowy model jest
mozliwy do rozbudowy w sytuacji, kiedy konieczna bylaby poglebiona analiza wybranych
aspektow gotowosci systemu.
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