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Streszczenie: W artykule przedstawiono sposób wykorzystania 

metody Monte Carlo do okre�lenia przedziału ufno�ci pomiaru w 

przypadku wyznaczania warto�ci mocy optycznej emitera 

półprzewodnikowego. Na podstawie niewielkiej serii (3-30) 

pomiarów warto�ci mocy optycznej w układzie �wietlno-

optycznym przeprowadzono analiz� niepewno�ci wg GUM (Guide 

Uncertainty Measurement), okre�laj�c warto�� niepewno�ci 

rozszerzonej. Nast�pnie, wykorzystuj�c silnik matematyczny, 

przeprowadzono procedur� generacji próbek pomiarowych i 

wyznaczono przedział rozszerzenia. Na zako�czenie, porównano 

obie metody obliczeniowe i przedstawiono wypływaj�ce z niego 

wnioski. 
 

Słowa kluczowe: metoda Monte Carlo, niepewno�� pomiaru, 

rozkład normalny, generacja wyników pomiarowych. 
 

1. WST�P 

 
Symulacja Monte Carlo, jako narz�dzie statystyczne,  

jest szeroko wykorzystywanie nawet do rozbudowanych 

problemów in�ynierskich, jak równie� w metrologii 

pomiarowej jako koncepcja probabilistycznego opracowania 

wyniku pomiaru [1]. Algorytmy do oblicze� takich 

zagadnie� technicznych bazuj� na generowaniu liczb 

pseudolosowych (próbek). Wa�ne jest, aby proces ich 

powstawania był przypadkowy, niepowtarzalny oraz 

wzajemnie niezale�ny. Dokładno�� wyników symulacji 

zale�y od ilo�ci wygenerowanych danych losowych, 

mo�liwych do zainicjowania w ró�nych aplikacjach [2]. 

 

2. METODYKA POMIARÓW 

 

2.1. Realizacja układu pomiarowego 

Pomiar nat��enia o�wietlenia najcz��ciej realizowany 

jest za pomoc� luxomierza. Głowica takiego przyrz�du 

pomiarowego wyposa�ona jest w odpowiednie filtry  

dopasowuj�ce czuło�� spektraln� do krzywej czuło�ci oka 

ludzkiego V(�). Na wynik pomiarowy du�y wpływ ma 

stopie� dokładno�ci dopasowania absorpcji widmowej 

detektora [3]. Wymagan� czuło�� spektraln� czujnika mo�na 

równie� zrealizowa� poprzez odpowiednio dobrany aparat 

matematyczny, pełni�cy analogiczn� rol�. 
 

 

W analizowanym układzie  pomiarowym wykorzystano 

spektro-radiometr do pomiaru bezwzgl�dnego rozkładu 

g�sto�ci nat��enia napromienienia [4]. Znajomo�� funkcji 

aproksymuj�cej V(�), pozwala (po scałkowaniu) na 

obliczenie strumienia �wietlnego (wzór 1) [5]. Analogicznie 

wyznaczenie mierzonej mocy optycznej polega na 

obliczeniu pola pod krzyw� bezwzgl�dnego rozkładu 

g�sto�ci mocy w okre�lonym przedziale (wzór 2). 
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gdzie: Km – równowa�nik mocy, b – nastawna stała czasowa 

całkowania pomiaru (ms), G(λ) – g�sto�� mocy optycznej, 

V(λ) czuło�� widmowa oka ludzkiego, λ – długo�� fali (nm) 

 

Analizowany układ �wietlno-optyczny (rys.1) mierzy 

tylko promieniowanie emitowane w w�skim przedziale 

k�towym θ z powodu usytuowania �ródła w pewnej 

odległo�ci L od apertury detekcyjnej przyrz�du (powierzchni 

wej�ciowej kuli całkuj�cej). 

 

 
 

Rys. 1. Schemat blokowy badanego układ pomiarowego 
gdzie: UO – układ kolimacyjny, Z – �ródło,  KC – kula całkuj�ca,  

F – przysłona, C – przesłona, RS – warstwa odbijaj�ca, 

 I0 – �wiatło�� osiowa emitera, L – odległo�� �ródła od płaszczyzny 

pomiarowej, θ – k�t rozbie�no�ci wi�zki �wietlnej docieraj�cej do 

układu pomiarowego, D – detektor promieniowania  

φce – całkowita moc optyczna �ródła,  

φe, φf  – mierzona moc promienista (strumie� �wietlny) 
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Niekorzystnym czynnikiem wpływaj�cym na bł�d 

pomiarowy w takim układzie odniesienia jest niejednorodna, 

pod wzgl�dem zachowania stało�ci krzywej wska�nikowej 

rozpraszania, wewn�trzna warstwa powierzchni kuli 

całkuj�cej [6]. Dodatkowo, w zakresie barwy niebieskiej 

i nadfioletowej, wynik mo�e by� zawy�ony w na skutek 

paso�ytniczego oddziaływania zjawiska fotoluminescencji. 

Odległo�� L emitera od powierzchni detekcyjnej ma 

decyduj�cy wpływ na warto�� mierzon�, która jest zale�na 

od k�ta θ  akceptacji promieniowania. Rozsył przestrzenny 

mocy optycznej emitowanej z �ródła półprzewodnikowego, 

wyposa�onego w układ kolimacyjny, przedstawiono na 

rysunku 2. Fragment mierzonej mocy promienistej φe 

docieraj�cej do detektora ograniczono z premedytacj� do 

ustalonego przedziału k�towego (-θ /2 do θ /2) zale�nego od 

geometrii konstrukcji �wietlno-optycznej. 
 

 
 

Rys. 2. Skolimowany rozsył przestrzenny promieniowania z 

emitera półprzewodnikowego 
 

2.2. Proces pomiarowy 

Wykonano seri� pomiarów (N = 5) warto�ci mocy 

promienistej φe w stałych odst�pach czasu (t = 90 s), przy 

wcze�niejszym wprowadzeniu układu w stan równowagi 

termodynamicznej pomi�dzy �ródłem Z, a otoczeniem 

zewn�trznym. Warto�ci� stabilizowan� była moc optyczna 

(strumie� �wietlny),  poprzez utrzymanie pr�du zasilaj�cego 

o warto�ci (900 ± 2) mA. Otrzymana rodzina charakterystyk 

spektralnych szeregu pomiarów została dopasowana w taki 

sposób, �e maksymalna warto�� g�sto�ci spektralnej dla fali 

450 nm znajduje si� poni�ej punktu nasycenia detektora 

gdzie Gz(450nm) okre�la maksymalny zakres pomiarowy 

(rys.3). Wyst�puj� nieznaczne rozbie�no�ci kształtu widm 

pomi�dzy poszczególnymi pomiarami spektralnymi, jednak 

nie s� one widoczne w prezentowanej skali i pokrywaj� si� 
wzajemnie. Wielko�ci� mierzon� była scałkowana 

numerycznie warto�� charakterystyki widmowej, zestawiona 

w tabeli 1. 

 
Tablica 1. Zestawienie wyników pomiarowych 

 

Pomiar nr φe (mW) φf (lm) 
φ1 252,193 6,441 

φ2 252,240 6,390 

φ3 252,472 6,437 

φ4 252,071 6,414 

φ5 252,149 6,410 

 

gdzie: φN – warto�� N-tego pomiaru w serii. 

 
 

Rys. 3. Bezwzgl�dny rozkład g�sto�ci mocy optycznej LED-a 
 

Warto�ci wyników ró�ni� si� nieznacznie, lecz 

zaobserwowana rozbie�no�� pomiarów wynika 

z wpływu czynników losowych uczestnicz�cych w procesie 

pomiarowym (tj. szum matrycy CCD, niestabilno�� pr�du 

zasilaj�cego, temperatura otoczenia, niestabilna odległo�� 
geometryczna L). 

3. WYZNACZENIE NIEPEWNO�CI POMIARU 

 
Oszacowanie niepewno�ci standardowej pomiaru 

metod� typu A przeprowadzono na podstawie oblicze� 
�redniej warto�ci mocy z pi�ciu pomiarów (wzór 3) oraz 

warto�ci odchylenia standardowego eksperymentalnego, 

wykorzystuj�c zale�no�� (4).  
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Bł�d graniczny pomiaru, z wykorzystaniem modułu 

przetwarzania cyfrowego, zdeterminowany jest 

niedokładno�ci� reprezentacji sygnału analogowego dla 

sko�czonej elementarnej rozdzielczo�ci dyskretnej. Warto�� 
maksymalna g�sto�ci spektralnej niesionego sygnału 

pomiarowego nie mo�e przekracza� progu nasycenia Gz(λ).  

 

 
Rys. 4. Warto�ci progu nasycenia detektora dla całego zakresu 

przyrz�du pomiarowego 
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Wielko�ci pomiarowe rozkładu mocy promienistej 

musz� bezwzgl�dnie znajdowa� si� poni�ej krzywej 

nasycenia detektora (rys.4). 

Bł�d wynikaj�cy ze wskaza� przyrz�du jest wg 

producenta spektro-radiometru StellarNet.Inc to�samy z 

bł�dem kwantyzacji sygnału przez wbudowany w urz�dzenie 

zintegrowany przetwornik analogowo-cyfrowy. Tym samym 

spodziewany bł�d graniczny ∆gr(λ) pomiaru dla badanego 

�ródła monochromatycznego w przypadku dyskretnej 

długo�ci fali pomiarowej obliczono z zale�no�ci (5). 
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Warto�� graniczna tego bł�du wynika z cyfrowego 

procesu przetwarzania sygnału poprzez przetwornik A/C 

(o rozdzielczo�ci 16 bitów) oraz wzgl�dnej czuło�ci 

detektora krzemowego matrycy CCD. Warto�� ta zale�na 

jest równie� od długo�ci fali, poniewa� zakres pomiarowy 

Gz(λ) matrycy �wiatłoczułej zmienia si� wraz z obszarem 

mierzonego spektrum promieniowania (rys.5). Wówczas 

najkorzystniejsze pasmo pracy przyrz�du pomiarowego, 

bior�c pod uwag� dokładno��, przypada dla λ = 500 nm. 

W wyniku nieliniowo�ci widmowej czujnika, poprzez 

zwi�kszenie przedziału obserwacji, powieleniu ulega 

równie� bł�d graniczny, szczególnie niekorzystny dla fal 

z bliskiej podczerwieni (800 nm) oraz barwy niebieskiej. 

 

 
 

Rys. 5. Warto�� bł�du granicznego w zale�no�ci od długo�ci fali 

promieniowania monochromatycznego 
 

Podczas pomiaru wyst�puje szum biały matrycy CCD 

(rys.6), poniewa� znajduje si� ona w temperaturze wy�szej 

od zera bezwzgl�dnego [4,5]. Przyj�to rozkład jednostajny 

warto�ci tego szumu, które zmieniaj� si� dynamicznie dla 

ka�dej chwili czasu i wpływaj� na dokładno�� pojedynczego 

wyniku pomiaru. 

 

 
Rys. 6. Graficzna reprezentacja szumu matrycy CCD 

 

W przypadku emitera półprzewodnikowego (�ródło 

quasi-monochromatyczne), którego widmo emisji le�y 

w szerokim spektrum z przedziału (�1 – �2), jako 

oszacowanie bł�du granicznego przyj�to sum� algebraiczn� 
wszystkich elementarnych warto�ci bł�dów dyskretnych 

le��cych w całym pa�mie promieniowania badanego �ródła 

�wiatła, tj. 410 nm – 500 nm (wzór 6). 
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Warto�� standardowej niepewno�ci typu B została 

obliczona korzystaj�c z zale�no�ci (7). Niepewno�� 
standardowa całkowita jest zło�eniem niepewno�ci typu A 

i niepewno�ci typu B (8). 
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Tablica 2. Zestawienie obliczonej warto�ci �redniej i warto�ci 

niepewno�ci  pomiarowych 
 

Obliczenia  (mW) 
�rednia z serii pomiarów  252,2250 
niepewno�� stand. typu A 0,0677 
niepewno�� stand. typu B 0,0242 
niepewno�� stand. całkowita 0,0719 

0,1997 niepewno�� rozszerzona 
(kp = 2,7765 � 2,8 i p = 95%) σ � 0,1 

 

Wykorzystuj�c procedur� testowania hipotez 

statystycznych t-Studenta oszacowano (± 2σ)  przedział 

niepewno�ci rozszerzonej analizowanej serii pomiarów na 

poziomie ufno�ci p = 95% (tabela 2) [1]. W przypadku 

zło�enia rozkładu t-Studenta z rozkładem jednostajnym 

(wzór 7 oraz wzór 8) otrzymuje si� rozkład tzw. płasko-

normalny, dla którego opisywana metoda wyznaczenia 

współczynnika rozszerzenia jest nieuzasadniona. Z uwagi na 

prawie trzykrotn� ró�nic� pomi�dzy warto�ciami 

niepewno�ci typu B i typu A, przyj�to arbitralnie kp = 2,8 

według tablic t-Studenta dla (N-1) stopni swobody. 

Ostatecznie wynik pomiaru zapisano nast�puj�co (9). 
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4. SILNIK MATEMATYCZNY DO GENEROWANIA  
    LOSOWYCH WARTO�CI WYNIKÓW  
 

Algorytm matematyczny generuje losowo warto�ci 

wyników pomiarowych na podstawie znajomo�ci rozkładów 

prawdopodobie�stwa oraz szeroko�ci przedziałów 

niepewno�ci standardowych, zachowuj�c zadan� g�sto�� 
prawdopodobie�stwa poszczególnych prób. 

Nieznany wynik dokładny le�y w w�skim przedziale, 

okre�lonym poprzez zło�enie rozkładu normalnego (rozrzut 

wyników serii pomiarów) oraz rozkładu jednostajnego 

(bł�du granicznego przyrz�du pomiarowego).  

W celu losowego wygenerowania wyników du�ej serii 

pomiarów, utworzono macierz M o 265 kolumnach oraz n 

wierszach  (n – zało�ona liczba pomiarów generowanych 

numerycznie) (wzór 10). Poszczególne składowe elementy 

macierzy x przyjmowały losowe warto�ci w okre�lonym 

przedziale o jednostajnym rozkładzie prawdopodobie�stwa. 

Utworzone zostały one poprzez dost�pn� funkcj� rnd( )  

w �rodowisku matematycznym Mathcad.  
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Suma warto�ci wszystkich elementów dowolnego 

wiersza  macierzy M przyjmuje warto�ci z przedziału od 0 

do 256, jednak rozkład prawdopodobie�stwa warto�ci tych 

sum b�dzie ju� rozkładem zbli�onym do rozkładu 

normalnego (przy liczbie wierszy n > 10). Im wi�ksza liczba 

wierszy macierzy M, tym funkcja rozkładu 

prawdopodobie�stwa warto�ci wspomnianych sum silniej 

aproksymuje si� do idealnego rozkładu normalnego. 

Zało�on� dokładno�� odwzorowania (warto�� 256 próbek 

elementarnych) mo�na zwi�kszy�, jednak przekłada si� to 

znacz�co na czas trwania realizacji algorytmu 

numerycznego. Dokonano losowego generowania wyników 

pomiarowych w pobli�u znanej �redniej
(K)

 wraz z zało�onym 

odchyleniem � = 0,1. Wynikowy model charakteryzował si� 
zło�eniem członu rozkładu normalnego

(H)
 i jednostajnego

(J)
 

wyra�onych w równaniu poprzez sum� algebraiczn� (11). 

 

[ ]

� [ ]
��� ���� ����� ���� ��

J

Bn

K

e

H

=i

in,

e ux++
,

�x

=(n) �
�

�
�
�

�
−

⋅
�
�

�

�

�
�

�

�
−
�
�

�

�

�
�

�

�
�

2

1
32

5454

128

,1

256

1
φφ  (11) 

 

Wyniki w postaci graficznej przedstawiono na 

rysunku 7. Okre�lenie przedziału niepewno�ci dla zadanego 

poziomu ufno�ci p = 95% sprowadza si� do posortowania 

cz�sto�ci powtarzalno�ci liczb w kolejno�ci rosn�cej 

(histogram). Ograniczono dwustronnie rozkład funkcji 

g�sto�ci prawdopodobie�stwa zakresem wyznaczonym przez 

kwantyle rz�du α i α + p (5% poziom istotno�ci). Nast�pnie 

obliczono warto�� przedziału rozszerzenia, którego granice 

wynosz� (elow = 252,02 mW, ehigh = 252,43 mW), co stanowi 

ekwiwalentny obszar niepewno�ci pomiarowej. 

 

 
Rys. 7. Histogram wyników wygenerowanych numerycznie 

Porównanie metody Monte Carlo dla n = 10 000 

w oszacowaniu przedziału niepewno�ci wzgl�dem rozkładu 

t-Studenta dla N = 5 pomiarów przedstawia ilustracja (rys.8). 

 

 
Rys. 8. Zakresy przedziału niepewno�ci obu metod obliczeniowych 
 

5. WNIOSKI KO�COWE 
 

Metoda Monte Carlo [7] znajduje zastosowanie do 

wyznaczania wyniku pomiaru oraz warto�ci przedziału 

niepewno�ci na podstawie propagacji rozkładów wielko�ci 

wej�ciowych poprzez matematyczny model pomiaru 

wielko�ci mierzonej. 

W opisanym przypadku zastosowano generator liczb 

losowych zaimplementowany w programie Mathcad. 

Przedstawiono uzyskany wynik w postaci histogramu 

wzgl�dem g�sto�ci prawdopodobie�stwa wygenerowanych 

sztucznie serii danych pomiarowych. 

Niestety, analizowana struktura matematyczna nie 

pozwala na zwi�kszenie liczby warto�ci pomiarów. Jednak 

wykorzystana metoda Monte Carlo umo�liwia badanie 

zachowania modelu do�wiadczalnego, a tym samym w 

przybli�eniu i samego pomiaru. Uwzgl�dniaj�c równie� 
permanentn� obecno�� oddziaływa� przypadkowych 

scharakteryzowanych przez �ci�le okre�lone rozkłady 

prawdopodobie�stwa zmiennych wej�ciowych. 
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UTILIZATION OF MONTE CARLO METHOD FOR DETERMINING THE UNCERTAINTY  
OF SEMI-CONDUCTOR EMITTER’S OPTICAL POWER MEASUREMENT 

 

Monte Carlo method, as the statistic device is widely used even in complex engineering problems and metrology,  

the algorithms used to evaluate these technical issues base on set of pseudorandom numbers. This paper contains of the way 

to use Monte Carlo method to generate any number of measurements. Basing on small series of optical power measurements  

(3-30) in the optical light system, the GUM (Guide Uncertainty Measurement) analysis was performed to estimate extended 

uncertainty range. Calculated parameter, connected with the final measurement result, specifying measurements scatter is 

boundary value for procedure initialization in mathematical engine. The method’s usefulness is especially noticeable in case 

of artificial widening measurements number, which preserve their characteristic normal distribution  (the Gauss distribution) 

in the continuous probability distribution. 
 

Keywords: Monte Carlo method, measurement uncertainty, normal distribution, measurements generation. 


