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Streszczenie: W artykule zostata zaprezentowana koncepcja specjalnych elementéw skonczonych stuzacych do analizy
konstrukcji zawierajacych obszary o zmiennej sztywnosci. Elementy te okreslane sg jako wielopolowe, a w referacie
przedstawiono ich implementacj¢ w postaci najprostszych elementdw jednowymiarowych. Zastosowanie specjalnych
elementéw wielopolowych przyczynia si¢ do zmniejszenia liczby niewiadomych, a tym samym przyspieszenia czasu
obliczen w pordéwnaniu do standardowego rozwigzania MES. Podstawowym zalozeniem koncepcji elementéw
wielopolowych jest mozliwo$¢ opisania fragmentow konstrukcji o réznigcych si¢ parametrach geometrycznych lub
materialowych jednym elementem. Macierz sztywnosci takiego elementu wyznaczana jest w sposob jawny poprzez
sumowanie macierzy sztywnosci skladowych podobszaréw wchodzacych w sktad elementu skonczonego. Obszar
elementu skonczonego jest wigc dzielony na poszczegdlne podobszary, ktdére moga posiada¢ rédzne parametry
geometryczno-sztywnosciowe. W celu potwierdzenia poprawnosci przyje¢tych zatozen wykonano analizy poréwnawcze
oraz wskazano potencjalny obszar zastosowan jednowymiarowych elementéw specjalnych w analizie osiadania podtoza

gruntowego.

Stowa kluczowe: MES, elementy wielopolowe, catkowanie w podprzestrzeniach.

1. Wprowadzenie

W praktyce modelowania konstrukcji Metoda Elementéw
Skonczonych MES (Bathe, 1996; Zienkiewicz i in., 2005)
niejednokrotnie  zachodzi konieczno$¢ definiowania
obszarbw o znacznie roOznigcej si¢ charakterystyce
sztywnosciowe] (roznice w parametrach materiatowych
lub wymiarowych). Standardowo rézniagce sie podobszary
sa wydzielane 1 opisywane oddzielnie odpowiednimi
elementami skonczonymi. Takie podej$cie mimo, ze jest
naturalne dla MES, czesto moze by¢ jednak obliczeniowo
kosztowne (duza liczba elementdw skonczonych),
szczegoblnie dla materialow o duzej niejednorodnosci.

Dlatego  stwierdzono, ze w  uzasadnionych
przypadkach  obliczeniowych bardziej efektywnym
rozwigzaniem moze by¢ zastosowanie elementow
skonczonych, ktére moga opisywaé roznigce si¢ pod-
obszary analizowanego continuum. Opisywany problem
przedstawiono na rysunku 1, gdzie pomiedzy pod-
obszarami E; i E; zastosowano standardowa dla MES-u
dyskretyzacje, natomiast pomiedzy podobszarami E; i E3
zastosowano elementy wielopolowe obejmujace rdéznigce
si¢ podobszary.

STRUKTURA WIELOOBSZAROWA

PODZIAL
STANDARDOWY,

> ELEMENTY
WIELOPOLOWE

Rys. 1. Ilustracja koncepcji elementow wielopolowych

Koncepcja elementdow  wielopolowych  zaklada,
ze obszar konstrukcji o réznych parametrach
sztywnosciowo-geometrycznych opisuje si¢ pojedynczym
elementem. W zwigzku z tym, elementy te moga by¢
przydatne w analizach wymagajacych zamodelowania
konstrukcji wykonanych z materialow niejednorodnych,
gabczastych,  spienionych  czy  przewarstwionych,
materiatow z inkluzjami, domieszkami lub
z uszkodzeniami wewngtrznymi, a takze materialow
perforowanych, itp. Szczegélnie dotyczy to modeli
trojwymiarowych 3D, gdzie standardowe podejscie
prowadzi do duzej liczby elementow skonczonych.
Elementy wielopolowe pomagaja wielokrotnie zmniejszy¢
liczb¢ niewiadomych, bez znaczacej utraty doktadnosci
rozwigzania.

* Autor odpowiedzialny za korespondencje. E-mail: m.mackiewicz@pb.edu.pl
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Ponadto  zastosowanie  specjalnych  elementow
wielopolowych moze by¢ przydatne w obliczeniach
konstrukcji wymagajacych uwzglednienia losowosci
(przypadkowosci) w  zakresie lokalizacji  miejsc
potencjalnego uszkodzenia, ostabienia, wzmocnienia
czy inkluzji, jak rowniez zakresu lub rodzaju tych zmian.
W takich przypadkach czesto uzywa si¢ kosztownych
obliczeniowo  procedur  ponownego  modelowania
(rearanzacji) siatki podziatu. Elementy wielopolowe moga
skutecznie eliminowac¢ taka potrzebe.

2. Podstawy teoretyczne — jednowymiarowy element
wielopolowy

Koncepcja i podstawowe zatozenia metody elementow
wielopolowych zostang zaprezentowane oraz
zweryfikowane na przykladzie elementu prgtowego.
Dla poréwnania standardowe wyprowadzenie macierzy
sztywnosci pojedynczego elementu jednowymiarowego
mozna znalez¢ w pracy Lodygowski i Kakol (1991).

Ilustracje  koncepcji  elementéw  wielopolowych
w odniesieniu do elementéw jednowymiarowych stanowi
rysunek 2, na ktérym pokazano pret o weztach i-j
sktadajacy si¢ z trzech pol skltadowych Ki, K Ka.
Wyznaczenie macierzy sztywnosci elementu skonczonego
Ke wykonuje si¢ poprzez catkowanie w podprzedziatach
(podobszarach), a nastgpnic sumowanie cz¢$ciowych
macierzy sztywnosci z kazdego podobszaru, co wyrazone
jest wzorem:

Ke=K;+Ky +K3+...=
Tty T, ks ok (D
= TR+ T KA+ [ K@)+ = TS

& &2 &3 k=1

a) Rozwigzanie standardowe

Standardowo przyjmuje si¢, ze funkcje ksztaltu nie
ulegaja zmianie, czyli pozostaja liniowe (rys. 2a). Jest
to jednak uzasadnione tylko przy malych réznicach
sztywnosci w poszczegdlnych podobszarach elementu
skonczonego, gdyz wplyw zmiany pola przemieszczen
na rozwigzanie jest niewielki. Przy duzych rdéznicach
natomiast takie podejscie prowadzi do duzych bledow
obliczeniowych i modyfikacja pola przemieszczen
i odksztalcen wewnatrz elementu skonczonego jest
niezbedna (Mackiewicz, 2012). Modyfikacj¢ pola
przemieszczen wedhug koncepcji elementow
wielopolowych przeprowadza si¢ poprzez zastosowanie
tzw. funkcji tamanej, okreslonej przez parametry m;j, Misy,
..., My rozumiane jako warto$ci funkcji ksztaltu N;
na granicach poszczegélnych pdl sktadowych elementu
wielopolowego (rys. 2b).

Macierz sztywno$ci pretowego elementu
wielopolowego jest wyznaczana w jawnej postaci,
co zwicksza efektywno$¢ obliczeniowa w stosunku
do calkowania numerycznego. Wyrazenie (1) ilustruje
fakt, ze macierz elementu wielopolowego jest sumg
macierzy skladowych. Optymalnym rozwigzaniem jest
wigc Wwyznaczenie macierzy sztywnos$ci podobszaru
W postaci sparametryzowanej, mozliwej do powtorzenia
i zastosowania we wszystkich podobszarach elementu.
Uzyskuje si¢ to poprzez przyjecie ogoélnych granic
catkowania w postaci od & do &+ oraz wartosei funkcji
ksztattu na poczatku i koncu podobszaru, odpowiednio
m; i mi+1 (rys. 2b).

Macierz sztywnos$ci pojedynczego pola skladowego
(podobszaru) K& wyznaczana jest z nastepujacego
réwnania:

K& = {BET.DE -BY -dv, )
Vk

gdzie: De¢ jest macierzag materialowa podobszaru,
Dek = [Ex], @ Be* jest macierza odksztatcen podobszaru K,

b) Jednowymiarowy element
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Rys. 2. Element prgtowy o zmiennych parametrach sztywno$ciowo-geometrycznych



:F (mi+1—mi) _E(mi+1—mi)}
L (Si+1—4i) L (Gis1—3i)
gdzie: L jest macierzg operatoréw rozniczkowych, a Nek

jest macierzg funkcji ksztattu wyrazong w uogdlnionych
wspotrzednych bezwymiarowych &,

b i
Mig —N-k 4
{fwl Z (5 §I)+ml’ i }, 4

fe(-1+41), & :%x

Po podstawieniu i wykonaniu przeksztatcen,
z roéwnania (2) jest uzyskiwana macierz sztywnosci
pojedynczego pola sktadowego (podobszaru). Ostateczna
postaé  macierzy sztywnosci  pojedynczego  pola
sktadowego Ke¢ wyznaczona dla ¢ e <-1,1> zapisana
z uzyciem parametrow: &, &i+1, Mi | Mi+1 jest nastepujaca:

2(EA )y (mjyq —m;)? 2(EA )y (mj,q —m;)?

KK _ L (Gia—4) L Gin—4)
) C2ABA) (miyg—m)® 2(BA) (i —my)? | ®)
L Gin—d) L Gia—d)

k=12...,n

gdzie: Ax jest polem przekroju poprzecznego podobszaru
k, a L jest dlugo$cia catego elementu.

Wartosci wspotczynnikéw tamanych funkcji ksztaltu
mi, (rys. 2b) dopasowujacych rozktad pola odksztalcen
wewnatrz elementu wielopolowego do zmian sztywnosci,
wyprowadzono przy zatozeniu, ze podobszary tworza
uktad szeregowo polaczonych sprezyn (rys. 3)
o sztywnosciach Kk, k = 1, 2, ..., n (n jest liczbg pol

sktadowych).
i=1 i=2 i=3 i=4 i=n
m=1 m,

Rys. 3. Geometryczna interpretacja wyznaczania warto$ci
famane;j linii funkcji ksztattu

Wartosci wspotczynnikow lamanych funkeji ksztaltu
mi, wyznacza si¢ wedtug nastepujacego wzoru:

mi=

(6)

1| =
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gdzie k jest sztywno$cig wypadkows catego zespolu
sprezyn opisang wzorem:

x|
Il
I

()

gdzie k jest sztywno$cia wypadkowa czesci uktadu
sprezyn do punktu, w ktérym obliczana jest warto$¢ m;;
warto$¢ K wyznaczana jest ze wzoru:

K== ®)

n o1 n
Z*k X E A
k=iKe k=

3. Wiyniki analizy przykladowych zastosowan
wielopolowych elementéw skonczonych

3.1 Pret rozciggany z czterema obszarami o
zréznicowanej sztywnosci

W  przyktadzie obliczeniowym wyznaczono przemie-
szczenie rozciaganego fragmentu konstrukcji zaprezento-
wanego na rysunku 4. Przeprowadzono obliczenia bez
modyfikacji pola przemieszczen (liniowe funkcje ksztattu)
oraz z zastosowaniem tamanych funkcji ksztattu. Jako
rozwigzanie oczekiwane (referencyjne) przyjeto wynik
z obliczen MES przeprowadzonych przy standardowym
podziale rozcigganego fragmentu konstrukcji
na 4 oddzielne elementy skonczone o statych
sztywnosciach EjA;.

E1A1 ExA» EsAs; E4A4

D Y%

P=1000 kN &Z P=1000 kN

, 20m ,15m , 20m ,10m A
7 7 7 7 7
m1=1 m
|2 Ms m
4 _
: : —Ms=0
L L L L L
7 7 7 7 7
&=-1 & & & &=-1

Numer pola sktadowego

© & 6 O

Rys. 4. Rozciggany pojedynczy element skonczony o zmiennej
sztywnosci

Do obliczen przyjeto, ze modul Younga jest staty
we wszystkich podobszarach i wynosi E = 30 GPa =
3000 kN/cm?. Pole przekroju poprzecznego elementu
jest zmienne i w poszczegdlnych podobszarach wynosi
odpowiednio: A; = 100 cm?, Az = 50 cm?, Az = 80 cm?
i As= 40 cm?. Dlugosci podobszarow wedtug rysunku 4.

Wartosci wspotczynnikow tamanych funkcji ksztattu
(m1 do my) wyznaczono wedlug wzorow (6), (7) i (8).
W nawiasach podano wartosci funkcji ksztaltu przy
rozktadzie liniowym.
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m; = 1,00 — poczatek funkcji ksztattu,

k 300 4 — 9
- My =—=—=——=—=080 (bez modyfikacji m, =—),
27k, 35 5 ( yilkac]i mp =13
k 300 1 - 6
- Mm3=—=——===0,50 (bez modyfikacji my =—),
3"k 600 2 ( yhikacji ms =72
k 30 1 I 2
- mp=—=—-=-=0,25 (bez modyfikacji m, =—),
* Tk, 1200 4 ( yhikacil ms =73)
ms = 0,0 — koniec funkcji ksztattu,
gdzie:
i : 1,1 .1 1
K 1 2 3 4
k:lKle( Ke Ke Ke Ke
1
= 1 N 1 N 1 ) 1 =300 kN/cm
3000 kN/cm? -100cm? 3000 kN/cm? -50cm? 3000 kN/cm? -80cm? 3000 kN/cm? - 40cm?
200cm 150cm 200cm 100cm
- 1 1 1
kz_i 1 _i+i+i 1 . 1 ) 1 =375kN/cm
SokE K2 K3 Kk 3000kN/em?-50cm? 3000 kN/cm? -80cm? 3000 kN/cm? - 40cm?
150cm 200cm 100cm
- 1 1 1
k3_§: 1T 1 T N T =600 kN/cm
SskE K3 Kg 3000 kN/em?-80cm® 3000 kN/cm? - 40cm?
200cm 100cm
= 1 1 1
kg = i 1 _I_ 1 =1200 kN/cm
SaKkK KE 3000 kN/cm? - 40cm?
100cm
Tab. 1. Wartosci parametréw dla poszczegdlnych pol sktadowych
1 2 3 4
E = 3000 kN/cm? E = 3000 kN/cm? E = 3000 kN/cm? E = 3000 kN/cm?
A1 =100 cm? Az =50 cm? Az =80 cm? As =40 cm?
&=-1,0 & =-5/13 &=+1/13 &y =+9/13
& =-5/13 &3=+1/13 &, =+9/13 &=+1.0
Wartosci funkcji ksztattu mi z modyfikacja pola odksztalcen — tamane funkcje ksztaltu
m1 = 1,00 mz = 4/5 mz =1/2 ms = 1/4
mz = 4/5 ms =1/2 ms = 1/4 ms = 0,00
Wartosci funkcji ksztattu mi bez modyfikacji pola odksztatcen — liniowe funkcje ksztaltu
m1 = 1,00 mz = 9/13 ms = 6/13 m4 = 2/13
mz = 9/13 m3 = 6/13 mg = 2/13 ms = 0,00

Tab. 2. Poréwnanie wartosci przemieszczen rozcigganego elementu pokazanego na rysunku 4

Warto$¢ przemieszczenia [cm|  Liczba zastosowanych elementow

Metoda rozwigzania

Rozwiazanie doktadne MES 3,3333 4
Elementy wielopolowe z modyfikacja pola odksztatcen 3,3333 1
Elementy wielopolowe bez modyfikacji pola odksztatcen 2,9649 1
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Wartosci przyjetych zatozen i wyznaczone warto$ci
wspotczynnikow dla poszczegdlnych pol sktadowych
zestawiono w tabeli 1. Natomiast w tabel 2
zaprezentowano otrzymane wyniki przemieszczen dla
rozciagganego fragmentu konstrukcji.

3.2 Obliczenie wartosci osiadania uwarstwionego
podtoza gruntowego

Metoda jednowymiarowych specjalnych elementow
skofczonych zostata zaimplementowana w obliczeniach
osiadania podtoza gruntowego (Chyzy i Mackiewicz,
2013a, 2013b). Dotyczy to przede wszystkim obliczen
zwigzanych z  podlozem  uwarstwionym, gdzie
poszczegdlne warstwy roéznig si¢ od siebie migzszoscia
i sztywnos$cig. Jednym z przykladow moze by¢ analiza
podioza warstwowego zalegajacego pod budynkiem, dla
ktérego obliczono wartosci osiadan. Przyjeto do obliczen
law¢ fundamentowa o wymiarach 11,6x0,5x1,0 m
oraz oparta na niej S$cian¢ zelbetowa o wymiarach
9,6x14x0,15 m (rys. 5). Warto$¢ obcigzenia q stanowi
obcigzenie  stropdw  poszczegdlnych  kondygnacji,
z uwzglednieniem ci¢zaru wlasnego S$ciany i lawy
fundamentowe;j.

14,0m
°0,5m
[
2,0m
-~
Piasek drobny Eo'= 70000kPa [ 2,0m
Grunt organiczny  E¢°= 30000kPa 1 2.0m
Zwir Eo’= 120000kPa ﬁm
on e 10
— 1

Rys. 5. Model obliczeniowy osiadania gruntu

W wariancie [ obliczen przyjeto model podtoza
sprezystego wedhug hipotezy Winklera (Witun, 2005)
w odniesieniu do podiloza warstwowego. Zatozono,
7ze  osiadanie  podtoza s  jest  proporcjonalne
do dziatajacego obciazenia q, wedtug zaleznosci:

q
S=— 9

kz ©
gdzie: g jest obcigzeniem, a k; wspotczynnikiem
podatnosci.

Warto§¢  wspélczynnika  podatno$ci  k,  gruntu

Tadeusz CHYZY, Monika MACKIEWICZ

jednorodnego do glebokosci z wyznaczana jest wedlug
wzoru:

E
k, = 0 (10)
’ wBE—vzj

Wspotczynnik k; w przypadku podtoza warstwowego
jest suma wspotczynnikow podatnosci poszczegdlnych
warstw gruntu kzi. W odniesieniu do pojedynczej warstwy
1 wspolezynnik ten wyznacza si¢ z zalezno$ci:

. £l
k! = 0.
* " AwBlL-v2)

gdzie: Eo jest modutem odksztatcenia gruntu, Eo' jest
modutem odksztatcenia poszczegdlnych warstw gruntu,
B jest szeroko$cig obcigzonego obszaru, v jest
wspolczynnikiem  bocznej  rozszerzalnoSci  gruntu,
a Awi (wi) jest wspoOlczynnikiem wplywu, zaleznym
od ksztaltu obcigzonego obszaru  (fundamentu),
dobieranym z tablic i nomograméw (Witun, 2005).

Wyznaczona warto$¢ osiadania podtoza
uwarstwionego pod tawa fundamentows jest sumg osiadan
wszystkich 3 warstw:

=q-Awl'B'(1—V2)
Eqt
 189,19kN/m? 086 -10m-{1—03?)
- 70000 kPa

Awj = wj —wj_y. (11)

1

=2115-103m

q-Awy B-f1-v?)
Sy = 5
Eo
' 189,19kN/m? -0,337 -10m- {1 0,3?)
- 30000 kPa

-1934-103m

_q-Aey-B-fi-v?)
Eo®

. 189.19kN/m?.0,259 -10m-{1-0,3?)

- 120000 kPa

S3

=3,716 .10 *m

—osiadanie s = s; + Sz + 53 = 0,00442 m = 4,42 mm.

W wariancie 1l natomiast wykonano obliczenia
z zastosowaniem opracowanych jednowymiarowych
wielopolowych elementow skonczonych wykorzystanych
w autorskim systemie analizy konstrukcji ORCAN
(http://kmb.pb.edu.pl/dydaktyka/tchyzy/orcan.html)
(Chyzy i in., 2014). Aby wyznaczy¢ warto$¢ osiadania
nalezy zastosowa¢ zastgpczy modul sprezystosci E;i
poszczegolnych warstw dostosowany do modelu Winklera
wedhug wzoru:

E} =izfj); Awy = o — o4 (12)
AwBll-v

gdzie: h; jest grubo$cia (migzszoscig) poszczegodlnych
warstw, za$§ pozostale oznaczenia jak we wzorach (10)
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i (11).
Obliczone warto$ci zastgpczego modulu sprezystosci
oraz sumaryczna warto$¢ osiadania sg nastepujace:

1
el__ Eo-h
Z 2
Awy-B-1-v

_ _ 70000 kPa-2m ):178890 88kPa

~ 0,86-1m-[1-0,32

__ E’hy
- Aw, -B- V2
_ 30000 kPa-2m
0337 -1m-{1-0,3%)

E,>

=195650 ,05kPa

B’ hy

3
E, 5

Amy-B-ll-v
120000 kPa- 2m

" 0,259 1m-f1-03?)

=1018286 ,73kPa

— osiadanie s = 0,00442 m = 4,42 mm.

4. Podsumowanie

Na podstawie uzyskanych wynikdw mozna stwierdzic,
iz zastosowanie  specjalnych  jednowymiarowych
elementow skonczonych w  obliczeniach ukladéw
konstrukcyjnych o zmiennych parametrach sztywno-
sciowo-geometrycznych pozwala uzyska¢ wyniki, ktore
sa zgodne z rozwigzaniem oczekiwanym. W pierwszym
przedstawionym przyktadzie jako rozwiazanie oczekiwane
przyjeto rozwigzanie wedhig standardowego podziatu
MES na 4 oddzielne elementy o rdznej sztywnoSci.
Wyniki zaprezentowane w tabeli 2 potwierdzaja fakt,
ze stosowanie elementow calkowanych w podobszarach
bez modyfikacji pola odksztalcen wewnatrz elementu
prowadzi do blednych wynikéw. Natomiast dopasowanie
pola odksztatcen poprzez zastosowanie tamanych funkcji
ksztaltu umozliwia uzyskanie rozwigzania oczekiwanego
przy jednoczesnym zastosowaniu mniejszej liczby
elementow skonczonych.

W drugim przykladzie jako rozwiazanie oczekiwane
przyjeto wyniki osiadania obliczone wedlug modelu
Winklera. Uzyskana  warto§¢ osiadania  podioza
gruntowego z  zastosowaniem  jednowymiarowych
elementow wielopolowych jest z nim zgodna. Model
Winklera zostal uznany jako najbardziej zblizony
do  jednowymiarowego elementu  wielopolowego,
stanowiacego sprezyne o skokowo zmiennej sztywnosci
i dopasowujacym si¢ polu odksztalcen wewnatrz tego
elementu. Ocena przydatno$ci praktycznej modelu
Winklera oraz ograniczenia jego stosowania nie byly
przedmiotem tego artykulu. Zaprezentowane wyniki
osiadania podloza warstwowego potwierdzaja mozliwos¢
wyznaczania warto$ci osiadania podloza gruntowego
z zastosowaniem jednowymiarowych elementow wielo-

polowych.
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CONCEPTION AND APPLICATION OF SPECIAL ONE-
DIMENSIONAL FINITE ELEMENTS

Abstract: The conception of special finite elements for analysis
of structures with variable stiffness areas is presented
in the paper. The elements are called as a multi-area elements
and their implementation in form of simple one-dimensional
elements is presented. The application of these special elements
helps to reduce the number of finite elements (unknowns)
and thereby to reduce the computational calculation time,
compared with standard FEM solution. The conception is based
on the assumption that area of the structure with different
stiffness and geometrical parameters described by a single
element. The stiffnress matrix for multi-area element
is determined in explicit form by the summation of the stiffness
matrices of component sub-areas included in the finite element.
Therefore the area of the finite element is divided into
rectangular sub-areas with various geometric and stiffness
parameters. In order to confirm the accuracy of the presented
conception assumptions, comparative analysis was made and
potential area of application for one-dimensional special
elements were indicated.

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy numer
MB/WBilS/6/2014 i sfinansowane ze s$rodkéw na nauke
MNiSW.



