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Streszczenie. W artykule poddano analizie mozliwosci wykorzystania
dominacji ze wzgledu na ryzyko do porzadkowania wariantow decyzyjnych
w dwu-kryterialnym problemie decyzyjnym przy nieporownywalnosci kryteriow.
Punktem wyjscia do rozwazan jest budowa modelu problemu w postaci gry.
Wykazano, ze relacja dominacji ze wzgledu na ryzyko jest przechodnia i przeciw-
zwrotna oraz moze by¢ wykorzystana do rozwigzywania probleméw w obszarze
problematyki porzadkowania.
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THE POSSIBILITY OF USING RISK DOMINANCE TO ORDER
VARIANTS IN BICRITERIA DECISION MAKING PROBLEM WITH
INCOMPARABLE CRITERIA

Summary. The study analyzes the possibility of using risk dominance to order
decision variants in the bicriteria decision making problem with incomparable
criteria. The start point of considering is the presentation of the multicriteria
decision problem as a game. The final conclusion is that the risk dominance is
transitive and irreflexive. Therefore the relation can be used in ordering decision
variants.
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1. Wprowadzenie

Zagadnienia wielokryterialne odnosza si¢ do sytuacji, w ktorych rozpatruje si¢ warianty
decyzyjne pod katem przynajmniej dwoéch kryteriow. Wspomaganie podejmowania
wielokryterialnych decyzji skupia si¢ w ramach nastepujacych problematyk [9]: opisu,
wyboru, sortowania i porzgdkowania. Problematyka porzadkowania polega na postawieniu
problemu w kategoriach porzadkowania wszystkich lub niektéorych wariantéw ze zbioru
dopuszczalnych wariantow decyzyjnych.

Zagadnienia wielokryterialne jako gra byly formutowane jako dwuosobowa gra o sumie
zerowej [6] oraz w metodach dla zagadnien bez informacji o preferencjach, przedstawionych
w pracy Hwanga i Yoona [5] w postaci gry z natura. Analiza wielokryterialnego problemu
decyzyjnego jako wieloosobowej gry niekooperacyjnej 0 sumie niezerowej zostata opisana
w pracy [7] oraz wczesniej w pracach [11, 12]. Punktem wyjscia do budowy modelu
W postaci wieloosobowej gry jest identyfikacja zwigzkow miedzy elementami zagadnienia
wielokryterialnego a gra.

Ogolnie rzecz ujmujgc, z graczem osobowym utozsamiany jest decydent rozpatrujacy
problem z punktu widzenia jednego kryterium (gracz-kryterium), a pojedynczg strategia tego
gracza bedzie wybor wariantu decyzyjnego (strategia-wariant). Wyptata (wygrang) gracza
bedzie wtedy ocena wariantu decyzyjnego wzgledem danego kryterium. Gra jest wigc
pewnym abstraktem 1 rozgrywana jest ,,w umysle” decydenta. Istota problemu (w sensie
wyboru jednego wariantu) jest wybor przez wszystkich graczy strategii zwigzanej z tym
samym wariantem decyzyjnym. Do pelnego okreslenia gry niezbedne jest rowniez
zdefiniowanie wyptat, w sytuacji gdy gracze-kryteria wybiorg strategic odpowiadajace
réznym wariantom decyzyjnym, przy uwzglednieniu konsekwencji takiego postgpowania
[10]. Analiza tak zdefiniowanej gry moze uwzglednia¢ kooperacje miedzy graczami; wtedy
kluczowym elementem jest ustalenie wymienialno$ci wyptat graczy (trade-off), lub moze
dotyczy¢ sytuacji, w ktorych wystepuje brak kooperacji (brak poréwnywalnosci ocen
wariantow wzgledem kryteriow). Podejscie dotyczace pierwszego przypadku jest zwigzane
z agregacja ocen 1 wymaga dodatkowych informacji, zwigzanych =z ustaleniem
wymienialno$ci wyptat lub budowy funkcji charakterystycznej gry — zagadnienie to zostato
poruszone w pracy [12]. Nalezy przy tym zwréci¢ uwage, ze metody oparte na skalaryzacji
zagadnienia oraz rdéznorodnych koncepcjach agregacji jest od wielu lat rozwijane
W odniesieniu do réznych obszarow teoretycznych i praktycznych [1, 3, 8], a przedmiotowa
literatura proponuje wiele metod i koncepcji rozwigzywania tych zagadnien. Z kolei podejscie
opierajace si¢ na braku kooperacji zaktada, ze oceny wariantow decyzyjnych wzgledem
réznych kryteridw sa nieporéwnywalne (kryteria sa nieporéwnywalne), co jest szczegodlnie
wazne w sytuacjach, gdy preferencje decydenta nie sa ujawnione (decydent nie chce lub nie
moze okresli¢ relacji miedzy kryteriami) — sytuacje takie wystepuja na poczatku procesu
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decyzyjnego lub decydent przy podejmowaniu decyzji kieruje si¢ kryteriami zewnetrznymi
wynikajacymi z norm organizacyjnych lub prawnych (przy braku informacji o relacjach
mi¢dzy kryteriami).

Ponadto rozpatrywana gra moze by¢ analizowana ze wzgledu na dwa podejscia:

— gra (migdzy graczami-Kryteriami) rozgrywana jest jednokrotnie, przy pelnej informacji
0 strategiach i wyptatach,

— gra rozgrywana jest wieloetapowo, do momentu osiggniecia stabilnego rozwigzania
(rownowagi), rowniez przy petnej informacji.

W niniejszej pracy skupiono si¢ wytacznie na analizie gry niekooperacyjnej, czyli analizie
problemow przy braku informacji o relacjach miedzy kryteriami. Ponadto rozpatruje sie¢
wylacznie rozgrywke jednokrotna'. Zaklada sig, ze oceny wzgledem poszczegélnych
kryteriow sa wyrazone w skali przynajmniej interwatowej oraz odwzorowuja uzyteczno$¢
rozwazanych wariantow jedynie w odniesieniu do kazdego z kryteriow osobno — wyptata
gracza-kryterium w odpowiedniej sytuacji odzwierciedla uzyteczno$¢ wariantu dla tego
gracza (im wyzsza jest wyplata, tym wyzsza jest uzytecznos¢) — brak jest natomiast zatozen
i informacji 0 mozliwosciach okreslenia zbiorowej uzytecznosci dla wszystkich graczy-
kryteriow w okreslonej sytuacji w grze.

Pojecie dominacji ze wzgledu na ryzyko zostalo wprowadzone do wyboru réwnowagi
W grze przez Harsanyiego i Seltena [4]. Autorzy ci, w sytuacji gdy zadna z rbwnowag nie jest
dominujaca ze wzgledu na wyptaty, postulujag wybor rownowagi dominujacej ze wzgledu na
ryzyko. Idea dominacji ze wzgledu na ryzyko zostanie przedstawiona w dalszej czg$ci pracy.

Glownym celem artykutu jest analiza mozliwosci wykorzystania dominacji ze wzglgdu na
ryzyko do porzadkowania wariantow decyzyjnych. Przy tym punktem wyjsScia jest
przedstawienie problemu wielokryterialnego w postaci wieloosobowej gry niekooperacyjnej,
w ktorej kazda rownowaga w zbiorze strategii czystych odpowiada wariantowi decyzyjnemu.
Jest to typowa gra koordynacji, w ktorej wystepuje problem wyboru rownowagi. W pracy
skupiono si¢ na najprostszym przykladzie zagadnienia wielokryterialnego — problemie
dwukryterialnym. Na przyktadzie zagadnienia dwukryterialnego poddano analizie whasnosci
dominacji ze wzgledu na ryzyko w kontek$cie generowania relacji porzadku w zbiorze

wariantéw decyzyjnych.

! Gra rozgrywana wieloetapowo jest rozpatrywana w pracach [7, 10].
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2. Zagadnienie wielokryterialne jako gra wieloosobowa oraz dominacja
ze wzgledu na ryzyko

Niech dany bedzie wielokryterialny problem decyzyjny nastepujacej postaci:

max F (x) = max[ f, (x), f,(X),.... f, (9], €)

gdzie: X jest skonczonym zbiorem dopuszczalnych  wariantow  decyzyjnych
X ={X;,X;,.... X, }, X jest dowolnym elementem tego zbioru, f; jest j-ta funkcja-kryterium
okreslong na zbiorze X (j=1,2,...,k), F(X) jest wektorem grupujacym wszystkie funkcje celu,
fj (X) oznacza oceng¢ wariantu decyzyjnego wzgledem j-tego kryterium. Ponadto dane sg
wszystkie oceny wariantow decyzyjnych wzgledem wszystkich kryteriow. Rozwigzaniem
problemu optymalizacji wektorowej (1) jest zbior rozwigzan efektywnych.

Korzystajac z relacji migdzy zagadnieniem wielokryterialnym a gra przedstawionych we
wprowadzeniu, zagadnienie (1) mozna przeksztalcic w k-osobowa gre niekooperacyjng

0 sumie niezerowej w standardowej formie:

G =(d,H), (2)

gdzie @ = X* jest zbiorem wszystkich mozliwych sytuacji w grze, natomiast H jest funkcja
wyptlat graczy okreslong na ®. Kazda sytuacja w grze jest okreslona jednoznacznie przez
wektor strategii czystych wybranych przez kazdego z graczy. Elementem zbioru ® jest wigc
wektor @ = (X, X5 ,..., X&), xi} e X, ktorego skladowe oznaczajg strategie poszczegodlnych
graczy wybrane w danej sytuacji — ij-ta strategia jest wybierana przez j-tego gracza
(i/=1,2,...,n). Sytuacje, w ktorej wszyscy gracze wybieraja strategi¢ zwigzang z tym samym |-
tym wariantem decyzyjnym, oznaczono przez:

¢ = (XX X)X =X == X @)

Motywacja graczy-kryteriow do osiagnigcia w grze sytuacji ¢, czyli jednoznacznego
okreslenia wariantu decyzyjnego, jest punkt odniesienia, ktorego wyptaty odzwierciedlaja
sytuacje, w jakiej gracze-kryteria osiagaja sytuacje rézna od ¢. Uzyskanie koordynacji
miedzy graczami w celu osiagnigcia sytuacji ¢ bedzie mozliwe, jesli analizowana gra bedzie
miata charakter gry koordynacji [11]. Niech Sytuacja okre$lona jako punkt odniesienia (status
quo) generuje najmniejsze mozliwe wyplaty graczy — spowoduje to motywacje do osiggniecia
dowolnej sytuacji ¢., czyli wyboru jednego, tego samego wariantu przez wszystkich graczy-

kryteriow. Wobec tego postulatu funkcja wyptat bedzie miata nastgpujaca postac:
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(FL (%) T (600 £ (X)) w sytuacjig,,
H(g) = (min £,(x), min f,(¢).... min f,(x)) W kazdejinnej sytuacii )

Model zagadnienia wielokryterialnego w postaci gry (2) z funkcja wyplat (4) jest gra
koordynacji, w ktérej wystepuje n roOwnowag w zbiorze strategii czystych. Ustalenie
roéwnowagi jest rownowazne Z wWyborem wariantu decyzyjnego.

W sytuacji gdy wystepuje dominacja ze wzgledu na wyptlaty, racjonalni gracze, majac
petna informacje o wyptatach, zastosuja strategie wskazujace na t¢ rownowage. W przypadku
rownowag niezdominowanych ze wzgledu na wyplaty gracze wybiorg strategie implikujace
rownowage dominujagca ze wzgledu na ryzyko, przy Czym ryzyko to jest zwigzane
z prawdopodobienstwem subiektywnym. Koncepcja dominacji ze wzgledu na ryzyko zostanie
przedstawiona na przyktadzie gry dwuosobowej z dwiema niezdominowanymi (ze wzgledu
na wyplaty) strategiami, ktére beda poréwnywane. Ponadto przyjmuje si¢ zatozenie?, ze
w wielokryterialnym problemie decyzyjnym wystepuja przynajmniej trzy strategie-warianty
oraz dla uproszczenia rozwazan rozpatruje si¢ wylacznie zbior rozwigzan efektywnych.
Porownanie pary strategii mozna przedstawi¢ jako gre w normalnej postaci za pomoca
nastepujacej macierzy:

(f,00). ,06) (i £,06),min f,(x)
(min f,0).min ,0¢) (0. H,06) | ©

przy czym w celu spelnienia warunku niezdominowania ze wzgledu na wyptaty powinny by¢
spetnione jednoczes$nie nastepujace warunki:

fi (%) > ,(x;)

f00) < £,06) ©

Innymi stowy, strategia-wariant pierwsza (x,) jest lepsza niz druga (X, ) dla pierwszego
gracza-kryterium ( f,), a dla drugiego gracza-kryterium ( f,) odwrotnie — lepsza jest X, niz
X, -

Gracz-kryterium f, wybierze swoja lepsza strategi¢, jesli wartos¢ oczekiwana jego
wyplaty z zastosowania tej strategii bedzie wigksza niz wynikajaca z zastosowania strategii
X, , czyli:

2 Zalozenie to jest niezbedne w celu okreslenia whasnosci przechodnio$ci dominacji ze wzgledu na ryzyko.
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a-a)- fl(xl)+q'min fl(xi) > (l_q)'ni]in fl(xi)+q' fl(xz)’ (7

gdzie g oznacza prawdopodobienstwo zastosowania przez gracza-kryterium f, swojej lepszej

strategii-wariantu (X, ). W konsekwencji gracz pierwszy wybierze pierwsza strategi¢-wariant,

jesli bedzie spelniony warunek:

fl (Xl) - miin f1 (Xi)

< . , 8)
f1 (Xl) + f1 (Xz) -2 mim f1(Xi)

q

czyli bedzie oczekiwal, ze prawdopodobienstwo zastosowania przez gracza drugiego jego
f1 (Xl) - m.in f1 (Xi)
fl(xl) + fl(XZ) -2 m.in fl(xi) .

lepszej strategii bedzie mniejsze niz g,=

Podobnie gracz f, wybierze swoja lepsza strategi¢-wariant X, , jesli warto$¢ oczekiwana
wyplaty wynikajacej z zastosowania X, bedzie wigksza niz wynikajaca z zastosowania X,

czyli:

p'min fz(xi)+(1_ p)- fz(xz) > P f2(X1)+(1_ p)'n?in fz(Xi), ©)

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo zastosowania przez gracza-kryterium f, swojej lepszej
strategii-wariantu (x,). W konsekwencji gracz drugi, w sposob podobny do gracza

pierwszego, wybierze swoja lepsza strategig, czyli X, , jesli spetniony bedzie warunek:

fz (Xz) - miin fz (Xi)

< - : (20)
fZ(Xl) + fz (Xz) -2 mim fz (Xi)

p

czyli bedzie oczekiwat, ze prawdopodobienstwo zastosowania przez gracza pierwszego jego
fz(xz) - m_in fz (Xi)

lepszej strategii bedzie mniejsze niz p, = E00+ Lo —2min f.(x)
2\ 2\"72 h 2\

Oczekiwania graczy maja charakter subiektywny, jednakze oboje majg pelng informacje
0 wyptatach, jesli wiec beda w podobny sposdb rozpatrywaé gre, to obaj wybiorg wariant
lepszy dla gracza pierwszego, je$li gracz pierwszy bedzie miat silniejsze przestanki do
wyboru swojej lepszej strategii niz gracz drugi do swojej lepszej, czyli:

Po <do- (11)



Wykorzystanie dominacji ze wzglgdu na ryzyko... 271

Zatem graniczne, subiektywne prawdopodobienstwo warunkujagce wybor przez gracza
pierwszego swojej lepszej strategii jest wicksze niz graniczne, subiektywne
prawdopodobienstwo warunkujgce wybor lepszej strategii przez gracza drugiego. W takim
przypadku strategia-wariant X, dominuje ze wzgledu na ryzyko X, — wariant X, bedzie
preferowany wzgledem wariantu X, .

W sytuacji gdy p, >q,, wariant X, bedzie preferowany wzglgdem wariantu X, a dla
P, =, warianty beda rownowazne lub nieporéwnywalne.

Mozna zauwazyé, Zze przy rozpatrywaniu wylacznie dwoéch wariantow decyzyjnych®
bylyby one zawsze rownowazne w sensie proponowanego podejscia. Jest to konsekwencja
przyjecia punktu odniesienia, ktorym jest minimalna ocena wariantu decyzyjnego -
w przypadku dwoch wariantéw niezdominowanych pordwnywane bylyby warianty: najlepszy
I najgorszy w sensie kazdego z kryteriow, ale odwrotnie — czyli najlepszy ze wzglgdu na
jedno kryterium jest najgorszym ze wzgledu na drugie. Rozwazanie takiej sytuacji ma na celu
pokazanie, ze porownanie wariantow, z ktorych dla jednego ocena wzgledem okreslonego
kryterium jest minimalna, bedzie generowato wartos¢ graniczng prawdopodobienstwa rowna
jednosci — wzglgdem tego kryterium wariant lepszy nigdy nie bgdzie zdominowany ze
wzgledu na ryzyko®. Reasumujgc, mozna stwierdzi¢, ze punkt odniesienia ma znamienne
znaczenie w ksztatto-waniu relacji dominacji ze wzgledu na ryzyko.

Przy poréwnaniu parami wariantow decyzyjnych kluczowym aspektem badania
mozliwosci porzadkowania wariantow jest ustalenie, czy relacja dominacji ze wzgledu na
ryzyko jest przechodnia.

3. Badanie przechodniosci relacji dominacji ze wzgledu na ryzyko

Wspo6lng wtasnoscig relacji porzadkujacych jest przechodnio$s¢ w potaczeniu ze
zwrotno$cia badz przeciwzwrotnoscia®. Z warunku (11) wynika, ze relacja dominacji ze
wzgledu na ryzyko R* jest przeciwzwrotna w rozpatrywanym modelu zagadnienia, czyli:

vxe X —(XR*X). (12)

Najwazniejsza jednak wlasnoscia warunkujaca przynaleznos¢ do klasy relacji
porzadkujacych jest przechodnio$¢:

¥ Czyli niespetnieniu przyjetego zatozenia dotyczacego definicji zagadnienia wielokryterialnego.

* W rozwazanej sytuacji rOwnowaga w grze zwigzana z wariantem o minimalnej ocenie wzgledem gracza-
kryterium jest staba rownowaga, poniewaz jakakolwiek inng strategi¢-wariant nie wybratby, osiagnatby ten sam
wynik bez wzgledu na zachowanie pozostatych graczy.

52, s. 30].
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VX, Xo, X3 € X X R*X, AX,R*X; = X, R*X,. (13)
Twierdzenie. Dominacja ze wzglgdu na ryzyko, okreslona w efektywnym zbiorze rozwigzan
zagadnienia dwukryterialnego sformulowanego w postaci gry z funkcja wyptat (4), jest

przechodnia.

Dowad. Jesli spetnione sa warunki (6) oraz x,R* X, , to spetniony jest warunek (11), czyli:

f2 (Xz) - miin fz (Xi) fl(Xl) - miin fl(Xi)

fz(X1)+ fz(xz)_z'miin fz(xi) ) fl(X1)+ fl(xz)—z-miin fl(xi).

(14)
Niech f; = f, (xi)—mkin f;(x,), wtedy warunek (14) przyjmuje postac®:

f f
22 < - = f22' f12 < 1E11' f21- (15)
le + fzz f11 + f12

Lemat 1. Jesli f,(x,)> f,(X;), f,(X;)> f,(X,) oraz spetniony jest warunek:

f23 < f12 = f23' f13 < f12' fzz’ (16)
fzz + f23 1E12 + f13

to z (11) wynika, ze X,R*X,.

Lemat 2. Jesli f,(x;) > f,(X,), f,(X,)> f,(x;) oraz spetniony jest warunek:

f13 < f22
f12 + flS f22 + f23

= f23' f13 < f12' fzz’ (17)

to z (11) wynika, ze X,R*X,.

Mozna zauwazy¢, ze warunki (16) oraz (17) sa tozsame, dalej wobec uwzglednienia
warunku (15) zachodzi: f,,- f,; < f,;- f,,, co dowodzi, ze X,R*X,.

Dodatkowo mozna zauwazyé, ze w przypadku przeciwnych relacji wigkszos$ci
w warunkach (6) warunek na dominacj¢ ze wzgledu na ryzyko X,R* X, pozostaje bez zmian,

co wynika z przedstawionych lematow.

® Warto$¢ fii jest nieujemna oraz wynosi zero, wylacznie gdy warto$¢ oceny i-tego wariantu wzglgedem j-tego
kryterium jest minimalna.
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4. Podsumowanie

Reasumujac zaprezentowane rozwazania, mozna stwierdzi¢, ze relacja dominacji ze
wzgledu na ryzyko okre§lona na zbiorze rozwigzan efektywnych w zagadnieniu
dwukryterialnym jest ostrym porzadkiem. W zwigzku z tym moze by¢ wykorzystana do
porzadkowania wariantow decyzyjnych. Dodatkowo przyjmujac, ze warianty beda

rownowazne, W sytuacji gdy w warunku (11) zachodzi rownos$¢, czyli p, = q,, relacja bedzie

rowniez spojna — bedzie ostrym porzadkiem liniowym. Jednak zaktadana nieporéwnywalnos$¢
kryteriow oraz proponowana idea dominacji ze wzgledu na ryzyko wskazuja na silniejsze
przestanki, s$wiadczace o nieporownywalnosci wariantow niz rOwnowaznosci.

Ponadto mozna zauwazy¢, ze z warunkow (15)-(17) wynika, ze porownanie iloczynu
réznic miedzy ocenami wariantéw decyzyjnych a warto§ciami minimalnymi dla kazdego
Z kryteriow pokazuje, czy wystepuje dominacja ze wzgledu na ryzyko oraz miedzy ktorymi
wariantami ona zachodzi. Dodatkowg implikacjg tego faktu jest przy tym stwierdzenie, ze
zaréwno dla problemow dyskretnych, jak i cigglych wariantem dominujagcym ze wzgledu na
ryzyko jest ten, dla ktorego ten iloczyn jest maksymalny. Mozna wigc zauwazyC, ze
wykorzystujac koncepcj¢ (relacje) dominacji ze wzgledu na ryzyko, dokonuje si¢ niejawnej
skalaryzacji zagadnienia (1).
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Abstract

The paper presents the possibility analysis of using risk dominance to ordering decision
variants in the bicriteria decision making problem with incomparable criteria. The start point
of considering is the presentation of the multicriteria decision problem as a game of
coordination. Every equilibrium in the game represents one variant. Using the idea of risk
dominance allows the choice of better decision from pair of variants. The key aspect of the
problem is to demonstrate transitivity of the risk dominance in the proposed game. As the
final conclusion there is shown that the risk dominance is transitive and irreflexive. Therefore
the relation can be used in ordering of decision variants.



