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MODELOWANIE TRANSPORTU SUBSTANCJI PODLEGAJ¥CYCH
PROCESOM FIZYKOCHEMICZNYM I REAKCJOM CHEMICZNYM

W STRUMIENIU WÓD PODZIEMNYCH

MODELLING TRANSPORT OF SUBSTANCES UNDERGOING PHYSICAL-CHEMICAL PROCESSES
AND CHEMICAL REACTIONS IN GROUNDWATER FLOW

MAREK NAWALANY1

Abstrakt. Artyku³ zawiera przegl¹d aktualnych problemów badawczych towarzysz¹cych modelowaniu matematycznemu transportu
substancji, które w strumieniu wód podziemnych podlegaj¹ procesom fizykochemicznym lub reakcjom chemicznym. Na wstêpie omówiono
motywy uzasadniaj¹ce piln¹ koniecznoœæ poszukiwania rozwi¹zañ o charakterze praktycznym oraz odpowiedzi na szereg zwi¹zanych z nimi
fundamentalnych pytañ teoretycznych. Nastêpnie przedyskutowano zagadnienia podstawowe dotycz¹ce formu³owania modeli matematycz-
nych tych procesów w odpowiedniej skali. W szczególnoœci przedstawiono problemy zwi¹zane z metodyk¹ przejœcia ze skal ni¿szych do wy¿-
szych, która z punktu widzenia zastosowañ jest najbardziej interesuj¹ca. Zaczerpniêty z literatury przyk³ad transportu substancji podlegaj¹cych
sorpcji zilustrowa³ problemy, jakie wystêpuj¹ w przypadku zmiany skali. Podobne kwestie dotycz¹ tak¿e sytuacji, w których w strumieniu
wody podziemnej zachodz¹ reakcje chemiczne. Na koniec krótko omówiono wyzwania o charakterze naukowym, jakie stawia modelowanie
procesów fizykochemicznych i reakcji chemicznych w strumieniu wód podziemnych.

S³owa kluczowe: transport substancji podlegaj¹cych reakcjom chemicznym, modele reakcji chemicznych, modele sorpcji–desorcji, problem
skali.

Abstract. The article presents an overview of the research problems accompanying the mathematical modelling of reactive transport of
substances which undergo physical-chemical processes or chemical reactions in groundwater flow. In the introductory part motives that jus-
tify an urgent need for finding practical and theoretical solutions are discussed. There are discussed basic issues concerning formulation of
mathematical physics models of these processes in the appropriate scales. In particular, problems arising in up-scaling is illustrated by an
example involving process of sorption in groundwater flow, cited from the literature. Similar problems arise also in the presence of chemical
reactions in groundwater. The article is concluded with a short overview of scientific challenges set by mathematical modelling of reactive
transport in subsoil.

Key words: reactive transport, models of chemical reactions, models of sorption–desorption, scale problem.

WSTÊP – MOTYWACJA

Ciekawoœæ intelektualna, koniecznoœæ eksploatacji wód
podziemnych i jednoczesnej ochrony tych zasobów wod-
nych, potrzeba doskonalenia i przestrzegania prawa w zakre-
sie ochrony wód oraz akceptacja zasady zrównowa¿onego
rozwoju s¹ z pewnoœci¹ podstawowymi powodami, dla któ-
rych chemizmem wód podziemnych zajmujemy siê nauko-

wo. Nie powstrzymuje nas, a wrêcz zachêca, oczywiste spo-
strze¿enie, ¿e sk³ad chemiczny wód podziemnych oraz jego
dynamika w sposób niezwykle z³o¿ony zale¿¹ od geometrii
i sk³adu mineralnego oœrodka skalnego, od pól ciœnienia,
temperatury i prêdkoœci wody przep³ywaj¹cej w porach i szcze-
linach ska³, od skomplikowanych procesów transportu i wy-
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miany masy miêdzy fazami, w koñcu od kinetyki reakcji
chemicznych zachodz¹cych pomiêdzy licznymi substancja-
mi i jonami p³yn¹cymi w strumieniu wód podziemnych.

Ciekawoœæ intelektualna i chêæ objaœniania procesów
w otaczaj¹cym nas œwiecie jest oczywist¹ motywacj¹ towa-
rzysz¹c¹ ludzkoœci od tysi¹cleci. Nie bêdziemy tego dalej
t³umaczyæ ani rozwa¿aæ. Skonstatujemy jedynie, ¿e cieka-
woœæ i chêæ objaœniania œwiata doprowadzi³y do wspó³czes-
nego, iloœciowego sposobu uprawiania nauk przyrodniczych,
który generalnie polega na formu³owaniu w jêzyku matema-
tyki hipotez (modeli) dotycz¹cych zachowania siê obiektów
i procesów w ró¿nych skalach czasowych i przestrzennych
oraz na weryfikacji tych hipotez (modeli) za pomoc¹ ekspe-
rymentów i obserwacji. We wspó³czesnych naukach o Ziemi
synonimem modelu sta³ siê model fizyki matematycznej, tj.
uk³ad równañ ró¿niczkowych lub/i algebraicznych powsta-
³ych w wyniku zastosowania praw zachowania, zwykle uzu-
pe³nianych zale¿noœciami empirycznymi, na ogó³ tak¿e re-
prezentowanymi za pomoc¹ formu³ lub równañ matematycz-
nych. Niekiedy modelem jest zapis matematyczny stawianej
hipotezy, dostatecznie dobrze odzwierciedlaj¹cy zale¿noœci
pomiêdzy zmiennymi wystêpuj¹cymi w œrodowisku wód
podziemnych. Z modelami matematycznymi, jako uk³adami
równañ, stowarzyszone s¹ najczêœciej ich analityczne b¹dŸ
przybli¿one (numeryczne) rozwi¹zania. Tradycyjnie stano-
wi¹ one ogniwo ³¹cz¹ce hipotezy z ich doœwiadczaln¹ wery-
fikacj¹. W przypadku rozwa¿ania transportu cz¹steczek lub
jonów w strumieniu wód podziemnych w obecnoœci reakcji
chemicznych lub procesów fizykochemicznych formu³owa-
nie odpowiednich równañ oraz poszukiwanie ich rozwi¹zañ
numerycznych jest, obok realizacji eksperymentów, jednym
z najbardziej z³o¿onych zadañ wspó³czesnej hydrogeologii.

Drug¹ z motywacji zajmowania siê chemizmem wód
podziemnych nale¿y raczej nazwaæ uœwiadomion¹ koniecz-
noœci¹. Wynika ona bowiem z faktu, ¿e wszelkie formy ludz-
kiej dzia³alnoœci na i pod powierzchni¹ prowadz¹ nieuchron-
nie do zmian sk³adu chemicznego wód podziemnych, pod-
czas gdy jednoczeœnie zasoby te s¹ niezbêdne do codzienne-
go zaspokajania potrzeb w zakresie wody pitnej, wody dla
rolnictwa, przemys³u oraz dla ekosystemów od wody zale¿-
nych. Tego typu sprzê¿enie powoduje, ¿e po¿ytki i korzyœci,
jakie cywilizacja czerpie z ró¿norodnych sposobów gospo-
darowania w wierzchnich warstwach Ziemi (nawadnianie,
sk³adowanie odpadów, eksploatacja górnicza itp.), ³atwo
ulegaj¹ zniweczeniu, jeœli jednoczeœnie nie s¹ podejmowane
czynnoœci lub stosowane technologie s³u¿¹ce ochronie jakoœci
zasobów wód podziemnych. Stosowanie wszelkich metod
ochrony jakoœci wód podziemnych, zarówno tych o charak-
terze biernym (np. monitoring), jak i czynnym (np. bariery
reaktywne) wymaga: rozpoznania chemizmu (t³a hydrogeo-
chemicznego) wód podziemnych w obszarze, w którym wy-
stêpuje ognisko zanieczyszczenia, identyfikacji substancji
stanowi¹cych zanieczyszczenie, okreœlenia rozk³adu prze-
strzennego i ewolucji w czasie strumienia zanieczyszczeñ
oraz iloœciowego oszacowania zmian, jakie w sk³adzie che-
micznym wód podziemnych powoduje dany rodzaj zanie-
czyszczenia. W wiêkszoœci tego typu sytuacji bez rozwa-

¿ania reakcji chemicznych lub procesów fizykochemicznych
w strumieniu wód podziemnych i budowy odpowiedniego
modelu transportu nie mo¿na rozwi¹zaæ iloœciowo ¿adnego
z praktycznych zadañ optymalizacyjnych (np. wymiarowa-
nia bariery reaktywnej, minimalizacji kosztów monitoringu
itp.) ani prognostycznych (np. szacowania czasu rozpadu lub
zasiêgu plamy zanieczyszczenia, ewolucji stanu zasolenia
gleb w wyniku nawodnieñ, etc.).

W œwietle obowi¹zuj¹cego prawa ka¿de dzia³anie (lub
zaniechanie dzia³alnoœci) na i pod powierzchni¹ powoduj¹ce
przekroczenie w wodach podziemnych stê¿eñ substancji od-
powiadaj¹cych naturalnemu t³u hydrogeochemicznemu lub
okreœlonych przez prawo wartoœci stê¿eñ dopuszczalnych
traktowane jest jako akt zanieczyszczenia. Prawna ochrona
œrodowiska wód podziemnych przed zanieczyszczeniem jest
bardzo rygorystyczna i wynika z zasady przezornoœci (ang.
precaution principle), tj. doktryny, która w przypadku wy-
stêpowania nieznanych lub zbyt skomplikowanych relacji
pomiêdzy zagro¿eniem antropogenicznym (przyczyn¹) i za-
nieczyszczeniem (skutkiem) wymaga, by dzia³alnoœæ byto-
wa lub cywilizacyjna stanowi¹ca zagro¿enie by³a drastycz-
nie ograniczana. Bowiem, potencjalnie, ka¿de dzia³anie na
i pod powierzchni¹ mo¿e wywo³aæ w œrodowisku wód pod-
ziemnych ³añcuch licznych i intensywnie przebiegaj¹cych
reakcji chemicznych lub procesów fizykochemicznych. Naj-
czêœciej reakcje te lub procesy wywo³ane s¹ wprowadze-
niem do warstwy wodonoœnej strumienia substancji zanie-
czyszczaj¹cych i zachwianiem stanu równowagi chemicz-
nej, okreœlonego przez (uprzedni¹) d³ugotrwa³¹ wymianê jo-
nów pomiêdzy roztworem wodnym a cia³em sta³ym. W wielu
sytuacjach liczebnoœæ wzajemnie reaguj¹cych substancji
i z³o¿onoœæ reakcji chemicznych w strumieniu wody pod-
ziemnej powoduj¹, ¿e iloœciowe oszacowanie zwi¹zków po-
miêdzy przyczynami fizycznymi a odpowiadaj¹cymi im stê-
¿eniami substancji (zanieczyszczeñ) nie jest mo¿liwe w za-
dowalaj¹cym stopniu. Zasada przezornoœci jest stosowana
nawet wówczas, jeœli powsta³e „odkszta³cenie” chemizmu
wód podziemnych jest znikome. Konsekwencje takiego sta-
nu rzeczy bywaj¹, paradoksalnie, przeciwstawne. W pew-
nych sytuacjach dzia³anie zasady przezornoœci mo¿e prowa-
dziæ do powstania silnych ograniczeñ bytowej i cywilizacyj-
nej dzia³alnoœci ludzkiej. W innych zaœ, naturalna tendencja
do upraszczania sytuacji skomplikowanych, jakimi bez w¹t-
pienia jest wystêpowanie licznych reakcji chemicznych
w strumieniu wód podziemnych, powoduje, ¿e mog¹ byæ
przyjmowane rozwi¹zania zbyt liberalne z punktu widzenia
ochrony zasobów wód podziemnych. Wobec mo¿liwoœci
wystêpowania rozbie¿noœci w ocenie zagro¿eñ cywilizacyj-
nych, po¿¹danym kierunkiem doskonalenia prawa w zakre-
sie ochrony wód podziemnych staje siê wprowadzanie mo-
deli procesów chemicznych jako standardu interpretowaniu
odpowiednich przepisów.

Sensownym i obecnie powszechnie akceptowanym para-
dygmatem, wynikaj¹cym bezpoœrednio z zasady zrównowa-

¿onego rozwoju (ang. sustainable development), jest koniecz-
noœæ zachowania dobrego stanu wód podziemnych dla przy-
sz³ych pokoleñ. Doktryna ta jest o tyle niezwyk³a, ¿e nie
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mo¿emy jej odrzuciæ. Bowiem, z oczywistych powodów, nie
mo¿emy cofn¹æ naszej cywilizacji do poziomu sprzed ty-
si¹cleci (gdy oddzia³ywanie populacji ludzkiej na wody pod-
ziemne by³o znikome w skali globalnej) ani te¿ nie zaprze-
staniemy naszego bytowania na tej planecie. Inn¹ osobliwoœ-
ci¹ paradygmatu jest „szybkie tempo”, w jakim musimy
zmierzaæ do zmniejszenia lub usuniêcia cywilizacyjnych za-
gro¿eñ wód podziemnych. Kluczowym okreœleniem jest
„szybkie tempo”, które oznacza, ¿e odpowiednie modyfika-
cje naszego stylu ¿ycia, sposobów wytwarzania ¿ywnoœci
i energii oraz technologii produkcji przemys³owej powinny
byæ wprowadzone w ¿ycie, zanim nadejdzie nowe pokole-
nie, tj. w ci¹gu najbli¿szych 30–45 lat. Jest to olbrzymie wy-
zwanie bior¹c pod uwagê bezw³adnoœæ procesów spo³ecz-
nych i gospodarczych. Zawê¿aj¹c rozwa¿ania do interesu-
j¹cego nas zagadnienia rozpoznania zwi¹zków pomiêdzy
poszczególnymi rodzajami zagro¿eñ cywilizacyjnych a ja-
koœci¹ zasobów wód podziemnych, mo¿na przyj¹æ, ¿e na
naukowe rozpoznanie tych zwi¹zków mamy do dyspozycji
okres zaledwie 10–15 lat. Elementarne kroki, jakie nale¿y
podj¹æ, s¹ doœæ oczywiste. Sprowadzaj¹ siê one do: a) rozpo-
znania charakteru i dynamiki procesów transportu oraz reak-
cji chemicznych zachodz¹cych w œrodowisku wód podziem-
nych, b) rozpoznania zale¿noœci dynamiki tych procesów od
ró¿nych form dzia³alnoœci ludzkiej, c) oceny zagro¿eñ, jakie
dla (osi¹gniêcia dobrego stanu) wód podziemnych stwarzaj¹

ró¿ne rodzaju oddzia³ywania antropogeniczne, d) oceny za-
gro¿eñ, jakie dla cywilizacji stwarza wystêpowanie zanie-
czyszczonych wód podziemnych, e) zaproponowania i za-
stosowania metod zapobiegaj¹cych powstawaniu nowych
zagro¿eñ lub modyfikuj¹cych obecne oddzia³ywania antro-
pogeniczne na wody podziemne, f) zaproponowania i za-
stosowania odpowiednich metod sanacyjnych (remediacyj-
nych) w stosunku do zanieczyszczonych wód podziem-
nych. Ka¿dy z kroków wymaga podejœcia iloœciowego i ka¿dy
wymaga stworzenia odpowiedniego modelu matematycz-
nego opisuj¹cego reakcje chemiczne w strumieniu wód pod-
ziemnych.

Powy¿sze rozwa¿ania prowadz¹ do konstatacji, ¿e ka¿dy
z powy¿szych powodów zajmowania siê modelami proce-
sów chemicznych w strumieniu wód podziemnych jest rów-
nie wa¿ny i ¿e w tej dziedzinie w Polsce powinien nast¹piæ
w najbli¿szym czasie gwa³towny rozwój badañ podstawo-
wych i stosowanych.

Przedmiotem niniejszego artyku³u s¹ zagadnienia zwi¹zane
z modelowaniem transportu substancji podlegaj¹cych reak-
cjom chemicznym w strumieniu wody podziemnej z uwzglê-
dnieniem procesu fizykochemicznego sorpcji–desorpcji, na-
tomiast intencj¹ jest wskazanie, które z tych zagadnieñ mo¿-
na uznaæ za dobrze rozpoznane, a które wci¹¿ maj¹ charakter
problemów otwartych.

TRANSPORT CZ¥STECZEK I JONÓW W STRUMIENIU WÓD PODZIEMNYCH

Zjawisko przemieszczania siê jonów lub cz¹steczek in-
nych ni¿ H2O w strumieniu wody podziemnej nazywa siê
zjawiskiem migracji lub transportu masy w wodach pod-

ziemnych. W literaturze przedmiotu najczêœciej rozwa¿ana
jest migracja substancji rozpuszczonych w wodzie, uznaj¹c,
¿e ich przemieszczenie siê wraz z wod¹ w porach i szczeli-
nach oœrodka gruntowego (skalnego) to zjawisko znacznie
czêœciej wystêpuj¹ce ni¿ transport cz¹stek cia³a sta³ego lub
emulsji. Zjawisko transportu jest w dalszym ci¹gu omawiane
w skali makroskopowej (skali próbki) w warunkach pe³nego

nasycenia oœrodka porowatego. Wyprowadzenie równania
transportu w tej skali na drodze uœredniania odpowiednich
równañ w skali poru jest przedmiotem wielu podrêczników,
np. Bear i Verruijt (1987). Model transportu w skali makro-
skopowej nosi te¿ nazwê modelu continuum. Jakkolwiek
rozwi¹zywanie problemów dotycz¹cych transportu cz¹ste-
czek i jonów w wodach podziemnych w skalach wy¿szego
rzêdu – w skali pojedynczej niejednorodnej warstwy wodo-
noœnej (mezoskala) oraz skali uk³adu warstw wodonoœnych
(megaskala) – ma olbrzymie znaczenie praktyczne, to rozu-
mienie i modelowanie matematyczne tych procesów w ska-
lach mikroskopowej i makroskopowej decyduje o sukcesie
wszelkich aplikacji. Przejœcie bowiem ze skal ni¿szych do
wy¿szych formalnie przebiega podobnie, choæ trzeba zazna-
czyæ, ¿e ani nie jest zestandaryzowane, ani te¿ nie jest w oczy-

wisty sposób proste; zw³aszcza gdy transport modyfikowany
jest przez reakcje chemiczne.

W poni¿szych rozwa¿aniach miar¹ iloœci cz¹steczek (lub
jonów) okreœlonego rodzaju w przestrzeni jest stê¿enie. Stê¿e-
nie ulega zmianom w czasie nie tylko w wyniku procesów
transportu, ale tak¿e jako rezultat innych procesów powo-
duj¹cych „znikanie” lub „pojawianie siê” wyró¿nionych cz¹s-
teczek lub jonów w strumieniu wody podziemnej. Przyk³ada-
mi takich procesów s¹ sorpcja i desorpcja, rozpuszczanie siê
i wytr¹canie siê cia³a sta³ego lub reakcje chemiczne w wodzie.
Procesy modyfikuj¹ce transport cz¹steczek (jonów) w stru-
mieniu wód podziemnych opisywane s¹ w skali makroskopo-
wej za pomoc¹ tzw. cz³onu Ÿród³owo-upustowego równania
ci¹g³oœci (Ma³ecki i in., 2006):

[1]� �
� �

�

�

nC

t
ns� � �div J

gdzie:
n – wspó³czynnik porowatoœci efektywnej, [–],
C – stê¿enie substancji w wodzie, [kg/m3H2O],
J – ca³kowity strumieñ masy, [kg s–1/m2],
s – cz³on Ÿród³owo-upustowy, [kg/m3H2O/s].
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Prawa strona wzoru [1] jest sum¹ masy pozostawianej
przez przep³ywaj¹cy strumieñ danej substancji w jednostce
objêtoœci i w jednostce czasu oraz masy generowanej/traco-
nej w jednostce objêtoœci i w jednostce czasu w wyniku
dzia³ania Ÿród³a/upustu. Natomiast lewa strona oznacza przy-
rost/ubytek masy w jednostce objêtoœci na jednostkê czasu.
Równoœæ lewej i prawej strony oznacza wymaganie, by
cz³ony wchodz¹ce w sk³ad wzoru [1] respektowa³y prawo za-
chowania masy.

W modelu continuum tradycyjnie przyjmuje siê, ¿e stru-
mieñ masy J jest sum¹ trzech niezale¿nych strumieni:

[2]J J J J� � �n n nadw dyf dysp
* * *

Strumienie te wywo³ane s¹ trzema ró¿nymi przyczynami:
– unoszeniem wyró¿nionych cz¹steczek przez cz¹stecz-

ki wody

[2a]

Jadw C* � � vp – strumieñ adwekcyjny, [kg s–1/m2]

– rozpraszaniem brownowskim

[2b]

� �Jdyf dD C* *� � grad – strumieñ dyfuzji (prawo Ficka),

[kg s–1/m2]

– rozpraszaniem spowodowanym przez niejednorodnoœci
pola przep³ywu w porach

[2c]

� �Jdysp dyspD C* *� � grad – strumieñ dyspersyjny,

[kg s–1/m2]

gdzie:
vp – prêdkoœæ porowa cz¹steczek wody, [m/s],

Dd
* – efektywny wspó³czynnik dyfuzji, [m2/s],

Ddysp
* – tensor dyspersji, [m2/s].

Podstawienie wzoru [2] bezpoœrednio do prawa ci¹g³oœci
[1] pozwala sformu³owaæ równanie transportu zwane rów-

naniem adwekcji–dyspersji, A–D:

[3]� � � ��
�
nC

t
nD C nC nsh� � �div grad div p

* v

Gdy wspó³czynnik porowatoœci efektywnej jest sta³y
(n = const), tj. gdy oœrodek skalny nie ulega odkszta³ceniu
lub gdy w wyniku reakcji chemicznych nie powstaje produkt
zmniejszaj¹cy porowatoœæ efektywn¹ (np. w wyniku reakcji
str¹cania) równanie A–D przyjmuje standardow¹ postaæ
(Furbish, 1997):

[3a]� � � ��
�
C

t
D C C sh� � �div grad div p

* v

gdzie:

D D D Ih dysp d
* * *� � – tensor dyspersji hydrodynamicznej,

[m2/s].

By uzyskaæ jedno jednoznaczne rozwi¹zanie równania
A–D, niezbêdne jest:

a) okreœlenie warunku pocz¹tkowego,
b) sformu³owanie warunków brzegowych w³aœciwych

dla równania A–D.

PROCESY FIZYKOCHEMICZNE W STRUMIENIU WÓD PODZIEMNYCH – SORPCJA

Modyfikacja równania A–D uwzglêdniaj¹ca proces
sorpcji (desorpcji) wyró¿nionych cz¹steczek na powierzchni
ziaren ska³y mo¿e byæ stosunkowo ³atwo wprowadzona
w skali makroskopowej. W wielu ska³ach mo¿na przyj¹æ,
¿e (makroskopowe) stê¿enie substancji C oraz (makrosko-
powe) stê¿enie substancji zasorbowanej na powierzchni
cia³a sta³ego s¹ w szerokim przedziale prêdkoœci przep³ywu
wzajemnie proporcjonalnie; odpowiedni wspó³czynnik
proporcjonalnoœci nosi nazwê wspó³czynnika rozdzia³u da-
nej substancji pomiêdzy faz¹ ciek³¹ i faz¹ sta³¹ i oznaczany
jest przez K. W stanie równowagi chemicznej cz³on upu-
stowy s, reprezentuj¹cy szybkoœæ sorbowania siê danej sub-
stancji na powierzchni fazy sta³ej, jest proporcjonalny do

szybkoœci zmian stê¿enia tej substancji w wodzie i przyj-
muje postaæ:

[4]
s

C

t
� �K

�
�

Zatem, gdy migracji substancji rozpuszczonej w wodzie
towarzyszy (wy³¹cznie) zjawisko sorpcji, a cz³on Ÿród³owy
opisany jest wzorem [4], wówczas równanie transportu [3a]
przyjmuje prostsz¹ postaæ:

[5]� � � � � �
�

�

1�
� �

K
div grad div p

C

t
D C Ch

* v

Równanie [5] mo¿na równowa¿nie zapisaæ w postaci:
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[5a]
�
�
C

t

D

R
C C

R

h

�
	




�
�
�

�




�
�
�

�
	



�
�

�



�
�div grad div

p

*

~ ~
v

gdzie:
~
R � �1 K – tzw. wspó³czynnik retardacji.

Ta postaæ równania transportu substancji rozpuszczo-
nych w wodzie jest szczególnie wygodna. Przyjêcie hipotezy
o wystêpowaniu równowagi wymiany jonów pomiêdzy wo-
d¹ a powierzchni¹ ziaren ska³y w skali makroskopowej po-
woduje, ¿e równanie A–D staje siê formalnie równaniem
transportu bez sorpcji ze zmodyfikowanym wspó³czynni-
kiem dyspersji hydrodynamicznej i zmniejszon¹

~
R -krotnie

prêdkoœci¹ porow¹.

Gdy substancja transportowana w strumieniu wody pod-
ziemnej oprócz sorpcji podlega tak¿e reakcjom chemicz-
nym, cz³on Ÿród³owo-upustowy w równaniu A–D mo¿na
roz³o¿yæ na dwie sk³adowe – sk³adow¹ „sorpcyjn¹” i sk³adow¹
„reakcyjn¹”. Gdy ponadto prawdziwe jest za³o¿enie o linio-
wej zale¿noœci (makroskopowego) stê¿enia substancji C oraz
(makroskopowego) stê¿enia substancji zasorbowanej na po-
wierzchni cia³a sta³ego, wówczas równanie transportu mo-
¿na sprowadziæ do postaci:

[5b]� � � � � �
�

�

1�
� � �

K
div grad div p

C

t
D C C R

h

* v

gdzie:

R – cz³on Ÿród³owo-upustowy reprezentuj¹cy reakcje
chemiczne w strumieniu wody podziemnej w skali ma-
kroskopowej, [kg/m3H2O/s].

ZAGADNIENIE SKALI – SORPCJA

Jakkolwiek wprowadzenie wspó³czynnika retardacji
~
R K� �1 wydaje siê byæ eleganckim sposobem uproszczenia
równania A–D, to nale¿y pamiêtaæ, ¿e uproszczona postaæ
równania [5a] zosta³a uzyskana przy za³o¿eniu równowagi
pomiêdzy makroskopowymi (a wiêc uœrednionymi) stê¿e-
niami danej substancji w strumieniu wody oraz na szkielecie
skalnym. Tymczasem w okreœlonych sytuacjach hydrogeo-
chemicznych równowaga w skali makroskopowej mo¿e nie
zachodziæ. Uwa¿ne wyprowadzanie makroskopowego rów-
nania transportu, polegaj¹ce na uœrednieniu mikroskopowe-

go równania adwekcji–dyfuzji z odpowiednim warunkiem
brzegowym reprezentuj¹cym proces sorpcji–desorpcji (Has-
sanizadeh, 2001) prowadzi do wskazania kryterium wyboru
w³aœciwego modelu cz³onu Ÿród³owo-upustowego w makro-
skopowym równaniu A–D. Przytaczaj¹c wywód Hassaniza-
deha (2001) in extenso, ewolucjê wewn¹trzporowego stê¿e-
nia i-tej substancji w skali mikroskopowej mo¿na opisaæ za
pomoc¹ nastêpuj¹cego równania adwekcji–dyfuzji:

[6]� ��
�
c

t
c r

i
i i i� �� � �v j

gdzie:

ci – rozk³ad stê¿enia i-tej substancji w wodzie w przestrzeni
poru, [kg subst/m3 H2O],

v – pole prêdkoœci wody w przestrzeni poru, [m/s],

ri – cz³on Ÿród³owo-upustowy i-tej substancji
w przestrzeni poru zwi¹zany z wystêpowaniem
reakcji chemicznych w wodzie, [kg subst/m3 H2O/s],

ji i iD c� � �0 – strumieñ dyfuzyjny i-tej substancji rozpusz-

czonej w wodzie w przestrzeni poru (wzór Ficka),
[kg subst/m2/s],

D i
0 – wspó³czynnik dyfuzji i-tej substancji w wodzie, [m2/s].

Równanie [6] posiada jednoznaczne rozwi¹zanie, gdy:
– okreœlony jest warunek pocz¹tkowy

[6a]� � � �c x y z c x y zi
o
i, , , , ,0 �

– na granicy cieczy z faz¹ sta³¹ (ziarnami gruntu) okre-
œlony jest warunek brzegowy

[6b]� ��
�
s

t
c

i
i i� � �v j n

S

gdzie:
n – wektor normalny skierowany „na zewn¹trz” cieczy (tj.

do wnêtrza cia³a sta³ego),

si – gêstoœæ powierzchniowa i-tej substancji zasorbowanej
na powierzchni cia³a sta³ego S, [kg/m2 pow.c.st.].

Warunek brzegowy [6b] jest niedookreœlony, gdy¿ nie-
znane jest stê¿enie i-tej substancji na powierzchni cia³a sta-
³ego. Domkniêcie uk³adu równañ uzyskuje siê poprzez za³o-
¿enie równowagi potencja³u chemicznego pomiêdzy faz¹
sta³¹ i ciecz¹ na granicy faz, tj.

[7]s k ci
D
i i�

s

gdzie:

kD
i – mikroskopowy wspó³czynnik rozdzia³u, [m].

Przejœcie od skali poru do skali próbki, polegaj¹ce na
uœrednieniu wielkoœci mikroskopowych po REV (ang. Refe-

rence Elementary Volume), prowadzi do zast¹pienia ich przez
odpowiednie wielkoœci makroskopowe, a uœrednianie rów-
nania adwekcji–dyfuzji [6] po REV prowadzi do równania
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A–D w skali makroskopowej (Bear i in., 1987; Hassaniza-
deh, 2001):

[8]� � � ��
�
nC

t
C n nR

i
i i i i� � � � � � � �v Jp n

~
U

gdzie:

v vp � �,R ri i – prêdkoœæ porowa oraz cz³on Ÿród³owo-upusto-

wy (wydatek reakcji chemicznych, jakim podlegaj¹ cz¹stecz-
ki i-tego typu, powsta³e jako wynik uœredniania po REV
odpowiednich wielkoœci mikroskopowych),

C ci i i i� �,J j – stê¿enie cz¹steczek (jonów) i-tego rodzaju

oraz strumieñ dyspersji hydrodynamicznej cz¹steczek
(jonów) i-tego rodzaju w wodzie, powsta³e jako wynik uœred-
niania po REV odpowiednich wielkoœci mikroskopowych,

� �~
U

n s

t

i
s i

�
�� �

�

1
– cz³on upustowy reprezentuj¹cy ubytek masy

i-tej substancji ze strumienia cieczy na jednostkê czasu na
jednostkê objêtoœci oœrodka porowatego w wyniku sorpcji;
jest on równy przyrostowi masy tej substancji na powierzchni
cia³a sta³ego na jednostkê czasu na jednostkê objêtoœci oœrod-
ka porowatego.

W klasycznym podejœciu w tym momencie rozwa¿añ
zak³ada siê, ¿e na granicy ciecz–cia³o sta³e wystêpuje stan
równowagi (makroskopowej), tj. ¿e dla wielkoœci uœrednio-
nych obowi¹zuje liniowa zale¿noœæ pomiêdzy stê¿eniami w
wodzie i na powierzchni cia³a sta³ego, tj.:

[8a]s k Ci
D
i i�

~
S

gdzie:

~
kD

i – wspó³czynnik rozdzia³u Henry’ego,

[m3 H2O/kg c.st.],

s i – uœrednione stê¿enie cz¹steczek i-tego rodzaju
na powierzchni ziaren przeliczone na kg cia³a sta³ego,
[kg/kg c.st].

Podstawiaj¹c wzór [8a] do równania [8], otrzymuje siê
klasyczn¹ postaæ równania A–D ze wspó³czynnikiem retar-
dacji:

[5c]� � � � � �
�

�

1�
� � �

K
div grad div p

i i

h

i i i
C

t
D C C R

* v

gdzie:

� �K i s
d
in k n� �1 �

~
/ – bezwymiarowy wspó³czynnik

rozdzia³u i-tej substancji pomiêdzy faz¹
ciek³¹ i sta³¹, [–],

�s – masa w³aœciwa ziaren ska³y,

[kg c.st/m3 c.st].

Aby unikn¹æ ma³o zasadnego za³o¿enia o makroskopo-
wej równowadze procesu sorpcji–desorpcji, reprezentowa-
nej przez wzór [8a], Hassanizadeh (2001) przyjmuje cztery
inne za³o¿enia fizycznie bardziej uzasadnione:

a) granica faz nie przesuwa siê;
b) sk³adowa normalna mikroskopowego pola prêdkoœci

wody na granicy faz jest równa zero;
c) sk³adow¹ normaln¹ gradientu stê¿enia cz¹stek i-tego

rodzaju na granicy faz mo¿na przybli¿yæ nastêpuj¹cym
wzorem:

[9]�
�
c

n
c c d

i

A fs

i

s

i

cp
� �	



�

�


� / 0

gdzie:

ci

cp
– stê¿enie i-tej substancji w œrodku (centrum) poru,

[kg/m3 H2O],

d0 – œrednica poru, [m].

d) zwi¹zek stê¿enia i-tej substancji w œrodku poru ze stê-
¿eniem œrednim Ci opisuje zale¿noœæ:

[10]� �c f Ci

cp

i�

Gdy za³o¿enia a–d s¹ spe³nione, wówczas cz³on upusto-
wy zwi¹zany z sorpcj¹ daje siê przedstawiæ dwojako:

[11]� � � �� �� �

�
��

1�
� � �

n s

t
U f C s

s i
i s i i~

K D
i

gdzie:

[11a]� �
� �

�D n

k d

i

D
i

0

0

1
– sta³a czasowa, [1/s],

[11b]

� �
KD

D
i

s

Sk

n
�

�1 �
– makroskopowy wspó³czynnik

rozdzia³u, [m3/kg],

[11c]
S

V
dA

A fs

� �
1

– powierzchnia w³aœciwa oœrodka

porowatego, [m2/m3]

a równanie A–D przyjmuje ogóln¹ postaæ:

[5d]� � � ��
�
nC

t
nC n

i
i i� � � � � � �v Jp

� �� �� � �nR f C si i i�� KD
i

Równanie [11], opisuj¹ce dynamikê zmian masy i-tej
substancji zaadsorbowanej na powierzchni cia³a sta³ego ma
postaæ (nieliniowego) równania reakcji pierwszorzêdowej.
Szybkoœæ tego procesu charakteryzuje sta³a czasowa �. Sta³a
ta ma prost¹ interpretacjê fizyczn¹: jest ona stosunkiem stru-
mienia dyfuzyjnego Doco/do do masy i-tej substancji adsor-
bowanej na jednostkê powierzchni cia³a sta³ego

� �k c nD
i

o / 1� , gdzie co – ró¿nica stê¿eñ w œrodku poru i na
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granicy faz. Im mniejszy jest wspó³czynnik dyfuzji, tym
sta³a � jest mniejsza, charakterystyczny czas �

–1 wiêkszy, a
dynamika procesu sorpcji zbli¿a siê do postaci reakcji pierw-
szorzêdowej.

Z powy¿szych rozwa¿añ wynika, ¿e:

(i) w ogólnym przypadku rozwi¹zywanie równania A–D
w postaci [5d] wymaga jednoczesnego rozwi¹zywania
równania [11] wraz z odpowiednimi warunkami po-
cz¹tkowymi oraz (makroskopowymi) warunkami brze-
gowymi;

(ii) zosta³o wykazane, ¿e nawet wówczas gdy proces ad-
sorpcji na poziomie mikroskopowym jest opisany izo-
term¹ liniow¹ (równowagow¹), to na poziomie równa-
nia makroskopowego proces sorpcji ma, w ogólnym
przypadku, charakter reakcji pierwszorzêdowej;

(iii) gdy dynamikê procesu sorpcji cechuje bardzo krótki
czas charakterystyczny �

–1 (co ma miejsce, gdy do

przyjmuje bardzo ma³e wartoœci lub gdy wartoœci Do s¹
du¿e), nastêpuje szybkie wyrównanie stê¿eñ wewn¹trz
poru, a proces sorpcji–desorpcji staje siê bli¿szy stano-
wi równowagi (na poziomie makroskopowym). W gra-
nicy, gdy �

–1 d¹¿y do zera (� zmierza do nieskoñczonoœ-
ci), jedynym sposobem otrzymania skoñczonej wartoœci

cz³onu upustowego
~

U i jest przyjêcie, ¿e zachodzi rów-
nowaga na poziomie makroskopowym, tj. ¿e

[12]� �KD
i i if C s� � 0

(iv) aby oceniæ, w jakim stopniu cz³on upustowy w makro-
skopowym równaniu transportu i-tej substancji w oœ-
rodku porowatym [5d] jest bli¿szy dynamice reakcji
równowagowej lub nierównowagowej, Hassanizadeh
(2001) postuluje wprowadzenie liczby kryterialnej:

[13]
�

�
D

s
D
i

iSD
�

v Kp

0

Liczba kryterialna �D jest stosunkiem czasu charaktery-
stycznego cz³onu reakcji pierwszorzêdowej �

–1 do czasu re-
tencji i-tej substancji w porze do/v. Umo¿liwia ona podjêcie
decyzji wyboru rodzaju cz³onu upustowego reprezentuj¹cego
proces sorpcji w makroskopowym równaniu A–D:

gdy �D � 1 – wówczas wa¿ny jest czynnik kinetyczny,
a cz³on upustowy nale¿y opisywaæ jak reakcjê pierwszorzê-
dow¹;

gdy �D � 1 – wówczas wolno stosowaæ klasyczny model
reakcji równowagowej.

PRZYK£AD – WYBÓR TYPU ADSORPCYJNEGO CZ£ONU UPUSTOWEGO

Powy¿sze kryterium pos³u¿y³o do podjêcia decyzji do-
tycz¹cej wyboru typu cz³onu upustowego w pewnym ekspe-
rymencie laboratoryjnym, w którym substancj¹ transporto-
wan¹ w strumieniu wody by³a rodamina, (ri = 0; Arniszew-
ski, 2001). Dane eksperymentalne:
– masa w³aœciwa ziaren oœrodka

gruntowego �
s = 2630 kg/m3

– wspó³czynnik porowatoœci n = 0,37
– wspó³czynnik dyfuzji

molekularnej (dla 10°C) D
o

= 0,3�10–9 m2/s

– prêdkoœæ porowa vp = 7,2�10–4 m/s
– powierzchnia w³aœciwa ziaren S = 7600 m2/m3

– makroskopowy wspó³czynnik
rozdzia³u K

D
= 3,5�10–4 m3/kg

Wartoœæ liczby kryterialnej �
�

D

s
D

SD
� �

v Kp

0

291 � 1

oznacza, ¿e cz³on upustowy w równaniu A–D nale¿y opisy-
waæ jako reakcje pierwszorzêdow¹.

REAKCJE CHEMICZNE W STRUMIENIU WÓD PODZIEMNYCH

Wspó³czesne modele transportu substancji podlegaj¹cych
reakcjom chemicznym w strumieniu wód podziemnych, np.
FEFLOW (Diersch, 1999), maj¹ rozbudowane mo¿liwoœci
w zakresie modelowania odwracalnych i nieodwracalnych
reakcji chemicznych w systemach obejmuj¹cych jeden lub
wiele rodzajów cz¹stek (jonów), na przyk³ad:

(i) reakcje wymiany jonowej A B� ��
�C D

(ii) reakcje pierwszego rzêdu A � P,
(iii) reakcje nastêpcze A	
	C,
(iv) reakcje biochemiczne typu Michaelisa–Menten

A E� � ��
� AE P E

(v) reakcje odwracalne v A v Am
i i

m
i i

i Pm

N

i

Pm

�
�

� ��
��

11

,

(m = 1, ..., M)
gdzie:

vm
i – sta³a stechiometryczna cz¹steczek i-tego rodzaju

w m-tej reakcji,

M – liczba rozpatrywanych reakcji.
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Opis transportu N substancji podlegaj¹cych reakcjom
chemicznym oraz procesom fizykochemicznym przyjmuje
postaæ uk³adu równañ z cz³onami Ÿród³owo-upustowymi roz-
separowanymi na czêœæ adsorpcyjn¹ i reakcyjn¹:

[5e]

� � � ��
�
nC

t
nC n nR U

i
i i i i� � � � � � � �v p J

~
, (i = 1, ..., N),

gdzie (Diersch, 1991; Atkins, 1994):

[14]
R v ri

m
i

m

m

m M r

�
�

�

�
1

, (i = 1, ..., N)

rm – szybkoœæ m-tej reakcji, [kg/m3/s].

Szybkoœæ reakcji zale¿y na ogó³ nieliniowo od stê¿eñ
cz¹steczek (jonów) bior¹cych w nich udzia³, tj.

[15]� �r r C C Cm m
N� 1 2, ,... , , (m = 1, ..., M)

Ostatecznie transport substancji reaguj¹cych chemicznie
w strumieniu wód podziemnych i sorbuj¹cych siê na ziar-
nach ska³y opisywany jest w skali makroskopowej za po-
moc¹ uk³adu nieliniowych i sprzê¿onych równañ ró¿niczko-
wych w postaci:

[5f]� � � ��
�
nC

t
nC n

i
i i� � � � � � �v Jp

� �� �nR v v v C C C Ui i i
M
i N i

1 2
1 2, ,... , ; , ,... ,

~
, (i = 1, ..., N)

By uzyskaæ rozwi¹zanie uk³adu równañ [5f], niezbêdne
jest:

– okreœlenie warunku pocz¹tkowego,

– sformu³owanie odpowiednich warunków brzegowych,

– okreœlenie sta³ych stechiometrycznych wystêpuj¹cych
w równaniu [14],

– okreœlenie sta³ych kinetyki reakcji oraz rzêdu reakcji
w równaniach kinetyki [15], tj. wyznaczenie zale¿noœci szyb-
koœci reakcji od stê¿eñ cz¹steczek C1, C2, ..., CN w strumie-
niu wody.

PROBLEMY (NIE DO KOÑCA) ROZWI¥ZANE

Modelowanie transportu substancji podlegaj¹cych reak-
cjom chemicznym w strumieniu wody w ska³ach porowych
lub szczelinowych jest obecnie najpowa¿niejszym wyzwa-
niem naukowym, przed jakim stoi hydrogeologia.

Zasadniczym problemem, na jaki natrafiamy próbuj¹c
rozwi¹zaæ uk³ad równañ [5f], jest problem skali. Przyk³ad
przejœcia ze skali mikroskopowej do skali makroskopowej
wyraŸnie wskazuje, ¿e proces fizykochemiczny (proces sorp-
cji–desorpcji), bêd¹cy w skali mikroskopowej w stanie rów-
nowagi, w pewnych sytuacjach musi byæ opisywany w skali
makroskopowej jako reakcja pierwszego rzêdu. Podobna sy-
tuacja powstaje, gdy rozwa¿ane s¹ reakcje w chemiczne.
Przejœcie do skali wy¿szej powoduje, ¿e opis reakcji che-
micznej w tej skali wymaga rozwa¿ania kinetyki reakcji wy¿-
szych rzêdów, mimo i¿ w skali ni¿szej panowa³a równowaga
geochemiczna. Powodem mo¿e byæ wystêpowanie w skali
ni¿szej silnego sprzê¿enia pomiêdzy procesem transportu w
oœrodkach niejednorodnych a parametrami wyznacza-
j¹cymi stan równowagi chemicznej. Powstaje zjawisko tzw.
pseudokinetyki reakcji chemicznych (Binning i in., 2006).
Naturalnie, przejœcie do skal jeszcze wy¿szych (mezo- oraz
megaskali) rodzi podobne problemy i wci¹¿ zalicza siê do
grupy problemów nierozwi¹zanych. W wielu oœrodkach ba-
dawczych rozwijane s¹ badania dotycz¹ce zagadnieñ skali
(Hassanizadeh, 2001; Lichtner i in., 2007). Wiêkszoœæ bada-
czy uwa¿a, ¿e zagadnienie skali jest fundamentalne i jego
rozwi¹zanie nie le¿y w zwiêkszaniu mocy obliczeniowych
komputerów (McLaughin, 2008) ani w dok³adnoœci stoso-
wanych metod numerycznych (Lichtner i in., 2007). Obecnie

obydwa narzêdzia umo¿liwiaj¹ efektywne rozwi¹zywanie
równania transportu [5f] dla setek reakcji chemicznych
w skomplikowanych strumieniach wody przemieszczaj¹cej
siê w niejednorodnych ska³ach i w obecnoœci skomplikowa-
nych Ÿróde³ zanieczyszczeñ. Wci¹¿ jeszcze szereg proble-
mów teoretycznych dotycz¹cych przejœcia do wy¿szych skal
(ang. upscaling) nie zosta³o pomyœlnie rozwi¹zanych. Pewn¹
nadziejê stwarza podejœcie bêd¹ce obecnie przedmiotem
intensywnych badañ teoretycznych – jest nim „modelowanie

multiskalowe”, tj. takie, w którym transport reaguj¹cych
cz¹steczek rozwa¿a siê jednoczeœnie w wielu skalach (Steffel
i in., 2005; Lichtner i in., 2007).

Kolejnym powa¿nym problemem jest fakt zauwa¿ony
przez Saaltinka i Carrerê (2006), ¿e dla pewnych zespo³ów
parametrów charakteryzuj¹cych reakcje chemiczne rozwi¹za-

nia uk³adu nieliniowych i sprzê¿onych równañ [5f] mog¹

byæ niejednoznaczne albo nawet nie istnieæ. Choæ mo¿liwoœæ
taka jest teoretycznie znana, to „pojawienie siê” takich ze-
spo³ów wartoœci parametrów reakcji chemicznych mo¿e po-
wodowaæ wystêpowanie trudnych do opanowania efektów
obliczeniowych albo uzyskanie wyników obliczeñ, które nie
daj¹ siê interpretowaæ fizycznie. Sytuacje takie mog¹ wy-
st¹piæ na przyk³ad podczas konstruowania modelu nume-
rycznego – uœrednianie po elemencie skoñczonym parame-
trów cz³onu Ÿród³owo-upustowego reprezentuj¹cego reakcje
chemiczne mo¿e prowadziæ do „przejœcia” modelu (jego pa-
rametrów) do obszaru, w którym równania transportu (ich
numeryczna aproksymacja) nie posiadaj¹ rozwi¹zañ lub ich
rozwi¹zania nie s¹ jednoznaczne.
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Trzecim problemem zwi¹zanym z transportem substancji
reaguj¹cych chemicznie w strumieniu wody w ska³ach jest
zagadnienie niepewnoœci dotycz¹cej niejednorodnoœci sk³adu
chemicznego oœrodka skalnego. Rodzaj ska³y, jej sk³ad mi-
neralny decyduje o chemizmie przep³ywaj¹cej przez ska³ê
wody nie tylko w skali zbiorników wód podziemnych, ale
tak¿e lokalnie. Tartakovsky i Winter (2008) nazywaj¹ takie
sytuacje „lokalnymi œrodowiskami”, maj¹c na myœli lokalnie
ukszta³towany chemizm wody naœladuj¹cy niejednorodnoœæ

sk³adu mineralogicznego ska³. Poszukuj¹ oni, podobnie jak
wielu innych badaczy, np. Gelhar i Axness (1983), roz-
wi¹zania zagadnienia niepewnoœci poprzez rozwa¿anie sto-
chastycznych modeli transportu i zauwa¿aj¹, ¿e aczkolwiek
modele te nie rozwi¹zuj¹ problemu skali przy formu³owaniu
równania transportu ani te¿ problemu niejednoznacznoœci
rozwi¹zañ równania A–D, to ich mocn¹ stron¹ jest naturalny
sposób szacowania niepewnoœci rozwi¹zañ zagadnienia trans-
portu, jakie uzyskujemy dziêki modelowaniu.
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