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WPŁYW OSTRYCH NIERÓWNO ŚCI 
NAWIERZCHNI SZTYWNEJ NA ZMIAN Ę 

PRĘDKOŚCI KOŁA 

Streszczenie 
W pracy analizowano wpływ nierówności drogi na zmianę prędkości koła pojazdu. W pierwszym 

etapie rozwiązano zadanie uderzenia spręŜysto-plastycznego punktu materialnego w sztywne podłoŜe. 
Następnie jako model koła i drogi przyjęto sztywny krąŜek poruszający się po sztywnym podłoŜu 
z nierównościami. Przyjęto, Ŝe uderzenie krąŜka w próg nierówności jest plastyczne. Rozwiązane 
w referacie zadanie ma zastosowanie praktyczne do analizy ruchu pojazdów po nawierzchni 
drogowej, lotniskowej oraz po nawierzchni kolejowej. 

WSTĘP 
Uderzenie koła pojazdu w próg nierówności drogi ma znaczenie praktyczne 

w budownictwie transportowym. Nierówności nawierzchni mają istotny wpływ na zmianę 
wartości i kierunku wektorów prędkości i przyspieszenia koła pojazdu. Zmiana ta znacząco 
wpływa na wytrzymałość, stateczność oraz trwałość nawierzchni a takŜe pojazdu. Szybko 
zmieniające się w czasie przyspieszenie pojazdu, jak wiadomo, zasadniczo determinuje 
komfort pasaŜerów. 

Najprostszym modelem, umoŜliwiającym przeanalizowanie powyŜszego zagadnienia, jest 
model sztywnego krąŜka uderzającego plastycznie w sztywny próg. 

W referacie rozwiązanie zadania uderzenia krąŜka w próg poprzedzone zostało 
rozwiązaniem uproszczonego zadania wstępnego, odnoszącego się do spręŜysto-plastycznego 
uderzenia punktu materialnego w sztywne podłoŜe. 

1. ZADANIE WST ĘPNE – ANALIZA RUCHU PUNKTU 
MATERIALNEGO 
W niniejszym rozdziale referatu przeanalizowane zostaną dwa zadania dotyczące 

uderzenia punktu materialnego w sztywne podłoŜe. W pierwszej kolejności omówiony 
zostanie przypadek punktu materialnego uderzającego w sztywne podłoŜe po spadku z progu 
z zadaną prędkością początkową. Następnie przeanalizujemy ruch punktu materialnego 
wpadającego w nierówność sztywnego podłoŜa. 

1.1. Uderzenie w sztywne podłoŜe punktu materialnego spadającego z progu 
RozwaŜamy punkt materialny o masie m , spoczywający na gładkiej powierzchni, jak na 

rysunku 1. Po nadaniu mu poziomej prędkości 0v  punkt spada z progu o wysokości h  (rzut 

poziomy) i uderza, po czasie 1t  od oderwania się od progu, w sztywne, poziome podłoŜe.  
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Zderzenie jest spręŜysto-plastyczne ze współczynnikiem restytucji ς . Po uderzeniu 

punktu w podłoŜe mamy do czynienia jego z rzutem ukośnym i po czasie 2kt t=  punkt 

ponownie uderza w podłoŜe. Wyznaczymy odległość między punktami A  i B  uderzenia 
kulki w poziome podłoŜe. 

Analizujemy następujące fazy ruchu punktu materialnego: 
– faza pierwsza ruchu – rzut poziomy, 
– faza druga – zderzenie spręŜysto-plastyczne, 
– faza trzecia ruchu – rzut ukośny. 

W przypadku rzutu poziomego kulki obowiązują następujące wzory, z których moŜemy 
wyznaczyć zasięg kulki, jej prędkość w chwili zderzenia z podłoŜem 1v  oraz czas 1t  od 

momentu startu, po którym nastąpi zderzenie: 
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W kolejnym etapie analizujemy uderzenie spręŜysto-plastyczne kulki o sztywne podłoŜe, 

przy zadanym współczynniku restytucji ς . Początek układu współrzędnych przyjmujemy 
teraz w punkcie A . 

 

Rys. 1. Zderzenie spręŜysto-plastyczne punktu materialnego, w rzucie poziomym i w rzucie ukośnym, 
ze sztywnym podłoŜem 

 
Wykorzystując podstawowe równania teorii uderzenia moŜemy wyznaczyć prędkość 2v  

oraz tangens kąta 2β  odbicia kulki od podłoŜa: 
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Równania rzutu ukośnego na odcinku AB , zapisane w układzie współrzędnych 

{ }1 1A, ,x y , prowadzą do następujących wzorów: 
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W przypadku uderzenia spręŜystego, przy 1ς = , wzory (3) upraszczają się do następującej 

postaci: 
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Rozwiązania (4) wykorzystane zostaną w dalszej części pracy do analizy ruchu punktu 

materialnego wpadającego w nierówność sztywnego podłoŜa o głębokości h . 

1.2. Analiza ruchu punktu materialnego wpadającego w nierówność (zagłębienie) 
w sztywnym podłoŜu  

W tej części pracy przeanalizujemy ruch kulki wpadającej z prędkością początkową 0v  

w nierówność w sztywnym podłoŜu o wymiarach h l× , jak na rysunku 2. Uderzenie punktu 
materialnego w dno nierówności jest idealnie spręŜyste. 

Wyznaczymy wartość prędkości początkowej 0v , przy której moŜliwe jest odbicie się 

punktu materialnego od dna nierówności, tak aby znalazł się w połoŜeniu II (rysunek 2). 
RównieŜ w tym przypadku mamy do czynienia z rzutem poziomym i z rzutem ukośnym 

punktu materialnego. 
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Rys. 2. Wektory prędkości w dwóch fazach ruchu punktu materialnego wpadającego z prędkością 
początkową 

0v  w nierówność (zagłębienie) w sztywnym podłoŜu 

 
W pierwszej fazie maksymalna odległość jaką pokona punkt w rzucie poziomym jest 

równa: 
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Następnie, po idealnie spręŜystym odbiciu się od dna zagłębienia w podłoŜu, ruch kulki 

opisany równaniami rzutu ukośnego. Maksymalną wysokość wzniesienia kulka osiąga przy 

1

1
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2
x = . Korzystając ze wzoru (4) otrzymujemy: 
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Sumując długości odcinków x  oraz 1x  otrzymamy równanie, z którego moŜemy 

wyznaczyć prędkość początkową 0v , jaką naleŜy nadać kulce, aby po odbiciu się od dna 

nierówności trafiła w połoŜenie II, jak na rysunku 2: 
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Rozwiązania (4) i (7) są rozwiązaniami zadania wstępnego do zadania uderzenia krąŜka 

w sztywny próg, rozwiązanego w następnym rozdziale pracy. 
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2. ANALIZA RUCHU KOŁA W RUCHU PŁASKIM 
W niniejszym rozdziale analizować będziemy sztywny krąŜek toczący się bez poślizgu po 

sztywnym podłoŜu z jedną lub dwiema nierównościami. 

2.1. Uderzenie sztywnego koła w próg 
W pierwszej kolejności rozwaŜymy krąŜek o masie m  i promieniu r , który tocząc się 

uderza w sztywny próg pokazany na rysunku 3. Mając zadane wymiary krąŜka i progu 
wyznaczymy minimalną prędkość, przy której krąŜek wjedzie na ten próg. 

 

Rys. 3. Schemat koła przejeŜdŜającego przez pojedynczą nierówność (próg) 
 
Zapisując prawo zachowania momentu pędu względem punktu O  wyznaczamy prędkość 

kątową 'ω  krąŜka po zderzeniu idealnie plastycznym z progiem: 
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We wzorach (8) m  jest masą krąŜka, r  – jego promieniem, 0v  – prędkością środka koła 

przed zderzeniem z krawędzią progu o wysokości h . 
Prędkość minimalną najazdu krąŜka na nierówność, przy której nastąpi jego wtoczenie się 

na próg wyznaczamy z zasady zachowania energii mechanicznej: 
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Mając minimalną prędkość środka krąŜka, przy której moŜliwe jest jego wtoczenie się na 

próg moŜemy określić impulsy sił w punkcie O na krawędzi progu. Wyznaczamy je z zasady 
zachowania pędu: 

 

 

( ) ( )
( )

( )

( )

0 0

0 0

0 0 0

2
2

' sin , ' cos ,

' ,

1
, ' ' , ' 1 2cos , ' 0,

3

1 1
' 1 2cos , cos , sin .

3

x x y y

y

y x

S m v v S m v v

S r J

v r v r v v v

r h r h
r

r r r r

β β

ω ω

ω ω β

ω β β β

− = − = −

− = −

= = = + =

− − = + = = −  
 

 (10) 



2026   TTS 

2.2. Przejazd sztywnego krąŜka przez podwójną nierówność (zagłębienie) 
W niniejszym punkcie pracy rozwiąŜemy zadanie dotyczące przejazdu koła przez 

zagłębienie w podłoŜu, jak na rysunku 4, przy załoŜeniu nieoderwania się koła od podłoŜa. 

 

Rys. 4. Schemat koła przejeŜdŜającego przez podwójną nierówność w podłoŜu (zagłębienie) 
 
RozwaŜany krąŜek o całkowitej masie m  i promieniu r  toczy się bez poślizgu po 

poziomym, sztywnym podłoŜu z zadaną prędkością jego środka 0v  (rysunek 5). W pewnej 

chwili krąŜek wpada w nierówność o danej szerokości s. W pracy wyznaczona zostanie 
prędkość środka krąŜka w chwili tuŜ po pokonaniu nierówności, przy załoŜeniu, Ŝe krąŜek nie 
ślizga się oraz nie odrywa od ostrych krawędzi progów nierówności. 

 

Rys. 5. Wektory prędkości środka krąŜka przy przejeździe przez nierówność 
 
Po najechaniu na pierwszy próg krąŜek obraca się względem punktu A  do dolnego 

połoŜenia, będąc w ruchu płaskim. Prędkość 1v  środka krąŜka w najniŜszym połoŜeniu moŜna 

wyznaczyć z bilansu energii: 
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Prędkość z jaką krąŜek wtoczy się na próg w punkcie B  wyznaczamy zapisując zasadę 

zachowania momentu pędu względem tego punktu: 
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W celu wyznaczenia prędkości 'v  środka krąŜka w chwili tuŜ po pokonaniu nierówności 
ponownie korzystamy z bilansu energii krąŜka: 
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Analizując otrzymany wzór (13)2 na prędkość 'v  krąŜka w chwili tuŜ po przejechaniu 

przez nierówność łatwo zauwaŜyć, Ŝe jest ona mniejsza od prędkości początkowej 0v . 

Przyjmując przykładowo: 0 20m sv = , 1mr = , 
1

0,5m
2

s r= =  i 
2

m
9,81

s
g =  otrzymamy 

m
' 18,33

s
v = . 

PODSUMOWANIE  

We współczesnej komunikacji pociągi duŜych i bardzo duŜych prędkości odgrywają coraz 
większą rolę w transporcie pasaŜerów. Konstrukcja toru i podtorza kolejowego muszą 
spełniać rygorystyczne warunki techniczne w odniesieniu do parametrów toru: nierówności, 
stanów przemieszczeń i napręŜeń w jego konstrukcji. RównieŜ w przypadku nawierzchni 
drogowych i lotniskowych istotnym elementem mającym wpływ na bezpieczeństwo i komfort 
podróŜy i transportu ma stan techniczny, a w tym równość drogi. 

Z analizy przeprowadzonej w pracy wynika, Ŝe nierówności nawierzchni drogowej mają 
istotny wpływ na zmianę wartości i kierunku wektora prędkości koła pojazdu, a co za tym 
idzie, na trwałość drogi a takŜe pojazdu. Przedstawiony uproszczony model pozwala w prosty 
i szybki sposób określić zmianę prędkości pojazdu w zaleŜności od wymiarów nierówności 
podłoŜa. 
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INFLUENCE OF THE SHARP RIGID 
PAVEMENT ROUGHNESS ON TO 
THE CHANGE OF WHEEL SPEED 

Abstract 
In the paper the influence of road roughness on changing the speed of the vehicle wheels is 

discussed. In the first stage the problem of elastic-plastic collision of material point with rigid surface 
was solved. Then, as a model of the wheel and the road pavement was assumed a rigid disc rolling on 
a rigid plane with irregularities. In this case plastic impact was assumed. The problem solved in the 
paper has the practical application for analyses of road and airport pavements as well as the railway 
tracks analyses. It was shown that pavement unevenness affect for changing the value and direction of 
the vectors of velocity and acceleration of the wheels. 
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