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STRESZCZENIE          W pracy sformu owano równania matematyczne 
opisuj ce zachowanie maszyny synchronicznej wzbudzanej magnesami trwa ymi 
w uk adzie wspó rz dnych naturalnych trójfazowych oraz w uk adzie wspó -
rz dnych kartezja skich zwi zanych z wirnikiem. Przeanalizowano zjawiska 
dynamiczne zachodz ce w rozwa anej maszynie dla ró nych warto ci jej para-
metrów ze szczególnym uwzgl dnieniem mo liwo ci powstania bifurkacji  
i stanów chaotycznych. Do predykcji wyst pienia nietypowych zjawisk dyna-
micznych w analizowanej maszynie wykorzystano funkcje autoregresji oraz 
autokorelacji. 
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1. WST P 
 

Rozwój cywilizacji poci ga za sob  wzrost zapotrzebowania na ró ne ród a 
energii. G ównymi ród ami energii dla wspó czesnego wiata w dalszym ci gu s  surowce 
kopalne, których kurcz ce si  zasoby, wymuszaj  podj cie dodatkowych dzia a , które 
koncentruj  si  na pozyskiwaniu energii ze róde  odnawialny oraz zwi kszenia 
efektywno ci energetycznej maszyn i urz dze . 

Jednym z g ównym konsumentem wiatowych zasobów energetycznych jest trans-
port. Zasoby ropy naftowej b d cej ród em energii dla transportu s  na wyczerpaniu, st d 
konieczno  poszukiwania nowych róde  energii. Wi kszo  producentów samochodów 
rozwi zanie tego problemu upatruj  w zastosowaniu nap du hybrydowego lub elektrycznego. 
Rozwi zania uk adów nap dowych tego typu nie s  idealne, gdy  czerpi  energi  
 

dr in . Olgierd MA YSZKO, dr in . Sebastian SZKOLNY 
e-mail: e-mail: [olgierd.malyszko; sebastian.szkolny]@zut.edu.pl 

 
Katedra Elektroenergetyki i Nap dów Elektrycznych, Wydzia  Elektryczny, 

Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny w Szczecinie 
ul. Sikorskiego 37, 70-313 Szczecin 

 
PRACE INSTYTUTU ELEKTROTECHNIKI, ISSN-0032-6216, LXIII, zeszyt 275, 2016 



32 O. Ma yszko, S. Szkolny 

z baterii akumulatorów, których masa oraz pojemno  ograniczaj  zasi g pojazdów. 
St d konieczno  stosowania maszyn elektrycznych o najwy szych sprawno ciach. W tym 
zakresie prym wiod  silniki synchroniczne z magnesami trwa ymi oraz synchroniczne 
reluktancyjne [12]. 
 G ównym ograniczeniem jest tu bez w tpienia ród o energii elektrycznej. Równie  
same silniki elektryczne do nap dów samochodów hybrydowych i elektrycznych maj  
kilka istotnych wad. W przypadku rozwi za  bezprzek adniowych jednostka nap dowa 
musi by  znacznie przewymiarowana, aby zagwarantowa  istnienie odpowiednio du ego 
momentu obrotowego przy starcie i dla ma ych pr dko ci obrotowych. Stosowanie wielo-
stopniowych skrzy  biegów komplikuje ca y system oraz powoduje zwi kszenie gabarytów 
i masy wypadkowej uk adu. Preferowane obecnie rozwi zania wykorzystuj ce silniki  
z magnesami trwa ymi maj  dodatkowo inn  istotn  wad , któr  jest ich zachowanie przy 
du ych pr dko ciach obrotowych (indukowanie wysokiego napi cia w uk adzie zasilaj -
cym). Rozwi zaniem tych problemów mo e by  maszyna umo liwiaj ca regulacj  
strumienia magnesów trwa ych za pomoc  dodatkowej cewki zasilanej z niezale nego 
ród a pr du sta ego o regulowanej warto ci [1, 4, 5, 9]. W przypadku pojazdów samocho-

dowych w wyniku oddzia ywania silnika elektrycznego z aktywnym momentem obci enia 
mo e dochodzi  do powstawania nietypowych zjawisk dynamicznych [4, 9, 11]. 
 
 
2. MODEL MATEMATYCZNY 
 
 Model matematyczny przetworników energii elektrycznej to uk ad równa  opisu-
j cych ich wyidealizowane cechy. Stworzenie odpowiedniego modelu poci ga za sob  
konieczno  przyj cia wielu za o e  upraszczaj cych, które s  kompromisem mi dzy 
prostot  modelu, a dok adno ci  odwzorowania zjawisk fizycznych w przetworniku energii. 
Do opisu maszyn elektrycznych w postaci modeli obwodowych o bardzo ró nym stopniu 
szczegó owo ci wykorzystuje si  formalizm Lagrange’a. Formalizm ten opiera si  na opisie 
energii elementów sk adowych uk adów elektromechanicznych [2-3, 5, 11]. Model 
matematyczny analizowanej maszyny elektrycznej o regulowanym strumieniu magnesów 
trwa ych mo na przedstawi  w postaci równa  ró niczkowych zawieraj cych parametry 
reprezentuj ce zjawiska magnetyczne (pr dy i, indukcyjno ci L i M) oraz elektryczne 
(napi cia u i rezystancje R). Przyk adowe ogólne równanie napi ciowo-pr dowe obwodu 
jednego pasma fazowego  badanej maszyny o n fazach stojana i m fazach wirnika mo na 
zapisa  nast puj co [1-3, 5, 11] (gdzie:  – k t obrotu wirnika): 
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W powy szym równaniu napi ciowym jednej fazy strumie  od magnesów 
trwa ych jest wywo ywany przez zast pczy pr d i4 (rys. 1). 
 
 

 
 

Rys. 1. Schemat zast pczy maszyny wzbudzanej magnesami trwa ymi 
 
 
 Uk ad równa  napi ciowych opisuj cych poszczególne obwody uzwoje  stojana, 
nale y uzupe ni  o równanie ruchu (3) (gdzie: J – moment bezw adno ci, B – wspó -
czynnik t umienia, TL – moment obci enia, Wc – energia kogeneracji): 
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 Przestrzenny charakter zjawisk elektromagnetycznych zachodz cy w przedsta-
wionej maszynie sprawia, e indukcyjno ci w asne L oraz wzajemne M modeli obwodo-
wych okre lonych w naturalnych wspó rz dnych nie maj  sta ych warto ci  zmieniaj  
si  one w zale no ci od k ta po o enia wirnika, a tak e nat enia pr du. Zale no  
warto ci parametrów od k ta po o enia wirnika mo na wyeliminowa  poprzez odpo-
wiednie modyfikacje modelu matematycznego maszyny [2]. Do analizy maszyny zasto-
sowano zapis wektorowy, który pozwala na stworzenie najbardziej uniwersalnego modelu 
matematycznego maszyny pr du przemiennego. Pozwala on na uproszczenie i usyste-
matyzowanie postaci równa ; przy czym wielko ci wektorowe maj  okre lony sens 
fizyczny, dzi ki czemu mo na je mierzy  i odwzorowywa  w konkretnych uk adach 
nap dowych. 
 Wektorowy zapis równa  pozwala na analiz  maszyny elektrycznej w dowolnym 
uk adzie wspó rz dnych zwi zanych ze stojanem, wirnikiem lub wektorami napi , 
strumieni skojarzonych czy pr dów. Pozwala równie , dzi ki transformacji do wspólnego 
dla stojana i wirnika uk adu wspó rz dnych wiruj cych z dowoln  pr dko ci , na 
wyeliminowanie reaktancji wzajemnej zale nej od k ta obrotu wirnika [2]. 
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 Transformuj c uk ad równa  modelu matematycznego z uk adu wspó rz dnych 
naturalnych (trójfazowych) do uk adu wektorowego zapisanego w uk adzie wspó rz dnych 
kartezja skich zwi zanego z wirnikiem (dq) (rys. 2) otrzymuje si  nast puj cy uk ad 
równa  ró niczkowych, (gdzie: m – pr dko  k towa rotora,  – wspó czynnik t umienia): 
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Rys. 2. Schemat zast pczy analizowanej maszy-
ny z uzwojeniem pomocniczym w uk adzie dq 
 
  

 
 
 
 
 
 
 

 
Model ten charakteryzuje si  najmniejszym poziomem komplikacji opisu 

matematycznego maszyny wzbudzanej magnesami trwa ymi. Mo na go dodatkowo 
rozbudowa , uwzgl dniaj c np. zjawiska dynamiczne [4, 5, 9, 11]. Wst pne badania 
wykaza y, e przyj ta struktura modelu matematycznego prawid owo odzwierciedla 
zjawiska zachodz ce w analizowanej maszynie. 
 
 
 
3. ANALIZA WYBRANYCH ZJAWISK DYNAMICZNYCH 
 
 Z uwagi na nieliniowo  indukcyjno ci wyst puj cych w modelu (4) jest on 
trudny do analizy matematycznej, dlatego te  konieczne by o jego pewne uproszczenie. 
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Przyj to, e indukcyjno  Lsq jest sta a (uproszczenie takie jest zawsze dopuszczalne 
w pewnym otoczeniu punktu pracy). Przy tym za o eniu otrzymano uproszczony model 
maszyny z o ony z trzech nieliniowych równa  ró niczkowych: 
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 Przedstawiony model matematyczny silnika synchronicznego z magnesami 
trwa ymi jest nieliniowy i ma trzy zmienne stanu, które s  ze sob  silnie powi zane.  
W zwi zku z tym system ten mo e generowa  z o one zachowania dynamiczne, takie 
jak bifurkacje czy chaos. Przedstawiony model posiada równie  kilka parametrów, które 
w zale no ci od konstrukcji maszyny mog  przyjmowa  ró ne warto ci. W celu u at-
wienia analizy mo na ograniczy  liczb  parametrów poprzez odpowiednie zdefinio-
wanie nowego uk adu wspó rz dnych oraz przyj cie za o enia, e indukcyjno ci  
w osiach d i q s  sobie równe, czyli Lsd = Lsq = L. Do dalszej analizy przyj to nowy 
uk ad wspó rz dnych opisany nast puj cymi równaniami: 
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Po przekszta ceniach otrzymuje si  znormalizowany uk ad równa  opisuj cy 
uproszczony model silnika: 
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gdzie: 
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Dalsz  analiz  przeprowadza si  dla trzech nast puj cych przypadków [6]: 
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3.1. Przypadek ud = uq = tp = 0 

 
W pierwszym przypadku, to jest dla warunków ud = uq = tp = 0 (fizycznie odpo-

wiada to sytuacji wy czonego spod napi cia nieobci onego silnika) otrzymuje si  
szczególny przypadek znanego z teorii chaosu równania Lorenza [6-8]: 
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 Równania Lorenza jest to uk ad trzech nieliniowych równa  ró niczkowych 
modeluj cych m.in. zjawisko konwencji termicznej w atmosferze. Dla pewnego zbioru 
parametrów dynamika uk adu jest chaotyczna, a wykresy zmiennych w przestrzeni fazo-
wej przedstawiaj  tak zwany „dziwny atraktor”. 
 W celu przeanalizowania dynamiki uk adu nale y znale  warto ci w asne, które 
s  pierwiastkami wielomianu charakterystycznego det( ) 0A I gdzie: A – macierz 
Jacobiego funkcji (8), I – macierz jednostkowa,  – warto ci w asne macierzy A. 
 Macierz Jacobiego funkcji (8) ma posta : 
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natomiast wielomian charakterystyczny macierzy (9) wynosi: 
 

1
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q
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 Punkty sta e modelu (8) atwo wyznaczy  rozwi zuj c uk ad równa  (8) dla 
warunku dd d0, 0, 0

d d d
qd ii

t t t
. Wynosz  one odpowiednio: 0,0,0 deqqeqeq ii  oraz 

1,1,1 deqqeqeq ii . 
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 W punkcie sta ym 1,1,1 deqqeqeq ii  wielomian charakterystyczny 
wynosi: 
 

3 2( ) 2 2 1 0D         (11) 
 
 
 Wielomian charakterystyczny (11) jest równaniem trzeciego rz du, co oznacza, 
e ma zawsze trzy pierwiastki, które s  to samo ciowo równe warto ciom w asnym i. 

Poniewa  w tym przypadku liczba warto ci w asnych jest liczb  nieparzyst  to jedna 
z warto ci w asnych jest zawsze liczb  rzeczywist , a dwie pozosta e albo liczbami 
rzeczywistymi albo zespolonymi sprz onymi. W zale no ci od znaku i warto ci cz ci 
rzeczywistych i urojonych poszczególnych warto ci w asnych i uk ad dynamiczny ma 
ró ne typy rozwi za . 
 Dla  z przedzia u <0, 1> uk ad ma jedno rozwi zanie – w ze  stabilny [0, 0, 0]. 
Wielomian charakterystyczny ma trzy rzeczywiste pierwiastki (trzy rzeczywiste warto ci 
w asne) – jeden wi kszy i dwa mniejsze od zera. Pokazano to na rysunku 3. 
 
 
 

 

Rys. 3. Wykres D( ) wg (11) dla  = 3 i  = 0 
 
 
 W miar  zwi kszania warto ci parametru  dodatni pierwiastek przesuwa si  
w stron  liczb ujemnych i dla pewnej warto ci parametru  przechodzi przez zero. 
W tym momencie zachodzi pierwsza bifurkacja. Po przekroczeniu punktu bifurkacji 
uk ad posiada trzy rzeczywiste, ujemne warto ci w asne. Oznacza to, e punkt [0, 0, 0] 
staje si  teraz punktem niestabilnym, a pojawiaj  si  dwa nowe w z y stabilne 
w punktach 1,1,1 deqqeqeq ii . Punkt bifurkacji atwo znale  wsta-
wiaj c do równania (11) warunek  = 0. Bifurkacja zachodzi dla  = 1. Przedstawiono to 
schematycznie na rysunkach 4. 
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Rys. 4. Wykres D( ) wg (11) dla  = 3 i ró nych warto ci  
 
 

 Nast pna bifurkacja zachodzi w dla 
22

2 2525
2
14

3
1

a
a  

gdzie 3 2345632 4818013242162204691174488a . 
Znalezienie tego punktu nie jest trudne, ale wymaga przeprowadzenia mudnych 

rachunków. Dla przyk adowej warto ci  = 3 bifurkacja zachodzi dla  = 1,159197597. 
W tym punkcie znikaj  dwie rzeczywiste warto ci w asne, a w ich miejsce pojawiaj  si  
zespolone warto ci w asne. Tym samym znikaj  dwa w z y stabilne a pojawiaj  si  dwa 
ogniska stabilne. Pokazano to na rysunkach 5. 
 
 

 
 

Rys. 5. Wykres D( ) wg (11) dla  = 3 i ró nych warto ci  
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 Trzecia bifurkacja zachodzi dla  = 5,333 (dla  = 3). Jest to tak zwana bifurkacja 
homokliniczna i od tego punktu pojawiaj  si  niestabilne orbity okresowe. Znalezienie tego 
punktu nie jest mo liwe za pomoc  prostej analizy zlinearyzowanego systemu. Mo na 
natomiast zauwa y  to na symulacjach numerycznych, gdzie trajektoria najpierw oscyluje 
w pobli u pewnej krzywej a nast pnie spiralnie pod a do punktu sta ego (rys. 6e). 
 Ostatnia, czwarta bifurkacja, jest to tak zwana subkrytyczna bifurkacja Hopfa. 
Zachodzi ona wtedy, kiedy zmieniaj  znak cz ci rzeczywiste zespolonych warto ci 
w asnych. Oznacza to, e w punkcie bifurkacji cz ci rzeczywiste s  równe zero. Tym 
samym zespolone warto ci w asne mo na zapisa , jako j  gdzie  jest liczb  rze-
czywist  zale n  od parametrów  i . Wstawiaj c j  do równania (11) otrzymuje 
si  uk ad równa : 

 
3

2
( ) 0

2 2 ( 1) 0  

 

który, jest spe niony dla 
2

)4( . Dla przyk adowego  = 3 bifurkacja Hopfa 

zachodzi dla  = 21. Powy ej tego punktu znikaj  stabilne rozwi zania i uk ad posiada 
dynamik  chaotyczn  (rys. 6f). Przy za o eniu, e  > 0 bifurkacja Hopfa wyst puje tylko 
dla  > 2. W przeciwnym wypadku, dla  < 2, bifurkacja Hopfa nie wyst pi dla adnej 
warto ci parametru  (oczywi cie przy za o eniu, e  > 0) i tym samym uk ad nie 
b dzie generowa  dynamiki chaotycznej. 
 W tabeli 1 zestawiono wyniki analizy dla przyk adowego parametru  = 3  
w zale no ci od ró nych warto ci parametru . 
 
 
TABELA 1 
Warto ci w asne funkcji (8) w zale no ci od parametru  (dla  = 3) 

 Re( 1) Im( 1) Re( 2) Im( 2) Re( 3) Im( 3) Uwagi 
(0–1) + 0 - 0 - 0 W ze  stabilny 

1 0 0 - 0 - 0 I bifurkacja 
(1–1,159) - 0 - 0 - 0 2 w z y stabilne 

1,159       II bifurkacja 
(1,159–5,333) - 0 - - - + 2 ogniska stabilne 

5,333       III bifurkacja 
(5,333–21) - 0 - - - + 2 ogniska stabilne 

21 - 0 0 - 0 + IV bifurkacja  
(bifurkacja Hopfa) 

>21 - 0 + - + + Dynamika chaotyczna 
 
 
Na rysunkach 6a-f pokazano przyk adowe trajektorie stabilne oraz chaotyczn  dla ró nych 
warto ci parametrów  oraz ró nych warunków pocz tkowych (0) 1, (0) 1, (0) 1d qi i  

(kolor czerwony) oraz (0) 1, (0) 1, (0) 1d qi i  (kolor niebieski). 



40 O. Ma yszko, S. Szkolny 

 
Rys. 6a. 

Trajektoria zmierza do w z a stabilnego [0, 0, 0] 
dla  = 3 i  = 0,7 
 

Rys. 6b. 
Dwa w z y stabilne dla  = 3 i  = 1,1 

 

Rys. 6c. 
Dwa ogniska stabilne dla  = 3 i  = 4 

Rys. 6d. 
Dwa ogniska stabilne dla  = 3 i  = 10 

 

Rys. 6e. 
Dwa ogniska stabilne dla  = 3 i  = 19,79 

Rys. 6f. 
Trajektoria chaotyczna dla  = 3 i  = 22 
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3.2. Przypadek, uq = tp = 0, ud  0 
 
 W drugim przypadku (uq = tp = 0, ud  0) analiza wygl da podobnie jak w pierw-
szym punkcie, przy czym system ma jeden dodatkowy parametr ud. Uk ad równa  ma 
teraz posta : 
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Punkty sta e wynosz  odpowiednio: 1 , 1 , 1eq d qeq d dequ i u i  
oraz 0, 0, 0eq qeq deqi i natomiast wielomian charakterystyczny: 
 

0122)( 23
dd uuD  

 
 Pierwsza bifurkacja zachodzi w punkcie du1 . Natomiast bifurkacja Hopfa 

zachodzi dla 
2

)2()4( du  lub dla 
2

)4()2(
du . 

 
 

3.3. Przypadek ud, uq, tp  0 
 
 W trzecim przypadku (ud, uq, tp  0 ) uk ad równa  ma posta  (7) i zawiera  
w sumie pi  parametrów. Znalezienie punktów sta ych nie jest atwe, poniewa  konieczne 
jest rozwi zywanie równa  trzeciego stopnia, co jest do  mudne a otrzymane wyniki 
s  trudne w zastosowaniu do analizy matematycznej. Pewne szczegó y takiej analizy 
mo na znale  w pracy [6]. 
 Z przedstawionej analizy wynika, e w pewnych sytuacjach maszyna synchro-
niczna z magnesami trwa ymi opisana za pomoc  modelu matematycznego (7) posiada 
skomplikowan  dynamik  pocz wszy od pojedynczego punktu sta ego, poprzez kilka 
bifurkacji a  do dynamiki chaotycznej w cznie. 
 
 
4. METODY ANALIZY DANYCH DO WIADCZALNYCH 
 
 Przedstawiona w poprzednim punkcie metoda analizy dynamiki polegaj ca na 
badaniu warto ci w asnych mo liwa jest do zastosowania tylko w badaniach teoretycznych, 
kiedy mamy funkcje matematyczne opisuj ce dany uk ad dynamiczny. Dynamik  uk adu 
mo na równie  bada  korzystaj c z danych do wiadczalnych. Do tego celu mo na 
wykorzysta  funkcje autoregresji i autokorelacji. W dalszej cz ci artyku u opisano 
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podstawy teoretyczne oraz przeanalizowano mo liwo  ich zastosowania do badania 
nietypowych stanów dynamicznych w maszynach synchronicznych z magnesami trwa ymi. 
 

4.1. Autoregresja 
 
 Autoregresja jest metod  s u c  do przewidywania przysz ych warto ci szeregu 
czasowego. Jest to, inaczej mówi c, regresja statystyczna, w której szukana zmienna 
jest przysz  warto ci  szeregu czasowego i nazywana jest zmienn  obja nian  (lub 
zale n ), a zmienne obja niaj ce (lub inaczej nazywane niezale ne) to warto ci szeregu 
czasowego z przesz o ci. 
 W najprostszym przypadku u ywa si  autoregresji liniowej, w której wyko-
rzystuje si  model regresji liniowej (zak adany model zale no ci mi dzy zmiennymi 
zale nymi a niezale nymi jest funkcj  liniow ). 
 

1 0 1 1 ...n n n k n kX a X a X a X c          (12) 
 
gdzie:  

Xi – warto ci szeregu czasowego, a0, .., ak,  
c – wspó czynniki modelu,  
 – b d modelu. 

 

 W celu estymacji wspó czynników modelu statystycznego wykorzystuje si  
zazwyczaj metod  najmniejszych kwadratów i jej pochodne. Metoda ta jest prosta i atwa 
w zastosowaniu, ale ma swoje wady jak np. ma  odporno  na elementy odstaj ce, czyli 
posiadaj ce nietypow  warto . W bardziej zaawansowanych analizach stosuje si  
odporne metody statystyczne (ang. robust methods) np. metody rangowe. 
 Na rysunkach 7a-7c pokazano przebieg pr du iq dla ró nych warto ci parametru 
 oraz wyznaczone za pomoc  pakietu LabView warto ci funkcji autoregresji (Main AR 

Coefficient) oraz szumu (AR Noise Variance). W miejscu przej cia z obszaru stabilnej 
pracy do obszaru chaotycznego funkcja autoregresji znacznie zmienia swoj  warto . 
Ponadto w obszarze chaotycznym gwa townie ro nie poziom szumu. W a ciwo ci te 
mo na wykorzysta  do predykcji zachowa  chaotycznych. 
 

Rys. 7a. Przebieg pr du iq dla 
ró nych warto ci parametru 
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Rys. 7b. Warto ci funkcji 
autoregresji (Main AR 
Coefficient) wyznaczonej 
dla pr du iq 

Rys. 7c. Warto  szumu (AR 
Noise Variance) funkcji auto-
regresji wyznaczonej dla 
pr du iq 

 
 

4.2. Funkcja autokorelacji 
 
 Funkcja autokorelacji stanowi miar  podobie stwa trajektorii w chwili t do jej 
warto ci w chwili pó niejszej (t + ). Inaczej mówi c jest to statystyka opisuj ca 
w jakim stopniu dany wyraz zale y od wyrazów poprzednich w szeregu czasowym. 
Autokorelacja jest funkcj , która argumentowi naturalnemu k przypisuje warto  wspó -
czynnika korelacji Pearsona pomi dzy szeregiem czasowym, a tym samym szeregiem 
cofni tym o k jednostek czasu. 
 Dla uk adu z dyskretnego funkcja autokorelacji opisana jest wzorem: 
 

1

0

1 ˆ ˆ( ) lim
N

i m iN i
c m x x

N
           (13) 

 

gdzie: 
1

0

1lim,ˆ
N

i
iNii x

N
xxxx  

 
 Trajektorie chaotyczne s  nieregularne i nie maj  adnych w asno ci powtarzal-
nych okresowo. Oznacza to, e trajektorie chaotyczne nie s  skorelowane z wcze niej-
szymi warto ciami. W przeciwie stwie do nich trajektorie stabilne s  skorelowane  



44 O. Ma yszko, S. Szkolny 

z wcze niejszymi warto ciami. W zwi zku z tym, funkcja autokorelacji b dzie mia a 
inny przebieg dla obszarów pracy stabilnej i chaotycznej. Pokazano to na rysunkach 8a-8c, 
gdzie przedstawiono wykresy funkcji autokorelacji otrzymane za pomoc  pakietu 
LabView dla pr du iq , dla ró nych warto ci parametru . 
 

 

 

 

Rys. 8a. Wykres funkcji 
autokorelacji dla warto ci 
pr du iq dla  = 5,333 
(obszar stabilny) 

Rys. 8b. Wykres funkcji 
autokorelacji dla warto ci 
pr du iq dla  = 21 
(granica obszaru stabilnego) 
 
 

Rys. 8c. Wykres funkcji 
autokorelacji dla warto ci 
pr du iq dla  = 30 
(obszar chaotyczny) 
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 W obszarze stabilnej pracy funkcja autokorelacji ma kszta t trójk tny z warto ci  
maksymaln  w rodku oraz liniowo malej cymi warto ciami w miar  wzrostu odleg o ci 
mi dzy kolejnymi wyrazami szeregu czasowego. W obszarze chaotycznym warto  
funkcji autokorelacji spada praktycznie do zera nawet dla bliskich wyrazów. T  ró nic  
mo na wykorzysta  do predykcji zachowa  chaotycznych. 
 
 
 
5. WNIOSKI 
 
 W maszynie synchronicznej z magnesami trwa ymi mo na zaobserwowa  zmien-
no  warto ci indukcyjno ci synchronicznych [10], b d cych np. efektem nasycenia 
magnetowodu. Mo e to mie  wp yw na prac  maszyny w stanach dynamicznych. 
 Uproszczony model analizowanego silnika opisany jest równaniem Lorenza (opisuj -
cym m.in. zjawisko konwekcji termicznej w atmosferze). Równanie to, dla pewnych zakre-
sów wielko ci parametrów, posiada dynamik  chaotyczn . Do predykcji wyst powania 
obszarów pracy chaotycznej, z danych do wiadczalnych, mo na wykorzysta  funkcje 
autoregresji i autokorelacji. W rzeczywistym uk adzie zjawiska bifurkacji i chaosu mog  si  
pojawi  w przypadku dodatkowego zewn trznego zak ócenia, np. kinetycznego wzbu-
dzenia o ysk. 
 Zastosowane w pracy funkcje autoregresji i autokorelacji, jak pokaza y przedsta-
wione wyniki bada , umo liwiaj  wcze niejsze wykrywanie nietypowych stanów dyna-
micznych takich jak, chaos czy bifurkacje. Konieczne jest jednak przeprowadzenie 
dalszych bada  w celu zdefiniowania miejsca wyst pienia bifurkacji lub pojawienia si  
chaosu w zale no ci od typu i wielko ci maszyny. 
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PREDICTION OF UNUSUAL DYNAMICAL BEHAVIOR  
OF PERMANENT-MAGNET SYNCHRONOUS MOTOR 

 
 

Olgierd MA YSZKO, Sebastian SZKOLNY 
 

ABSTRACT    This paper presents mathematical equations describing the 
unusual dynamical behaviour of a permanent-magnet synchronous motor. 
The dynamical behaviour of the proposed machine has been defined both in 
real three phase co-ordinates and in Cartesian co-ordinates systems. The 
dynamic phenomena occurring in the machine for different values of its 
parameters, with particular reference to the possibility of bifurcation and 
chaotic states have been analysed. The autocorrelation and the 
autoregressive functions have been used for the prediction of the unusual 
dynamical behaviour of the permanent-magnet synchronous motor. 
 
Keywords: synchronous machines, permanent magnets, vehicle drive, 
dynamic states 



Predykcja nietypowych zjawisk dynamicznych w maszynach synchronicznych… 47 

 
Dr in . Olgierd MA YSZKO jest absolwentem Wydzia u Elektrycznego Politechniki 

Szczeci skiej, gdzie w 2003 roku uzyska  tytu  doktora nauk technicznych. Aktualnie pracuje 
jako adiunkt w Katedrze Elektroenergetyki i Nap dów Elektrycznych na Wydziale 
Elektrycznym Zachodniopomorskiego Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie (dawniej 
Politechnika Szczeci ska). Jest autorem i wspó autorem kilkudziesi ciu artyku ów i referatów 
dotycz cych g ównie pracy systemu elektroenergetycznego. Aktualnie w pracy naukowej 
zajmuje si  wdra aniem nowych metod badania stabilno ci systemu elektroenergetycznego. 

 
Dr in . Sebastian SZKOLNY uko czy  studia wy sze na Wydziale Elektrycznym 

Politechniki Szczeci skiej w 2001 roku, uzyskuj c stopie  magistra in yniera. W tym samym 
roku podj  studia doktoranckie zako czone w 2007 roku obron  pracy doktorskiej. Aktualnie 
pracuje jako adiunkt w Katedrze Elektroenergetyki i Nap dów Elektrycznych na Wydziale 
Elektrycznym Zachodniopomorskiego Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie (dawniej 
Politechnika Szczeci ska). Jest wspó autorem ponad dwudziestu ekspertyz dotycz cych 
oddzia ywania farm wiatrowych na system elektroenergetyczny. Jest tak e autorem  
i wspó autorem kilkudziesi ciu publikacji i referatów wyg oszonych na konferencjach 
krajowych i zagranicznych. Obecnie jego zainteresowania naukowe zwi zane s  z analiz  
elektromechanicznych przetworników energii wspó pracuj cych z odnawialnymi ród ami energii 
oraz technikami ich szybkiego prototypowania. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



48 O. Ma yszko, S. Szkolny 

 
 
 

 


