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Réwnania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny nieskoiiczone —
zadania i problemy I

Streszczenie. Tytul: Wybdr zadai i probleméw o ciggach. .. obejmuje trzy opracowania, ktére
nazwiemy dalej odpowiednio czescia pierwsza, czescig drugg oraz czescia trzecig pracy. W prezen-
towanej pierwszej czesci przedstawimy zestaw zadan i probleméw do samodzielnego rozwigzania.
W czesdci drugiej i trzeciej tej pracy zaprezentujemy rozwigzania i wskazéwki do rozwigzan wielu
sposréd zaproponowanych w czesci pierwszej pracy zadan i probleméw.

Stowa kluczowe: ciagi liczbowe, rownania rekurencyjne, szeregi liczbowe, iloczyny nieskornczone,
liczba e, stala Eulera, punkt skupienia ciagu, punkt akumulacji ciagu, zaleznosci asymptotyczne
dla wybranych ciagéw liczbowych.

We wszystkich trzech czedciach stosujemy nastepujace, standardowe oznaczenia:
N=1{1,2,3,...}, Ny :=NU {0}, Z={x:z€eNyV —x €N},
Q — zbidr liczb wymiernych, R — zbior liczb rzeczywistych, Ry :={z: 2 € R A 2 > 0},

z::{{an}CR+: Zan<oo}, r::{{a"}CR+:,}LH;OG":O/\ZCL":OO}’

n=1 n=1

Zg = {{an}C(O,l): Zan<oo}, rg:= {{an}C(O,l): nlLrI;Oan:OA Zanoo},

n=1

gdzie dla ciagow nieskonczonych: a, € R dla kazdego n € N, stosujemy specjalne oznaczenie: {ay,}.
Ponadto zapis: {a,} C X, gdzie X C R, X # (), oznacza, ze (Vn € N) : a, € X. Piszemy tez dla
zwieztosci zapisu, ze {a,} C R jest ciagiem zerowym, jesli nhﬂn;o an = 0, czyli gdy {a,} jest ciagiem
zbieznym do zera.

Autor korespondencyjny: M. Roézanski (michal.rozanski@polsl.pl).
Data wplyniecia: 23.11.2022.
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1. Dla jakich wartosci a € R, zdefiniowany ponizej ciag {z,} jest zbiezny:
L1 = Q OrazZ Tpiq = |mn\5 —6%+45, neN,

gdzie 8,6 € Ry, B> 1,6 >20-D7"

2. Niech a, o, x,s € Ry, o < 1. Definiujemy ciag {x,,} nastepujaco: 1 = z oraz 41 = axp,+(1—a)ax;,®

dla n € N. Udowodnij, ze:

a) jesli a € [s(s +1)71,1), to ciag {z,} jest zbiezny do als+D) ',

b) jeslis > 1ia < (s—1)(s+ 1)L, to ciag {2, } jest zbiezny do a*+D " dokladnie wtedy, gdy dla

pewnego indeksu n € N mamy z,, = als+1)7h

Problem. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu {x, } w przypadkach gdy s > 1ia € ((s —1)(s+1)7%, s(s+1)71)
oraz gdy s < lia <s(s+1)7L.

3. Pokaz, ze dla dowolnego o € (0,1) U (1,2) ciag {z,} okreslony nastepujaco: 1 = o oraz xpy1 =
Tn+[sgn(1—z,)][1-2,|? dlan € N, gdzie 8 € (0, 1), ma dokladnie dwa punkty skupienia: 1—2-(1=8)""
oraz 1+ 2-(1=A7"

4. Jedli dla dowolnych z1, 22 € Ry, przyjmiemy:

Tnt+2 = /Tntl T /Tn, n €N,

to otrzymujemy ciag {x,} zbiezny do /2. Zalézmy ogélniej, ze dla pewnego k € N, k > 2, dane sa
liczby ¢; € Ry oraz s; € (0,1) dla indeksow ¢ = 1,2,...,k (dopuszczamy réowniez przypadek, gdy
s1 =1,¢1 < 1oraz s; < 1 dla indeksow ¢ > 1). Wowcezas dla dowolnych z; € Ry (i = 1,2,...,k),
rekurencyjnie okreslony ciag:

Tpyk = C1T, + xR n €N,
jest zbiezny do granicy, ktorej warto$é nie zalezy od przyjetych warunkéw poczatkowych.

Ty
5. Niech 2y = § oraz x,11 = o — (1 + %) ,n €N, gdzie o, B € R, a > e. Udowodnij, 7e ciag {x,}
ma co najwyzej dwa punkty skupienia. W szczegélnodci, gdy o > e + %, to ciag {x,} jest zbiezny.

Problem. Rozstrzygnij zbieznosé ciagu {z,} w przypadku gdy e < o < e+ 3.

6. Niech {z,,} C R. Zalézmy, ze istnieja k € N oraz liczby p1,pa,...,pr € Ry takie, ze zachodzi 2,1 <

k k
<H Ifm—lm) , gdzie M~! := 3 p;. Udowodnij, ze jesli k = 2 albo k > 2 i zachodzi nieré6wno§é
i=1 i=1

k
p1 > > (1 — 2)p;, to clag {z,} jest zbiezny.
i=3
Problem. Rozstrzygnij, na ile ostatnia nieréwnosé determinuje zbieznosé ciagu {z, }?

7. (Matthew Cook, Walter Janous oraz Marcin E. Kuczma, problem E 3388, AMM, 1990)!. Niech 1,25 €
R, . Udowodnij, ze ciag {x,} okreslony zaleznoscia 42 = 2/(x,+1 + =) dla dowolnego n € N jest
zbiezny.

1 Bedziemy odtad stosowaé¢ skrot AMM dla nazwy czasopisma American Mathematical Monthly.
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8.

10.

11.

12.

(Benjamin G. Klein oraz John Layman, AMM, problem A 6559, 1987). Dane sa 9 = 2 = o, & € R
oraz x1 € R. Polézmy x,,41 = (vpxp—1+1)/xn_odlan eN, n> 2.

a) Dla jakich liczb x; ciag {xon12/22,} jest zbiezny? Znajdz warto$¢ ewentualnej granicy tego ciagu
jako funkcji zmiennej x;.

b) Udowodnij, ze dla kazdego o € R, istnieje doktadnie jedna liczba x; € R taka, ze ciag {z,+1/zn}
jest zbiezny. Znajdz te liczbe x; oraz odpowiadajaca jej wartosé granicy ciagu {zp41/zn}-

. (T.S. Voermans, Nieuw Archief voor Wiskunde, problem 759). Ciag liczb rzeczywistych {z,} okreslony

jest zaleznoscia:

22 4+ 23, — 1

n €N
2.%'% ) )

r1 = Q, Tn+1 =

o0
gdzie a € R, a > % Udowodnij, ze iloczyn [] z, jest zbiezny i znajdz jego wartosc.
n=1

oo N (oo}
Uwaga. Podobnie jak przez szereg liczbowy > a, rozumiemy ciag sum czesciowych { > an} ,
N=1

n=1 n=1

oo
tak przez iloczyn liczbowy nieskoniczony [] a, rozumiemy odpowiedni ciag iloczynéw czeSciowych
n=1

N o0 00 N o0
{ 11 an} . O ile dla dowolnego szeregu liczbowego > a,,, w przypadku zbieznosci ciagu { > an} ,
N=1 N=1

n=1 n=1 n=1

o0 o0
jego granice nazywamy suma szeregu » . a,, to dla danego iloczynu liczbowego nieskonczonego [] an,
— n=1

n=1
N o0 o)
w przypadku zbieznosci ciagu { 11 an} , jego granice bedziemy nazywac wartoscia iloczynu [] ay.
n=1 N=1 n=1

Udowodnij, ze dla dowolnych a,8 € Ry ciag {x,} okreslony nastepujaco: z1 = «, zo = (3 oraz
Tnio = Tp(l + 2,01)" Y, n € N, ma co najwyzej dwa punkty skupienia. Co wiecej, gdy 8 > « lub
a > B+ B2, to ciag {r,} posiada dokladnie dwa punkty skupienia.

Problem. Ile punktéw skupienia ma ciag {x,} w przypadku gdy 3 < a < B+ 52?7

Zbadaj, w zaleznosci od o € R, zbieznos¢ ciagu {x,} okreslonego nastepujaco: ©1 = « oraz x,+1 =
rp(2? —x, — 1), n €N

Potézmy dla kazdego n € N oraz dla dowolnych «, 5 € Ry :

hn(a, ) = Z_: k= (n— k)P
k=1
ln(aaﬂ) = i(lnk)ia ln(n _ k)*ﬁ
k=2

o ile n > 4. Udowodnij nastepujace zaleznosci:
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00, gdy a+ 5 <1,
a) lim h(o ) = { T(@)T(8), gdy o+ =1,
0, gdy a+ 5> 1,

gdzie symbol I' oznacza funkcje gamma. Po definicje oraz podstawowe wlasnosci tej funkeji od-
sylamy zainteresowanego Czytelnika do podrecznika [13]. Odnotujmy jeszcze, ze otrzymany tu
wzér dla iloczynu funkcji gamma wiaze sie z tzw. funkcja beta:

L)l (v)

B(u,v) := Tto)

dla dowolnych u,v € C\ {0,-1,-2,...}. Gdy o, 8 € (0,1) oraz o + 8 = 1, to:

albowiem I'(1) = 1. Po wiecej szczegolow oraz dobre wprowadzenie do zespolonej teorii funkeji
beta i gamma odsylamy czytelnika do [27];

b) lim l,(«, ) = co dla dowolnych «, 8 € Ry;
n—oo

c) > hn(a,B) < oo dokladnie wtedy, gdy min{«, 5} > 1.
n=1

13. (Uogolniona granica Eulera).

Eulerowi zawdzieczamy udowodnienie istnienia granicy lim ("T“)n, jak tez zwrocenie uwagi na klu-
n—oo

czowa role jaka odgrywa ta granica w matematyce. Rowniez od Eulera wywodzi si¢ oznaczenie tej

granicy litera e (zob. [6]). Ponizej przedstawimy ogélny wariant tej granicy (Reza Farhadian [12]).

Niech {4, } bedzie rosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich takim, ze nlgrolo Agfl = 1. Przyj-

n

mijmy: d,, := An+1 — A,, n € N. Udowodnij, ze:

. An+1 an _
s (A) -

n

Uwaga.

a) N. Batir oraz M. Cancan w pracy [5] udowodnili nastepujace nieré6wnosci:

ol gig) (o (o tg) o

dla kazdego n € N, gdzie ¢ = Jz-lm —1=10,27649... oraz d = 5. Dow6d tych nier6wnosci

sprowadza sie do wykazania, ze funkcja:
1
V26 -1+ 3)

jest rosnaca w potosi (0,00). Wowcezas nieréwnosci (1) wynikaja z nieréwnosci:

w(x) := —x, x>0,

w(l) L w(n) < w() := a;lggo w(x).
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Y. Hu oraz C. Mortici w pracy [19] wykazali zaleznos¢ asymptotyczna:

) 1\" n
lim (1+—) exp|—-1+ s | =1
n—00 n 2 (n + l _ 1 )

3 12n

b) Jak wynika z nieréwnosci (1) dla kazdego n € N liczba e znajduje si¢ pomiedzy liczbami a,, :=
(1 + %)n iby, = (1 + %)nﬂ. Fakt ten mozna udowodni¢ tez na wiele innych sposobéw. Przykta-
dowo mozna udowodnié, ze ciag:

1
cn—<1+>an, n €N
4n

jest rosnacy, natomiast cigg:

jest malejacy.

W rozwiazaniu zadania M485 z czasopisma Kwant wydawanego w Rosji (chodzi o numer cza-
sopisma z czasow Rosji Radzieckiej) zauwazono, ze gdyby dla danego n € N podzieli¢ przedziat
[an,by] na cztery podprzedzialy o jednakowej dlugosci, to liczba e znalaztaby sie w drugim w
kolejnosci podprzedziale — liczac od korica a,,, a gdyby podzieli¢ przedzial [a.,, b,] na osiem pod-
przedzialéw o jednakowej dlugosci, to e znalazloby sie w czwartym kolejnym podprzedziale —
liczac od konca a,, o ile n > 6. Drogi Czytelniku, czy potrafisz uogélnié¢ te fakty na wieksza liczbe
podzialow przedziatu [a,, b,]?

c) Sanjay Kumar Khattri oraz Alfred Witkowski — polski matematyk specjalizujacy sie w teorii

)Mf,(n+l,n) }OO

nieréwnosci — w pracy [20] rozwazali zbieznosé ciagu {(1 +1 gdzie dla dowolnych
n=1

z,y € Ry liczby My(z,y), 0 < t < 1 tworza ciggla i monotoniczna ze wzgledu na parametr ¢
rodzine $rednich takich, ze:
My(z,y) := /Ty jest rednia geometryczna liczb z i y,

M (z,y) = wTﬂ/ jest srednig arytmetyczng liczb x i y.

Poniewaz dla dowolnych z,y € Ry, « # y zachodza nieréwnosci (zob. [23]):

min{z,y} < Jzy < L(z,y) < :UT-HJ < max{z,y}, (2)

jest $rednia logarytmiczng liczb x i y, wiec ze wzgledu na réwnosé:

L(n+1,n)
1
e= <1 + > ,
n

gdzie L(z,y) := lni:f’ny

z (2) otrzymujemy nieréwnosci:

1 n 1 \/m 1 7"+§+” 1 n-&-% 1 n+1
(1+) <<1+> <e<<1+> :(1+) <(1+)
n n n n n

dla kazdego n € N.
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14.

W pracy [20] udowodniono m.in., ze dla $redniej Herona:

/

~
N
\:—‘

Hey(z,y) :== (l—t),/nyrtzTﬂJ, 0<
zachodzi nieréwno$¢:
e < He(n+1,n)

dla dowolnych ¢ > % oraz n € N, natomiast dla kazdego t € (O7 %) istnieje N = N(t) € N, takie
ze dla kazdego n € N:

n > N(t) = e > He/(n+1,n).
Z kolei dla $redniej Holdera zwanej tez srednia potegowa Hy(x,y), t € R, okreslonej wzorem:

max{z,y}, gdyt= oo,

( t+yt)1/t d 7&
= ’ t Oa
Ht(‘r7y) = 2 Y

/Ty, gdy t =0,

min{z, y}, gdy t = —o0,
zachodzi nieré6wno$cé:
e<Hi(n+1,n)

dla dowolnych ¢ > % oraz n € N, z kolei dla dowolnych ¢ < 0 oraz n € N zachodzi nieréwnosé

przeciwna:
e > Hi(n+1,n).
Wreszcie, dla kazdego ¢ € (0, §) istnieje N = N(t) € N, takie ze dla kazdego n € N:

n> N(t) = e>Hi(n+1,n).

(Zaleznosé¢ asymptotyczna dla $redniej geometrycznej elementéw danego ciaggu — opracowano na pod-
stawie pracy [7]). Niech {f}72, bedzie rosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich. Zatézmy, ze
istnieja liczby r,w € R oraz wielomian p € R[z] spelniajace nastepujaca zaleznos¢ asymptotyczna:

fe

A Tk

)

€O ZWYyCzajowo zapisujemy w nastepujacy sposob?

fo~ kPP Yk gdy k — oo.

?Dla dowolnych dwdch ciagéw {an} C Ry i {bn} C Ry rozbieznych do co méwimy, ze ciagi te sa asymptotycznie

réwnowazne, gdy n dazy do nieskoriczonosci i piszemy an,, ~ by, gdy n — oo, wtedy i tylko wtedy, gdy lim ‘;—" =1.
n—oo Vn
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Udowodnij, ze wowczas dla dowolnej pary t;,to liczb rzeczywistych spelniajacej warunek:
tL<r —p(()) <t

zachodza oszacowania:

(etlnp(o) In" n) < H kzp(k) PO (ethp(O) In" n)

dla dostatecznie duzych n € N. Wyprowadz stad zaleznosé:

n
. 1 - fk w
nhﬁrr;o (n In <k1i[1 M) —p(0)Inn —In (In n)) =r —p(0)

“ H kp(k) p(0)
A=t r—p(0)_

=€

lub réwnowaznie:

nh—>Hclo nP(0) 1n¥ n,

Na tej podstawie wywnioskuj nastepujace, szczegoblne zaleznosci dla granic:

a) lim Y™ =2,
n—oo

——— =1 gdzie {p}r=1 jest ciagiem wszystkich kolejnych liczb pierwszych;

n
) lim o= = L gdzie f, ;== > k", neN.

15. Niech p € R,. Przyjmijmy:

<P = {{an} € (P : istnieje g € (0, p) takie, ze Z lan|? < oo} .
n=1
a) Podaj przyklad ciagu {a,} € €7\ (<P.

b) Udowodnij, ze zbiory £<P oraz (P \ 1<P sg geste w przestrzeni ¢P.

Przypomnijmy, ze ¢ = (P(R) := {{an} CR: Y a,? < oo}, natomiast odleglosé (metryke) w ¢7
n=1

generuje norma:

oo 1/17
(Z Ianl”) gdyp>1

n=1

Wan} € P |{an}] =
; lan [P gdy p € (0,1).
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16.

17.

18.

19.

20.

Dla kazdego s € R zdefiniujmy nastepujace zbiory:

As:{ (1+ay): {an} € z oraz E:an:,g}7

n=1 n=1

B, = {H(l—an): {an} € 7 oraz Zanzs}.
n=1 el

Znajdz liczby inf Ay, sup A, inf By i sup Bs. Pokaz, ze kresy dolne i gorne zbioréw A, i B nie sg
osiggane w tych zbiorach. Udowodnij, ze zbiory Ag i B, sa przedziatlami.

Opisz postac zbiorow A* (s € Ry, s > 1) oraz B} (s € (0,1)) okreslonych nastepujaco:

Al = {Zan: {an} € z oraz H(l—i—an):s},

n=1

B: = {Zan: {an} € z¢ oraz H(l—an) :s}.

n=1

Powiemy, ze ciag illoczynéw czesciowych jest ograniczony z dotu, jesli kres dolny tego ciagu jest dodat-
n
ni. Udowodnij, ze ograniczono$é z dotu ciggu iloczynéw czesciowych { IT(1+ ag) ¢ implikuje ograni-
k=1
n
czono$¢ z dotu nastepujacego ciagu sum czesciowych { > ak}. Podaj kontrprzyktad do twierdzenia
k=1
odwrotnego.
n
Udowodnij, ze ograniczono$¢ z gory ciagu sum czedciowych {Z ak}, gdzie a; > —1 dla kazdego
k=1
n
k € N, pociaga ograniczono$¢ z géry nastepujacego ciagu iloczynéw czesciowych { 1+ ak)}. Pokaz,
k=1

ze podobnie jak wyzej, twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Zbadaj zbieznosé szeregow > a5 edzie a € (0,1),

n=2

S(b,n) = Xn: (Ink)®k~! oraz b € {—1,0,1}.
k=2

o0 o0 mn (o) n
Niech {ax} € ro. Udowodnij, ze jesli > ai < coi > exp ( > ak) =o0,to > [[(1—ax) =
k=1 n=1 k=1 n=1k=1

o0
oo. Wykaz na przykladzie, ze zalozenie ai < oo w tym stwierdzeniu jest istotne. Pokaz, ze jesli
k=1

[ee] n [ee] n
Zexp(— Zak) <oo,to Y, JT(1—ag) < co.
n=1 k=1 n=1k=1

Uwaga. Z powyzszych stwierdzen oraz z rozwigzania zadania 14 mozna wywnioskowa¢ nastepujace

fakty: nX::2 k]:[2 (1 - ﬁ(k)) = oo dlakazdegoy € Ry \{kln (k) : k € NAk > 2}; szereg Ez kl:[2 (1-%)

jest rozbiezny dla y € (0,1] i jest zbiezny dla pozostalych y € R, ; szereg 22 kH (1 - ylnT(k)) jest
n=2k=2
zbiezny dla dowolnego y € R,..
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21. (Wariant twierdzenia Riemanna o aproksymacji liczb rzeczywistych podszeregami) Niech {a,} € r.
Udowodnij, ze dla kazdego z € (0, co], istnieje rosnacy ciag {k,} liczb naturalnych taki, ze:

oo

E ay, = oraz lim (kpi1 — kn) = 00.
1 n—oo

n=

22. a) Podaj przyktad ciagu {a,} € r takiego, ze dla kazdego rosnacego ciagu {k,} C N, jezeli jest

spetione limsup ky, 11k, ! < oo, to > ak, = co.
n—00 n=1

b) Znajdz ciag {b,} € r taki, ze dla pewnego rosnacego ciagu {k,} C N mamy lim k, 1k, =1
n—oo

o0
oraz Y, by, < oo.
n=1

23. Udowodnij, ze dla kazdego nierosnacego ciagu {a,} € r istnieje ciagg mnoznikow {e,} C {£1} dla
ktorego:

(o)

E Enly = 00 oraz lim 1,5(n—1)"' =1,
1 n— o0

e

gdzie dla kazdego n € N symbol 1} oznacza liczbe indeksow i € N, i < n, takich, ze e; = 1.

24. Udowodnij, ze dla kazdego = € R, dla kazdego ciagu {z,} € r oraz dla dowolnego wielomianu p nad R
takiego, ze p(0) = 01 p'(0) # 0, istnieje ciag mnoznikow {e,} C {£1} o wlasnosci > p(enx,) = .
n=1

25. (Soichi Kakeya, 1914 zob. [4]). Niech {ay}nen bedzie ciagiem liczb rzeczywistych zbieznym do zera.
Dla kazdego zbioru B C N szereg:

o0
Yol Y ab
neB ke{l,...,n}NB ne=1
o0
gdzie przyjmujemy > aj := 0, nazywamy podszeregiem szeregu > a, = >, a,. W szczegolnosci
ke n=1 neN
gdy B C N jest zbiorem skonczonym, to szereg > a, nazywamy skonczonym podszeregiem szeregu
neB
> an. Bedziemy tu rozwazac¢ zbior E = F(a) sum podszeregow szeregu a := Y ap:
neN neN
E=E(a):= {xEREIBCN: Zanzx}.
neB

Zwroémy w tym momencie uwage na fakt, ze symbol > a,, gdzie B C N moze oznacza¢ tu za-
neB

o0

rowno odpowiedni podszereg szeregu > a,, jak tez sume tego podszeregu. Udowodnij nastepujace
n=1

twierdzenia:

a) jelia={a,}>>, CRy i Y a, = oo, to E(a) = (0,0,
neN

3Wzmocniona wersje tego twierdzenia sformutowano w zadaniu 21.
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b) jesli > |an| < oo, to zbidr E(a) jest domkniety,

n=1
o0
c) jeslia={a,}>2; CR; oraz Y. a, < 00, to zbiér E(a) nie posiada punktéw izolowanych, innymi

n=1
stowy, na podstawie b), zbiér F(a) jest zbiorem doskonalym,

d) jeslia={a,}32; CR; oraz > a, < oo i dodatkowo zachodzi:

n=1
o0
an < E a
k=n-+1
o0
dla kazdego n € N, mowimy wowczas, ze szereg » . a, jest wolno zbiezny, to:
n=1

E(a) = [O, Zanl . (3)

o0

Udowodniono ponadto, ze jesli zachodzi rownosé (3), to szereg > a,, jest wolno zbiezny. W pracy
n=1

[30] wykorzystano ten fakt do udowodnienia twierdzenia z elementarnej teorii miary gloszacego,

ze kazda miara nieujemna bezatomowa posiada wtasnosé Darboux,

o0
e) jeslia={a,}>2; C R4 oraz > a, < oo i dodatkowo zachodzi:

n=1
o0
Ay > Z ag

k=n-+1

o0
dla kazdego n € N, mowimy wowczas, ze szereg » . a, jest szybko zbiezny, to zbiér sum pod-

n=1
szeregéw E(a) jest homeomorficzny z klasycznym trojkowym zbiorem Cantora. Ponadto granica

[ee]
lim 2" Y ay jest rowna mierze Lebesgue’a zbioru E(a).
n—oo k=n+1
Uwaga konicowa. Pelng topologiczng klasyfikacje zbiorow postaci E(a) podali dopiero J.A. Guthrie
oraz J.E. Nyman w pracy [14], niestety z btedami skorygowanymi p6zniej w pracy [26]. Jesli a C R jest
o0
ciagiem {a, }52, takim, ze Y |a,| < 0o, to zbior E(a) albo jest zbiorem skoriczonym, albo jest suma

n=1
mnogosciowa skoniczonej rodziny przedzialéw domknietych i ograniczonych, albo jest homeomorficzny

z trojkowym zbiorem Cantora, albo jest (tej mozliwosci brakowalto w oryginalnej wersji pracy [14]) tzw.
M-Cantordzialem (od angielskiej nazwy M-Cantorval). Po szczegoly, w tym definicje M-Cantordziatu,
odsytamy zainteresowanego Czytelnika do pracy [4].

o0

26. Niech {a,} € z. Polézmy r, = > ax, n € N. Wowczas dla kazdego p € (0,1) mamy:
k=n

) 0o 1-p
Z apr, P < (1-— p)*l <Z an> )
n=1 n=1
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przy czym stata (1 —p)~! po prawej stronie znaku nieréwnosci jest najlepsza (AMM, problem E 2996,

1983). Innymi stowy, dla kazdego p € (0,1) zachodzi nieréwnos¢:

i oszacowania tego nie da sie poprawic.

Uwaga. Podana powyzej nieréwnosc znalez¢ mozna w wielu standardowych podrecznikach, np. w [13],

jednak bez zaakcentowania faktu, ze stata (1 — p)~! jest najlepsza.

27. Podaj przyklad ciagu {a,} liczb rzeczywistych zbieznego do zera, takiego ze:

28.

a)

b)

o0 o0
szereg Y. aj jest zbiezny oraz Y. a¥ = oo dla pozostaltych k € N;

n=1 n=1
oo}

szereg Y. aF jest zbiezny dla wszystkich k € (2N — 1) za$ dla wszystkich k € 2N jest rozbiezny.
n=1

(George Polya [3]). Dla dowolnego M C N skonstruuj ciag {a,} C R zbiezny do zera, taki ze
szereg > a2k~1, gdzie k € N, jest zbiezny doktadnie wtedy, gdy k € M.
n=1

(Andrew Lenard, AMM). Niech n € N. Udowodnij, ze jesli a1, as, ..., a, sa liczbami zespolonymi
spelniajacymi warunki:

to wszystkie te liczby musza by¢ réwne zero. Podaj przyktad ciagu {a,} C C\ {0} takiego, ze
kazdy z szeregow > al, r € N, jest zbiezny do zera.

n=1
(Jacob Sturm, AMM, problem E 3384, 1990). Niech {a,} bedzie réznowarto$ciowym ciagiem
liczb zespolonych takim, ze szereg Y. |a,| jest zbiezny. Niech {c,} C C\ {0} bedzie ciagiem

n=1

o0
ograniczonym. Udowodnij, ze wtedy dla nieskoniczenie wielu liczb naturalnych r mamy Y cpal #
n=1
0.

29. Niech 7 = {(n,m) € N? : n < m} oraz zdefiniujmy przedzial liczb naturalnych I(n,m), kladac
I(n,m) ={k € N: n <k <m} dla kazdej pary (n,m) € m. Z kolei kazdy zbior postaci {k € N: k >
n}, gdzie n € N, bedziemy nazywali p6losig na N.

Niech o C 7, o # 0. Jedli ciag {a, } liczb rzeczywistych spelia nastepujacy warunek:

(Ve > 0)(Fke e N)(V(n,m) €0): n > k. = |a, — am| <&,

to powiemy, ze ciag {a,} jest c—ciagiem Cauchy’ego.

Udowodnij ponizsze twierdzenie.
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30.

31.

Twierdzenie 1. Niech 0 C ©. Na to, by kazdy monotoniczny o—cigg Cauchy’ego {a,} liczb rzeczy-

wistych byt zbiezny (tj. by byt réwniez m—ciggiem Cauchy’ego) potrzeba i wystarcza, by dla kazdego
N € N zbior:

J(N, o) :U{I(n,m): (n,m) € o orazn > N}

zawieral potos na N.

(Erwin Kronheimer, problem A 6516, AMM). Czy istnieja liczby rzeczywiste s1, s, s3, . . ., nie wszystkie

réwne zero, takie ze kazdy z nastepujacych szeregéw jest zbiezny:

itd.

a)

S1+S83+83+ ...,
51+(S1+52)+(S1+$2+83)—|—...,

s14[s1+(s1+s2)]+[s1+(s1+52)+(s1+s2+s3)]+...,

Albert Wilansky sformutowal w Mathematics Magazine ciekawy problem. Czy nastepujace stwier-
[ee]

dzenie moze stuzy¢ jako kryterium zbieznosci dowolnego szeregu > a,, o sktadnikach rzeczywi-
n=1

stych? Jesli dla kazdego € > 0 istnieje ciag {b,} C R taki, ze szereg > a,b, jest zbiezny oraz

n=1

|1 — b,| < ¢ dla kazdego n € N, to szereg > a, jest zbiezny. Odpowiedz brzmi: ,NIE MOZE”.

n=1
o0
W zwiazku z tym podaj przyklad szeregu rozbieznego > a,, gdzie lim a, = 0, dla ktorego
n=1 n—oo
o0
istnieje ciag {b,} C R zbiezny do 1, taki ze szereg > a,b, jest zbiezny. Udowodnij réwniez

n=1
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech {a,}, {b,} € r. Jesli lim a,b,* = 1, to dla dowolnych x € R oraz
n—oo
e € Ry istniejg ciggi {6,},{on} C R, obydwa zbiezne do 1 i spetniajgce warunki:

T =a101 — bjo1 + agdy —byos + ...+ andy, — bpo, + ...

oraz |1 —d,| <e i |l —o,| <e dla wszystkich n € N.

Nalezy podkresli¢, ze nawet dos¢ radykalne wzmocnienie zalozen w rozwazanym w podpunkcie a)

stwierdzeniu Wilansky’ego, w dalszym ciagu nie prowadzi do otrzymania skutecznego kryterium

badania zbieznosci szeregdéw, o czym przekonuje nas nastepujacy fakt. Dla kazdej przeliczalnej
o0

rodziny ciagow {e ,}22, € r, k € N, istnieje szereg > a, rozbiezny taki, ze dla kazdego k € N

n=1

oo
istnieje ciag {bx,n}o2; C R dla ktorego szereg > a,by,, jest zbiezny i jednoczesnie |1 — by, | <
n=1

€k,n dla wszystkich n € N. Na zakonczenie zwr6¢my uwage, ze dopiero pelne wzmocnienie zatozen
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32.

33.

34.

35.

w stwierdzeniu Wilansky’ego, tak jak w twierdzeniu ponizej, prowadzi do otrzymania kryterium
zbieznosci obejmujacego wszystkie szeregi liczb rzeczywistych.

o0
Twierdzenie 3. Niech > a, bedzie szeregiem liczb rzeczywistych. Jesli dla pewnego ciggu {e,} €

n=1

o0
z istnieje cigg {b,} C R taki, Ze szereg Y anb, jest zbieiny oraz |1 — b,| < &, dla wszystkich

n=1

[ee]
n € N, to szereg > a, tez jest zbiezny.
n=1

Dany jest ciag zerowy {a,} C R. Udowodnij, ze dla kazdego x € R istnieja ciagi {\,} oraz {u,} liczb
catkowitych, dla ktoérych:

) )
T = § Anlp = H HnQp
n=1 n=1

(AMM, problem A 6240, 1978).

Udowodnij rowniez nastepujace, czeSciowe uogodlnienie tego rezultatu. Dany jest ciag {z,}2>, C Ry

taki, ze 1o =01 lim z, = oco. Jesli (Tnt1 — zp)w, L =0, to dla kazdego ciagu zerowego {a,} C

lim

R\ {0} oraz dla kazdego = € R istnieje ciag {e, }, ktorego kazdy element nalezy do zbioru {ez, : n €

oo
Ny ie =41}, taki ze > e,a, = x oraz e, # 0 dla nieskonczenie wielu indeksoéw n € N.
n=1

7 powyzszego twierdzenia wynika miedzy innymi nastepujacy wniosek. Niech s € R,. Wtedy dla
kazdego ciagu zerowego {a,} C R\ {0} oraz dla kazdego x € R istnieje ciag {e,}, ktorego wszystkie

elementy naleza do zbioru {£n®: n € Ny}, taki ze > epa, = .
n=1

Niech aq,...,a; € Ry, gdzie k jest ustalong liczba naturalng. Udowodnij, ze nastepujacy szereg jest
zbiezny:

o [k k 1/n
Z Zaf/n—k<Hai>
n=1 i=1

=1

Niech {a,},{en} C Ry. Udowodnij, ze jesli ciag {a,} jest ograniczony, a,+1 > a, —¢&, dla dostatecznie
duzych n € N oraz {e,} € z, to ciag {a,} jest zbiezny. Natomiast, jesli {,} € r, to dla kazdego
domknietego i niepustego przedzialu I C R mozna podaé¢ przyklad ograniczonego ciagu {b,} C R,
spelniajacego nieré6wnos¢ b, 41 = b, — &, dla kazdego n € N i ktorego zbiorem punktéw skupienia jest
przedzial I.

o0

Niech s € R,. Potézmy a, = n® (Z k_s_1> dla n € N. Udowodnij, ze wowczas ciag {a,} jest
k=n

zbiezny do s~! i zachodza nieréwnosci:

L e =2 -1
58(1 —3) < 117{r_1>1£fn (ana,y —1)

oraz:

limsupn~?(ana,; — 1) < =s(s + 1).

1
n— 00 2
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36.

37.

38.

39.

Pokaz, ze jezeli s < 1, to ciag {a,} jest malejacy.

Niech {b,,} C R,. Udowodnij, ze jesli ciag {bnb;}rl} jest zbiezny do liczby a < 1, to:
. O I |
lim b, <k25k ) =(1-a)
C=N

(Albert Wilansky, AMM, problem A 6469, 1984). Czy istnieje przeliczalna rodzina E ciagow liczb
rzeczywistych, dla ktorej zachodzi réwnosé:

E*:{{xn}CR: Z|xn|<oo},

gdzie rodzina E* okreslona jest nastepujaco:

E* = {{:z:n} C R : szereg Z TnYn jest zbiezny dla kazdego {y,} € E} .

n=1
Odpowiedz na ten problem jest negatywna. By sie o tym przekonaé, proponujemy Czytelnikowi udo-
wodnienie nastepujacych dwoch twierdzen.

R o0
Twierdzenie 4. Dla kazdej przeliczalnej rodziny { S)} , 1 € N, ograniczonych ciggow liczb rzeczy-
n=1

o0 o0 .

wistych, istnieje szereg rzeczywisty Y xn, warunkowo zbiezny taki, Ze kaidy szereg tgf)xm 1 €N,
n=1 n=1

rowniez jest zbiezny.

o0
Twierdzenie 5. Dla kazdego nieograniczonego ciggu {t,} C R, istnieje szereg rzeczywisty > Tp,

n=1
e

bezwzglednie zbiezny taki, ze szereq > tnx, jest rozbieiny.
n=1

Niech o € R bedzie liczbg algebraiczna stopnia > 2, tj. taka liczba rzeczywista dla ktoérej istnieje
wilomian ¢ nad Q stopnia drugiego taki, ze p(a) = 0, ale (a) # 0 dla kazdego wielomianu ) nad
Q stopnia pierwszego. Niech {p,q,'} C Q bedzie ciggiem zbieznym do «, przy czym {p,} C Z oraz
{gn} C N. Udowodnij, ze wowczas:

lim | —pnq;l|q;1 =1.
n—oo

Niech v bedzie stala Eulera, tj. liczba okreslona jako granica ciagu {D,}, gdzie:

1 1 1
D,=1+—-+-+...+—-1 .
n +2+3+ —l—n n(n), neN
a) (Laszlo Toth, problem E 3432, 1991). Udowodnij, ze wowczas dla kazdego n € N, zachodza
nieréwnosci:
1

7<Dn_
20+ 2/5 7

<o
2n+1/3
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przy czym 1/3 nie moze byé¢ zastapiona przez liczbe wieksza, natomiast liczba 2/5 moze by¢
pomniejszona.

(Duane W. DeTemple [10], [9]). Przyjmijmy teraz:

Ro=ltstzt.tr—tn(nts
n = 5Tyttt nln 3

dla n € N. Wtedy, dla kazdego n € N, zachodza nieréwnosci:

1
24(n 4 1)2

<R,—7< YPoR

Warto jeszcze nadmienié, ze Duane DeTemple oraz Shun-Hwa Wang udowodnili w pracy [11]
nastepujaca zalezno$¢ asymptotyczna (zob. stopke na stronie 22):

FUUUPRR By (U & R A (RS & R (S & I
n T \MT Y 960 \" T 2 8064 \"' T 2

127 1\® B (3) 1\~
30720 (7”2) “ o \"Tz)  te)

gdzie B, (x) oznacza n—ty wielomian Bernoulliego (zob. [2]) oraz dla kazdego k € N zachodza

(4)

nieréwnosci:

1 —2k—2
0 < (—1)*pi(n) < W <n + ;) .

Niezwykle interesujacy jest tu fakt odkryty przez Weiping Wanga w pracy [29], ze dla dowolnego
m € N zachodzi nastepujaca zalezno$é¢ asymptotyczna:

4 24 4

7 (s +1 *2+ 31 (, +1 3197 ) +1 *4+
—— | 2m+ - m+ — —— | 2m+ - e
960 4 8064 4 30720 4

1 1 1 1 1 1\ !
l+-+...+=—~-In(2m+ - | +7+ —|2m+ - +
2 n 2 (5)

mamy tu szereg potegowy wzgledem wyrazenia (2m + i)_l, gdy n — oo, gdzie przy kolejnych
potegach wyrazenia (2m + i) " mamy te same wspotczynniki co przy kolejnych potegach wyra-
zenia (n + %)72 we wzorze (4). Wzor (5) jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacej zaleznosci
asymptotycznej W. Wanga [29]: dla dowolnego h € R oraz m € N mamy:

1 1 (h)

1 - Qe
l4=+...4—~=In(2m+h O
g~ In(2m )+;(2m+h)k

gdy n — oo, gdzie ciag {ar(h)}72, okreslony jest rekurencyjnie:

_1-3h
- ==,

k—1
ar(h) = 2Ry + (;];)k =) (—1F (]Z_ 1.) a;(h)RF

X —1
i=1

a1 (h)
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dla kazdego k = 2,3, ... oraz gdzie R = %

127

k—1 .
1 By 2k —j—1
"Ry = — — == - ) 2R,
Tk & J( j—1>

J

dla kazdego k = 2,3, ... Symbolem By oznaczamy liczby Bernoulliego o parzystych indeksach.
c) (Marian Tetiva, Abdelhak Berkane, problem 12194 AMM 129 (2022), 386-387). Udowodnij, ze:

> 1 1 —In(2
Z(Dn—v—) _ 14y -In@m)
= 2n 2

Uwaga koncowa. Stalej Eulera po$wiecona jest ksiazka [17] autorstwa Juliana Havila.

40. (Paul Erdss, AMM, problem E 3200, 1987). Dany jest ciag {z,} C R, rosnacy i nieograniczony.
Udowodnij, ze jesli (a1 + a2 + ... + ap)/an — 00, to N(z)/In(z) — oo gdy © — oo, gdzie N(z) =

YL

Non:a, <z

41. (Paul Erdds, Nieuw Archief voor Wiskunde, problem 589). Niech {a,,} bedzie rosnacym ciagiem liczb
naturalnych. Potézmy:

N(z) = Z 1 oraz f(n)= Z (n—a;)™t.
Non:a, <z N3i:a;<n
Udowodnij, ze:
a) jesli lim 7 IN(x) =c¢ >0, to f(n) — oo,
Tr—00

b) warunek N(z) > cx dla wszystkich z € R,, gdzie ¢ jest pewna stala dodatnia nie implikuje
zaleznosci f(n) — oo gdy n — oo,

c) (J. Pach) jesli limsupx~!N(x)In(z) > ¢, to limsup f(n) > c.
xr—r0o0

n— oo

42. (Warren Stenberg |28]). Rozwazmy ciag {a,} € r. Dla kazdego = € R przyjmijmy:

N(x) :HneN: a">31:}"

Uzasadnij, ze funkcja ta jest funkcja niemalejaca zmiennej x € R, przy czym lim N(z) = oco.
Tr—r 00

a) Udowodnij nastepujacy fakt. Niech N(z) # o(z), czyli nie zachodzi warunek lim N@) — (. Niech

x

T—r00
m,p € Ry, p>1oraz 0 < K < limsup @ Wowczas istnieje ¢t > m dla ktorego:
Tr—r00
k
N(pt) — N(t) > §(p — 1)t.

b) Na podstawie powyzszego faktu udowodnij, ze dla kazdej permutacji h na N istnieje podciag {¢, }
ciagu {ap(n)} spetniajacy warunek:

o0

oo
g Cp = 00 oraz g len — ent1] < oo.
n=1

n=1
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43.

a)

b)

Dany jest ciag niemalejacy {b,} C R, spehiajacy warunki: lim b, = oo oraz Y. b,! = oo.

n— oo n=1

Pokaz, ze na to, by dla kazdego nierosnacego ciagu {a,} € z zachodzila réwnosé¢ lim apb, =0
n—oo
potrzeba i wystarcza, by:

lim inf nb, ' > 0.
n—oo

(Donald A. Darling, AMM, problem 10412 — zob. [8]). Dany jest ciag {a,} C R;. Udowodnij, ze
na to, by dla kazdego ciagu nierosnacego {b,} C R, dla ktérego nier6wno$¢ b,, > a,, zachodzi

dla nieskoriczenie wielu indekséw n € N spetniony byt warunek > b,, = oo potrzeba i wystarcza,

n=1
by:

lim inf na,, > 0.
n—oo

Uwaga. Podpunkt b) stanowi w pewnym sensie odwrotny wariant punktu a). Nalezy jedynie zastapic¢

tu ciagi {a,} i {bn} przez odpowiednio ciagi {b,} i {a,} z punktu a).

(oo}
44. (Grahame Bennet, AMM, problem E 3201, 1987). Niech {a,} € z. Powiemy, zZe szereg . a, jest
n=1

45.

szybko zbiezny, jesli istnieje ciag {b,} C Ry taki, ze:

a)

b)

00 N
> an ( > bm> = O(by).
n=N m=1

Zaltozmy, ze liczba a € R spelnia warunek 2"« # kn dla dowolnych k € Z oraz n € N. Udowodnij,
ze wtedy ciag {sin(2"«a): n € N} nie jest zbiezny.

Czy istnieje @ € Ry takie, ze zero jest punktem skupienia ciggu {n® sin(n)}? Zauwazmy tylko, ze
gdy a > 41, to jedynymi punktami skupienia tego ciagu sa £oo. Wynika to m.in. z nastepujacego
rezultatu Kurta Mahlera 7z pracy [22] z 1953 roku, ze dla dowolnych m,n € N, m,n > 2, zachodzi
oszacowanie:

’ﬂ' — ﬁ’ = m~42,

m

Podkreslmy, ze wyktadnik 42 w tym oszacowaniu byl nastepnie redukowany — poprawnie —
przez Mahlera do 30, gdy m jest dostatecznie duze, przez M. Mignotte’a do 20, G.V. Chud-
novsky’ego do 19,8899944 . .. i wreszcie przez Masayoshiego Hate do 13,394 w pracy [15]. Jako
ciekawostke przytoczmy jeszcze jeden fakt, ze gdy 8 > 6, to jedynymi punktami skupienia ciggu
{nfsin(v/3n): n € N} s3 +00. Wynika to podobnie jak poprzedni fakt z oszacowania udowodnio-
nego tym razem przez M. Hate w pracy [16], a pozostajacego w tym samym stylu co oszacowanie
Mahlera: dla dowolnego e > 0 istnieje go(g) € N, takie ze:

7T p

v B

dla dowolnych p,q € N, gdzie g > qo(¢) oraz £ = 4,601579. ..

—t—¢
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c¢) (Paul R. Chernoff, AMM, problem A 6336, 1981). Niech k£ € Niniech a1, as, ..., ar beda liczbami
rzeczywistymi. Udowodnij, ze jesli:

lim sin(naq)sin(nasg) .. .sin(nag) = 0,
n—oo

to co najmniej jedna z liczb a;, 1 < ¢ < k jest calkowita wielokrotnoscia liczby .

d) Nastepujacy problem, jednak w nieprawidlowym sformulowaniu, zaproponowal Vladimir Naro-
ditsky w AMM (problem A 6442, 1983). Tutaj podajemy wesje skorygowana. Niech N € N oraz
ag, A\, € R, dla k=1,..., N. Udowodnij, ze jesli nastepujaca granica istnieje:

t—o0

N
lim Z ag exp(iA;t),
n=1
to albo axAx = 0 dla kazdego k = 1,..., N, albo wszystkie lambdy sa identycznei a; +as+ ...+
anN = 0.
46. Potézmy S(r) = {|sinn|"": n € N} dla kazdego 7 € R.

a) (Robert Curry oraz James O. Friel, AMM, problem A 6379, 1982). Pokaz, ze ciag S(—1) jest
zbiezny do 1 (wskazowka — zobacz wynik Mahlera z punktu b)).

b) (Gerald Weinstein, AMM, problem A 6564, 1988). Udowodnij, ze ciag S(2) nie jest zbiezny. Jesli
C € Ry jest stalg o wtasnosci |p/q — 7| > ¢~¢ dla dostatecznie duzych p, ¢ € N, to ciag S(7) jest
zbiezny do 0 dla kazdego 7 > C.

Uwaga. W nawiazaniu do powyzszego zadania proponujemy jeszcze zapoznac sie z zawartoScig pod-
rozdziatow 11.2-11.4 w ksiazce [1].

47. (John von Neumann [24] — jako prekursor, a ponadto: Descovich, Niederreiter, van der Corput, Hlaw-
ka). Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczng i niech {z,} C X.

Definicja 1. Zbiorem punktéw akumulacji A({z,}) ciggu {x,} nazywamy zbior:

A({zn}) :={z € X : dla kazdego zbioru otwartego U zawierajgcego x

istnieje nieskoriczenie wiele n € N takich, ze x,, € U}.

Udowodnij nastepujace twierdzenie o przegrupowaniu ciagow w (X, p).

Twierdzenie 6 (Harald Niederreiter [25]). Jesli (X, p) jest przestrzenig metryczng zwartq, {x,} C
X i{yn} C X, to nastepujgce warunki sq réwnowazne:

a) istnieje permutacja T na N taka, Ze:

lim P (xna yT(n)) =0,

n— oo

b) A{zn}) = A{yn})-
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