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Streszczenie

W artykule przedstawiono rezultaty dziatania sterowania liniowo-
kwadratowego LQR (ang. Linear Quadratic Regulator) i nieliniowego
backstepping na realnym obiekcie. Obiektem sterowania jest wahadto
odwrocone z napgdem inercyjnym (IWP - ang. Inertia Wheel Pendulum).
Posiada ono dwa stopnie swobody: kat odchylenia od pionu oraz kat
obrotu kota zamachowego. Wirujaca mas¢ napgdza wysokomomentowy
silnik umieszczony wewnatrz konstrukcji. Obiekt posiada mniej wymuszen
(jedno) niz stopni swobody (dwa) i dlatego nazywany jest underactuated.
Celem uktadu regulacji jest utrzymywanie urzadzenia w pozycji pionowej
stanowigcej punkt rOwnowagi. Zastosowano sterowanie nieliniowe backs-
tepping. Kat obrotu kota zamachowego mierzony jest przez enkoder
inkrementalny. Do pomiaru poziomu odchylenia od pionu zastosowano
jednostke IMU (ang. Inertial Measurement Unit) zawierajaca akcelerometr
i zyroskop. Chcac stworzy¢ efektywnie dziatajaca fuzje sensoryczna,
zastosowano filtracje Kalmana. Dzigki temu mozliwe jest ustalenie odpo-
wiedniego stopnia zaufania odpowiednim potokom pomiarowym i odfil-
trowanie szkodliwych zaklocen. Wykonano testy na obiekcie rzeczywi-
stym i udowodniono poprawno$¢ dziatania zastosowanych algorytmow.

Stowa Kkluczowe: sterowanie nieliniowe, backstepping, LQR, filtr Kalmana.

Comparison of LQR control and nonlinear
backstepping control using an inertia
wheel pendulum

Abstract

This paper presents the results and comparison of linear quadratic control
LQR and nonlinear backstepping on a real device. This device is the
inverted pendulum driven by an accelerating inertia — inertia wheel
pendulum. It has two degrees of freedom: the angle of inclination and the
angle of rotation of the flywheel and one actuator — a high torque DC
electric engine. Thus it is called underactuated. The purpose of the control
system is to maintain the device in a vertical position which is the unstable
equilibrium point. The angle of rotation of the flywheel is measured by an
incremental encoder. To measure the angle from the vertical position, there
was used the IMU (Inertial Measurement Unit) containing an accelerometer
and a gyroscope. In order to create an effectively functioning sensory
fusion, Kalman filtering was used. This made it possible to determine the

appropriate level of trust for sensors and to filter out harmful noise. The
correct effect of the used algorithms is presented.

Keywords: nonlinear control, backstepping, LQR, Kalman filter.

1. Wstep

Sterowanie ukladami wunderactuated, a wigc posiadajacymi
mniej wymuszen niz sterowan w obecnych czasach staje si¢ coraz
czestszym zadaniem stawianym elektronicznym uktadom. Szcze-
golnie jest to istotne, gdy urzadzenie ma za zadanie funkcjonowa-
nie w punkcie pracy pozbawionym stabilnosci trwalej. Wahadto
odwrdcone jest klasycznym przyktadem obiektu niestabilnego
i nieliniowego [5, 6]. W wielu bardziej ztozonych uktadach, takich
jak np. maszyny kroczace, dziatanie pewnych ich fragmentow (np.
ndg) jest analogiczne do prezentowanego uktadu.

Niniejszy artykul przedstawia rezultaty dzialania dwoch algo-
rytmow sterowania: LQR 1 backstepping. Badania zostalty wyko-
nane na rzeczywistym wahadle odwroconym z napgdem inercyj-
nym IWP (ang. Inertia Wheel Pendulum) — przedstawiono go na
rysunku 1. Rozwazany obiekt posiada dwa stopnie swobody: kat
odchylenia od pionu & i kat obrotu kota inercyjnego ¢, oraz

jedno wymuszenie: prad w silniku i . Przez mniejsza liczb¢ wy-
muszen od liczby stopni swobody mozna go zaliczy¢ do uktadow
underactuated. Do opisu matematycznego tego obiektu zastoso-
wano rézniczkowe roéwnania Lagrange’a zawierajace elementy
nieliniowo$ci. Powyzsze aspekty sprawiaja, ze sterowanie tym
uktadem nie jest trywialne.

Przetestowano dwa algorytmy sterowania. Pierwszym z nich
to algorytm liniowo-kwadratowy LQR (ang. Linear Quadratic
Regulator). Pomimo tego, ze jest on z natury liniowy to nadaje si¢
on do sterowania uktadéw nieliniowych w waskim obszarze wo-
kot punktu linearyzacji. W dalszej czeSci artykutu beda przedsta-
wione jego najwazniejsze rownania oraz obiecujace wyniki dzia-
fania. Jako drugi zostanie przedstawiony algorytm backstepping.
Zostang ukazane jego zalety i wady oraz mozliwe dalsze rozwi-
nigcia.
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Rys. 1. Zdjgcie obiektu, na ktorym prowadzono badania
Fig. 1.  Photography of the object

Oprocz algorytméw sterowania zostal zaimplementowany es-
tymator stanu — filtr Kalmana. Pozwala on utworzy¢ z akcelero-
metru i zyroskopu fuzje sensoryczng. Wychodzacy z niego sygnat
trafia bezposrednio do regulatora.

Na potrzeby badan wykonano realna konstrukcje. W artykule
zamieszczono wyniki pomiaréw dziatajacego urzadzenia.

2. Model matematyczny

Korzystajac z algorytmow sterowania nieliniowego przedsta-
wionych w niniejszym artykule nalezalo wyznaczy¢ model mate-
matyczny obiektu. Do pelnego opisu wystarczy uklad dwoch
réwnan rézniczkowych:

d=y,p+y,a +y,sin(a) (1)

. ki-bg
s T
¢ 1

k

@

gdzie: o - kat odchylenia konstrukcji od pionu, ¢ - kat obrotu
walu silnika, k- stata silnika, b, - wspotczynnik tarcia na wale
silnika, i - prad plynacy przez uzwojenia silnika, 7, - moment
bezwtadnosci kota zamachowego, v, , w, i y, - stale wspot-
czynniki.

Wspotczynniki v, , v, i w, przyjmuja nastepujaca postac:

Ik
= 3
v L+1 (3)

b
Y 4
2 I+l 4)

glpmc

=Sre 5
Vs I+l (5)

gdzie: I, - moment bezwladno$ci catej konstrukcji, b, - wspot-
czynnik tarcia wahadla wzgledem podtoza, g - przyspieszenie
ziemskie, / - wysoko$¢ wahadta, m, - masa wahadta.

Wigcej na temat modelu matematycznego mozna odnalezé
w podanych referencjach [1, 2].

3. Sterowanie LQR

Najwazniejsze rownania zwigzane z regulatorem LQR zostaly
zamieszczone ponizej:

Uror = _KxLQR (6)
J= [)_CZL-QRQ)_CLQR + REEQR] @
i=0
a
Xror = a (®)
¢
B =0+ 4;(B,~BB,(R+B;RB,) " BjR)A, €
K =(R+B,;RB,)"B'P 4, (10)
K =[51.57 17.19 —-0.40] (11)
R =100 (12)
1 00
0o=|0 1 0 (13)
0 0 1
gdzie: u,,, - sterowanie (prad w uzwojeniach silnika),

X,ox - Wektor stanu, n - horyzont sterowania, 0 - macierz wag
stanu, R - waga sygnalu sterujacego, 4, i B, - macierze dys-
kretnych rownan stanu obiektu, K - wektor wzmocnien,
P, - wynik obliczen rownania Riccatiego, k£ - liczba iteracji
w procesie obliczania rownania Riccatiego.

Model matematyczny regulacji LQR zostat szczegdtowo omo-
wiony w podanej literaturze [1, 2]. Algorytm ten gtéwnie opiera
si¢ o minimalizacj¢ wskaznika jakosci J . Chcac spetnié¢ prawo
sterowania nalezy obliczy¢ wektor wzmocnien K . Do tego wy-
magane jest obliczenie iteracyjnego, dyskretnego, macierzowego
réwnania Riccatiego, ktorego wynikiem jest macierz F,_, . Istnie-
je mozliwos$¢ zmiany charakterystyki dzialania regulatora poprzez
zmiany wag Q oraz R . Uzasadnienie wyboru przyjetych warto-
$ci zamieszczono w referencjach [2].

4. Sterowanie backstepping

Na potrzeby sterowania backstepping przyjeto nastepujace

Zmienne stanu:
xz a

Zredukowano liczbg¢ stopni swobody i przyjeto jako wielkos¢
sterujacg przyspieszenie katowe kota zamachowego:

u=¢ (15)
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Wyznaczono nowe rownanie obiektu zgodnie z przyjetymi
oznaczeniami.

b X1 | _ b%2 0 16
»%2 - l//th2+l//3SiIl(bxl) ’ ¥ ! 1o

Sterowanie backstepping bazuje na teorii stabilno$ci w sensie
Lapunowa. Przyjeto nastepujacg funkcje Lapunowa:

1 1
Vi(z02) =500 5 (0 k) an

Na koniec wyznaczono prawo sterowania:

1 .
u :—(—bxl — % —wssin(,x) =k, x, = () +k1x12))(18)

1

gdzie: k, 1 k, - wspotczynniki konfiguracyjne [4].

Tak wygladaja najwazniejsze rownania algorytmu backstepping
zimplementowanego w dziatajacym urzadzniu. Wigcej informacji
mozna odnalez¢ w przytoczonej literaturze [3, 7].

5. Filtr Kalmana

Istotng kwestia pod wzgledem dziatania realnego urzadzenia
jest wlasciwe interpretowanie sygnatow pomiarowych. Rozwigza-
no problem filtracji sygnatlow pochodzacych z czujnikéw (akcele-
rometru, zyroskopu i enkodera) poprzez zastosowanie filtru Kal-
mana. Pozwala na efektywna realizacj¢ fuzji sensorycznej. Jego
dziatanie sktada si¢ z dwoch faz. Pierwsza faza (faza predykcji)
opisana jest nastgpujagcymi rOwnaniami:

X =A% +Bu,_, (19)
‘B= 4B 4 +*0 (20)

a druga faza (faza korekcji):

K, ='PCl(C'PC +'R)’ @1)

i=% +K, (2, -C) (22)

‘P =(I-K,C,)'P (23)

gdzie: A, B, i C, - macierze zlinearyzowanego obiektu,
u,_, - sterowanie, “P, - macierz kowariancji, ‘R i “Q - warian-

cje szumu czujnikow i procesu, K, - wzmocnienie Kalmana.

Parametry “R i “Q pozwalajg dopasowaé stopnie zaufania od-
powiednim sensorom [1].

6. Wyniki badan

Wyzej opisane algorytmy zaimplementowano w rzeczywistym
obiekcie. Wykonano testy dzialania obu regulatorow: LQR
i backstepping. W trakcie badan uktad poddano réznym zakloce-
niom chcac sprawdzi¢ jakos$¢ procesu regulacji.

Zaprojektowany regulator LQR poddano pierwszej probie. Nie
dziatano na niego zadnymi zakldceniami z zewnatrz. Jego zada-
niem bylo utrzymanie pozycji pionowej zachowujac przy tym jak
najmniejsze oscylacje. Na rysunku rys. 2 przedstawiono wyniki tej
proby.

PAK vol. 59, nr 10/2013

Jak wida¢ w trakcie normalnej pracy kat odchylenia od pionu
a osiaga amplitudy nie wigksze niz 0.01 radianow. Pregdkosc¢
katowa ¢ rowniez oscyluje wokot niewielkich wartosci siggajac
maksymalnie do wychylenia rownego 0.05 radianéw na sekundg.
Predkos¢ obrotowa kota zamachowego jest bliska zeru, a z obser-
wacji wynika, ze wykonuje delikatne ruchy obracajac si¢ co jaki$§
czas o kilka setnych cze$ci radianow w jedna stron¢ a potem
w druga. Inaczej mowiac jakos¢ regulacji jest na tyle wysoka, ze
obserwujacemu czlowiekowi trudno zauwazy¢ wahania urzadze-
nia.

alfa [rad]

dalfa [radfs]

Rys. 2. Przebieg trzech zmiennych stanu i pradu przy regulacji LQR — brak
sztucznie generowanych zaktocen

Fig. 2.  The graph of the state space variables and the control - LQR regulator
without additional disruption

Prad ptynacy przez uzwojenia silnika wykonuje oscylacje,
ktorych amplitudy osiagaja wartos¢ 0.2 A. Bioragc po uwage
gabaryty urzadzenia i maksymalny prad ciagly (wynoszacy 4 A),
to przebieg pradu widoczny na wykresie jest relatywnie malej
wartosci.

alfa [rad]

dalfa [radis] .

dfi [radis]
[an]

t[s]

Rys. 3. Przebieg trzech zmiennych stanu i pradu przy regulacji LQR — sztucznie
wprowadzone zakltocenie z zewnatrz

Fig. 3. The graph of the state space variables and the control - LQR regulator
with additional disruption

Kolejny test jaki wykonano na urzadzeniu polegat na sprawdze-
niu jakosci regulacji LQR przy wprowadzeniu sztucznego zaklo-
cenia poprzez nagle wychylenie urzadzenia o 0.1 radiana. Sytuacjg
te pokazano na wykresie na rys. 2. Urzadzenie potrzebuje okoto
dwoch sekund, aby powrdci¢ do stabilnosci. Prad osiaga juz gra-
niczne warto$ci chwilami wchodzac w poziom nasycenia (prad
rowny 4 A). Jak wida¢ wszystkie trzy zmienne przyjetego wektora
stanu wraz z sygnalem wyj$ciowym z regulatora (pradem) z cza-
sem daza do zerowych wartosci. Jest to zgodne z zatozeniami
projektowymi regulatora.
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Nastepne proby przeprowadzono na wahadle sterujgc go regula-
torem nieliniowym typu backstepping. Na podstawie symulacji
komputerowej sytemu regulacji tego obiektu dobrano wartosci £,

i k,. One stanowia nastawy regulatora backstepping i mocno

wplywaja na zachowanie urzadzenia. Na rysunkach rys. 4 i rys. 5
przedstawiono wyniki dziatania algorytmu sterowania backstep-
ping dla réznych nastaw &, i k, .

Rezultat dziatania tego regulatora znacznie rdzni si¢ od liniowo-
kwadratowego. Amplitudy oscylacji kata « sa okoto pigciokrot-
nie wieksze a predkosci katowej « okoto dziesigciokrotnie wigk-
sze.

Rys. 4. Przebieg trzech zmiennych stanu i pradu przy regulacji backstepping —
k=2, k,=50

Fig. 4. The graph of the state space variables and the control - backstepping
regulator with k, =2, k, =50

Kotlo zamachowe stale przyspiesza i zwalnia wciagz posiadajac
predkosé katowa ¢ r6zng od zera. Sygnat wyjsciowy z regulatora
jest silnie zmienny i bardzo czgsto osiaga poziom nasycenia.
Obserwator moze dostrzec poruszanie si¢ obiektu w trakcie jego

dziatania. Pomimo wigkszych wahan uktadu jest mozliwe jego
ustabilizowanie.

alfa [rad)]
o

—0.050

dalfa [radfs]
o]
[=]

=

dffi [radfs]
fan]

= =TS, T ]

i[A]

'
o

t[s]

Rys. 5. Przebieg trzech zmiennych stanu i pradu przy regulacji backstepping —
k=3, k,=50

Fig. 5. The graph of the state space variables and the control - backstepping
regulator with k, =3, k, =50

Zauwazono wpltyw zmian wspotczynnika k, . Kiedy byt rowny
2 czestotliwos¢ zmian sygnatu wyjsciowego z regulatora byla

okoto dwukrotnie wigksza niz w sytuacji, kiedy wspotczynnik ten
przyjmowal warto$¢ rowng 3. Przy wigkszej czgstotliwosci tych
zmian, jako$¢ regulacji byla na lepszym poziomie, poniewaz
oscylacje kata « byly mniejsze.

7. Wnioski

Sposrod dwoch przedstawionych sposobdw stabilizacji wahadta
odwroconego z napedem inercyjnym regulator liniowo-
kwadratowy LQR daje lepsze wyniki niz regulator backstepping.
Stosujac LQR udato si¢ mocno zminimalizowa¢ oscylacje kon-
strukcji i wydatki energetyczne w postaci plynacego pradu przez
uzwojenia silnika.

Regulator backstepping wymaga jeszcze dopracowania. War-
tym uwagi bylby fakt, aby w fazie projektowania regulatora wziaé¢
pod uwage predko$é katowa kola zamachowego ¢ , azeby kontro-
lowa¢ ja i nie dopuszcza¢ do zbytniego jej narastania (tak jak to
zrobiono dla LQR). Wstepne zatozenie, ze sterowaniem jest przy-
spieszenie katowe wirujacej masy ¢ a nie prad plynacy przez
uzwojenia silnika, z jednej strony uproscito obliczenia jednak
z drugiej strony mogto to negatywnie wptynac na jako$¢ regulacji.
Biorac te aspekty pod uwage jako$¢ sterowania tego regulatora
mogtaby by¢ zblizona albo nawet lepsza niz regulatora LQR.
Prawdopodobnie ten efekt bylby widoczny, gdyby stan ukladu
relatywnie mocno si¢ oddalit od punktu linearyzacji
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