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Streszczenie. W pracy przedstawiono metodyke wyznaczania parametréw wytrzymatosciowych
i odksztalceniowych dla hipotetycznego modelu jednorodnego materiatu zastepczego w zelbetowym
przekroju poprzecznym poddanym czystemu zginaniu. Parametry te okre§lono na podstawie pro-
ponowanej funkcji homogenizacyjnej z wykorzystaniem efektywnego stopnia zbrojenia przekroju
zelbetowego. Przeprowadzono analize poréwnawcza zalezno$ci moment-krzywizna zastepczego
przekroju poprzecznego i przekroju zelbetowego zginanego.
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1. Wstep

Sposdéb zachowania modelu numerycznego ukladu konstrukcyjnego zalezy $cisle
od zastosowanego modelu materialowego, ktory stanowi integralng czes$¢ procedury
modelowania mechanizmu zniszczenia budynkéw obcigzonych wybuchowo. Prze-
prowadzenie analizy przestrzennej zachowania elementu konstrukcyjnego lub calej
konstrukcji budynku wymaga wykonania skomplikowanego modelu numerycznego.
Trudnos¢ modelowania przestrzennego elementéw zelbetowych polega na osobnym
modelowaniu materialéw konstrukcyjnych (betonu i stali zbrojeniowej) oraz ich wza-
jemnej wspolpracy. Przy duzej liczbie pretow zbrojeniowych kazdy z nich nalezy zdefi-
niowac i okresli¢ jego wspotprace z betonem, co powoduje zwigkszenie liczby weztéw
wykorzystywanych w analizie obliczeniowej oraz czasu wykonywania analizy.
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W zwigzku z trudnosciami modelowania wlasciwosci skomplikowanych uktadow
konstrukcyjnych o niejednorodnej konstrukcji zelbetowej, stosowane jest podejscie
polegajace na homogenizacji zelbetu, patrz np. prace Combescure’a, Dumonteta
i Voldoirea [1], Kellihera i Suttona-Swabiego [2] oraz Luccioni, Ambrosiniego
i Danesiego [4].

Zadne opracowanie dotyczace postepowania z wykorzystaniem modelu jedno-
rodnego materialtu zastepczego nie przedstawia uniwersalnej procedury wyznaczania
parametrow statyczno-wytrzymatosciowych dla tego materiatu.

Celem pracy jest opracowanie hipotetycznego, jednorodnego modelu mate-
rialu zastepczego na podstawie zalozen teorii homogenizacji, ktorej teoretyczne
podstawy zawiera m.in. opracowanie Strzeleckiego i in. [5], oraz przeprowadzenie
analizy poréwnawczej zaleznosci moment-krzywizna z tradycyjnym przekrojem
zelbetowym.

Zgodnie z zalozeniami teorii homogenizacji, zelbet jako niejednorodna kom-
pozycja betonu i stali zbrojeniowej zostaly zastagpione jednorodnym materiatem
zastepczym, ktérego wszystkie parametry wytrzymalosciowe i odksztalceniowe
wyznaczono jako celowg modyfikacje parametréw statyczno-wytrzymalosciowych
podstawowego modelu betonu.

Jedynym czynnikiem modyfikujacym wlasciwosci wytrzymatosciowe i odksztat-
ceniowe betonu jest wspotczynnik homogenizacyjny, ktéry przyjeto jako efektywny
stopien zbrojenia.

W pracy przedstawiono weryfikacje analityczng modelu jednorodnego mate-
riatu zastepczego na przykladzie zalezno$ci moment-krzywizna dla przekroju
zelbetowego i przekroju z materiatu zastepczego z uwzglednieniem fazowosci pracy
przekrojow poprzecznych.

2. Model materialu zastepczego
2.1. Koncepcja materialu zastepczego

W opracowaniu zawarto rozwazania dotyczace hipotetycznego modelu zastep-
czego materialu jednorodnego o parametrach statyczno-wytrzymalosciowych
wyznaczonych zgodnie z teorig homogenizacji, Strzelecki i in. [5].

Zastosowanie hipotetycznego modelu materialu zastepczego umozliwia uzy-
skanie parametrow materialu jednorodnego, dla ktérych wyniki doswiadczen
analitycznych i w dalszych pracach numerycznych beda poréwnywalne z wyni-
kami badan do$wiadczalnych i innych rozwiazan teoretycznych uzyskanych dla
materialu niejednorodnego — zelbetu, ale bez potrzeby osobnego modelowania
pretow stalowych, przekroju betonowego i ich wspoélpracy. Takie podejscie homoge-
nizacyjne umozliwi wykorzystanie zasobéw oprogramowania specjalistycznego do
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modelowania zachowania jednorodnych materiatéw, elementéw konstrukcyjnych
i catych konstrukcji.

Wszystkie parametry tego modelu zostang wyspecyfikowane i szczegétowo
opisane. Nastepnie zostanie przedstawiona metodyka modyfikacji i wyznaczania
tych parametrow dla materialu zastepczego.

2.2. Metoda homogenizacji wyznaczania parametrow materialu zastepczego

Przedstawiono metodyke zastgpienia zelbetu jako niejednorodnej kompozycji
materialowej pewnym modelem hipotetycznego materiatu zastepczego jako mate-
rialem jednorodnym. Zgodnie z zasadami teorii homogenizacji, Strzelecki i in.
[5], przyjeto, ze zroznicowane modele materialéw bazowych zelbetu (beton i stal
zbrojeniowa) zostang zastagpione modelem materialu jednorodnego za pomoca
zalozonego parametru homogenizacyjnego zaleznego od wzajemnej ilosciowe;j
proporcji tych materialéow, czyli stopnia zbrojenia.

Na rysunku 1 przedstawiono ideowy schemat takiego postepowania prowa-
dzacego do wyznaczenia parametréw materialu zastepczego w zginanym przekroju
zelbetowym.
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Rys. 1. Ideowy schemat homogenizacji zelbetu
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Podstawg wyznaczenia parametréw materialu zastepczego opisujacego zelbet
jest funkcja homogenizacyjna:

P =F+F, F, (1)

gdzie: P, — parametr materiatu zastepczego po homogenizacji;
P, — parametr podstawowy betonu;
P, — parametr podstawowy stali zbrojeniowej;
Fy; — wspdtczynnik homogenizacyjny.

Jako parametry podstawowe dla betonu przyjeto wytrzymatos¢ na sciskanie — f,
wytrzymalos¢ betonu na rozcigganie — f,,, modut odksztalcenia — E:

e
F=vtur 2)
EC
Jako parametry podstawowe dla stali zbrojeniowej przyjeto najwieksza charakte-
rystyczng granice plastycznodci f = max{f,,, f,,} sposrod charakterystycznych
granic plastycznosci f,, =1{f,,/,2} wystepujacych w zbrojeniu dla wyrdznionych
kierunkow i = 1, 2 oraz modut odksztatcenia — E:

_ f;/,max
Ps—{ £ } (3)

s
Wspolczynnik homogenizacyjny przyjeto w postaci efektywnego stopnia zbro-
jenia, ktory przyjmuje rézne wartoéci w zaleznosci od zréznicowania parametru P
dla wyrdznionych kierunkéw i = 1, 2 zbrojenia

F, = {p oy @
Py

Efektywny stopien zbrojenia p.gz, wg (4); wyraza jednoczesnie wypadkowy
stopienl zbrojenia jako funkcje zréznicowanych stopni zbrojenia p; = {p,, p,} dla
wyroznionych kierunkéw zbrojenia oraz zréznicowanych, bezwymiarowych wspot-

yi

czynnikéw ¢, = charakterystycznych granic plastycznosci f,; w tym zbrojeniu,

¥y, max

znormalizowanych wzgledem najwigkszej granicy plastycznosci f,, may:

pe/f,y:\/(pl'(py1)2+(p2"py2)2- (5)
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Natomiast efektywny stopieni zbrojenia p.; wg (4), wyraza wypadkowy stopien
zbrojenia wylacznie w funkcji zréznicowanych stopni zbrojenia

Py =\() +(p,) (6)

Efektywny stopien zbrojenia okreslony zaleznoscia (4), ma zastosowanie w odnie-
sieniu do dzialania na parametry o zréznicowanych wartosciach dla wyréznionych
kierunkdéw i (granica plastycznosci stali zbrojeniowej). Natomiast wyrazenie (4), ma
zastosowanie w odniesieniu do dziatania na parametry o takich samych wartosciach
dla wyréznionych kierunkoéw i.

2.3. Modele podstawowe materialow w przekroju Zelbetowym
2.3.1. Sprezysto-plastyczny model betonu
Jako podstawowy model materialu przyjeto model sprezysto-idealnie plastyczno-

kruchego odksztalcenia betonu, ktéry jest przeznaczony do analizy i projektowania
elementow betonowych, Knauff [3], Eurokod 2 [6] (rys. 2).

4 pc=atan E;
Ectulfet | |
: e . -

fct & fc Ecu

Rys. 2. Uproszczona zalezno$¢ naprezenie—odksztalcenie dla betonu w jednoosiowym stanie
naprezenia

Model ten opisuja nastepujace zaleznosci:

0 dla e.<-¢,,
~f, dla -¢,<e <-g,
o,=1E. ¢ dla -¢,<e <¢, (7)
fo dla e, <e <g,
0 dla g 2¢,

gdzie: ¢, = gf — graniczne odksztalcenia sprezyste przy Sciskaniu;

c
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Ja

c

€ = — graniczne odksztalcenia sprezyste przy rozcigganiu;

g,, — odksztalcenia graniczne przy $ciskaniu;

u

€,,, — odksztalcenia graniczne przy rozciaganiu;
f. — charakterystyczna wytrzymalo$¢ betonu na $ciskanie;
f.s — charakterystyczna wytrzymato$¢ betonu na rozciaganie;

E, — modul odksztalcenia.

2.3.2. Sprezysto-plastyczny model stali zbrojeniowej
Przyjeto sprezysto-idealnie plastyczny model stali (rys. 3). Ze wzgledu na charak-

ter pracy pretow zbrojeniowych w elementach zelbetowych rozwazano jednoosiowy
stan naprezenia rozcigganie/$ciskanie, Knauff [3], Eurokod 2 [6].
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Rys. 3. Zalezno$¢ naprezenie-odksztalcenie dla stali zbrojeniowej

Parametry wytrzymalosciowe (granica plastycznosci, wytrzymalo$¢ na rozciagganie),
uzupelnione o parametry odksztalceniowe (modul odksztalcenia i wartosci odksztalcen
granicznych), okreslajg zaleznos¢ migdzy naprezeniami i odksztalceniami:

IA

—-f, dla -g <eg <-¢,
o,=1E e dla -g <e<¢g

s
< <

s su

(8)

gdzie: ¢ = Fy — odksztalcenia graniczne w zakresie sprezystym;

s



Model materiatu zastepczego w analizie zginanego przekroju zelbetowego 151

g,, — odksztalcenia graniczne stali na $ciskanie towarzyszace wyboczeniu
pretow zbrojeniowych w konstrukeji zelbetowej;

g,, — odksztalcenia graniczne stali na rozcigganie ze wzgledu na zerwanie;
f, — charakterystyczna granica plastycznosci stali;

E, — modul sprezystosci stali zbrojeniowe;j.

2.4. Model materialu zastepczego

Jako model materiatu zastepczego przyjeto model odksztatcenia, w ktorym wszyst-
kie parametry odksztalceniowo-wytrzymatosciowe zostaly zastgpione parametrami
wyznaczonymi zgodnie z zalozeniami metody homogenizacji wg formuty (1).
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Rys. 4. Ideowy schemat modelu materialtu zastepczego
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Na rysunku 4 przedstawiono ideowy schemat modelu jednorodnego materialu
zastgpczego na plaszczyznie naprezenie—odksztalcenie na podstawie przyjetych,
uproszczonych modeli betonu i stali zbrojeniowej.

Model materialu zastepczego opisuja nastepujace zaleznosci:

gdzie:

0 dla £ <-¢€_
-f, dla -¢, Se. <-¢,
—-f, dla -¢,<¢e <-¢,
o.=1E. ¢, dla -e,<e <¢, 9)
S, dla e, <e <e,.
f, dla e, .<e <e¢
0 dla e, 2¢

zcu

Jee

¢ === — graniczne odksztalcenia sprezyste przy $ciskaniu materiatu

z

zastepczego;

L

¢, =~ — graniczne odksztalcenia sprezyste przy rozcigganiu materiatu

z

zastepczego;
¢,. — odksztalcenia graniczne w zakresie maksymalnej wytrzymalosci

zc

materialu zastgpczego na $ciskanie;

¢,, — odksztalcenia graniczne w zakresie maksymalnej wytrzymalosci
materialu zastepczego na rozciaganie;
€., =&, — odksztalcenia graniczne w zakresie minimalnej wytrzymatosci

materiatu zastepczego na $ciskanie;

e, =¢, — odksztalcenia graniczne w zakresie minimalnej wytrzymatosci
materialu zastepczego na rozciaganie;
f.c — charakterystyczna wytrzymalos$¢ materialu zastepczego na sciskanie;
f.+ — charakterystyczna wytrzymato$¢ materialu zastepczego

na rozcigganie;
f.s — minimalna wytrzymalo$¢ materiatu zastepczego na $ciskanie/
rozciaganie;

E, — modut odksztalcenia materiatu zastepczego.

3. Weryfikacja modelu materialu zastepczego

Weryfikacje modelu materialu zastepczego przeprowadzono na podstawie
obliczen analitycznych. Zawierajg one analize zalezno$ci moment-krzywizna dla
przekroju zelbetowego i przekroju z materiatu zastepczego.
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3.1. Zalezno$¢ moment-krzywizna dla zelbetowego przekroju
poprzecznego

Zalezno$¢ moment-krzywizna dla przekroju zelbetowego wyznaczono na
podstawie analizy faz pracy zginanego przekroju przy zalozeniu sprezysto-ideal-
nie plastycznego rozkladu naprezenia w betonie, z uwzglednieniem ograniczonej
odksztalcalnosci betonu rozcigganego (rys. 5).
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Rys. 5. Wykresy naprezen w fazach pracy przekroju zelbetowego

W fazie Ia wplyw na nosnos¢ przekroju maja naprezenia sprezyste w strefie
$ciskanej i strefie rozcigganej betonu oraz naprezenia sprezyste w stali rozciggane;.
W fazie Ib no$nos¢ przekroju okreslaja naprezenia sprezyste w strefie $ciskanej
betonu oraz osiggnigcie wytrzymatosci betonu na rozcigganie w strefie rozciggane;
betonu i naprezenia sprezyste w stali rozciaganej. W fazie Ila nastepuje zarysowanie
i wylaczenie z pracy czesci strefy rozcigganej, a no$nosc tej strefy zapewnia funk-
cjonowanie zbrojenia rozcigganego w zakresie sprezystym, podczas gdy w strefie
$ciskanej betonu naprezenia pozostajg sprezyste. Natomiast w fazie IIb w strefie
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$ciskanej betonu nastepuje osiagnigcie wytrzymalosci betonu na $ciskanie, a napre-
zenia w zbrojeniu rozcigganym poczatkowo sprezyste (zakres 1) moga osiagnac
granice plastycznosci (zakres 2). W fazie I1la zostaje wyczerpana nosnos¢ betonu
na $ciskanie, nastepuje zmniejszenie wysokosci przekroju pracujacego na $ciskanie
irozciaganie, a naprezenia w zbrojeniu rozcigganym moga by¢ sprezyste (zakres 1)
lub osiagaja granice plastycznosci (zakres 2).

W tabeli 1 zamieszczono zaleznosci statyczno-wytrzymatosciowe oraz formuty
okreslajace moment zginajacy i krzywizne wraz z okresleniem parametru sterujacego
kinematyka plaskiego przekroju i warunkow ograniczajacych w poszczegélnych
fazach pracy zginanego przekroju zelbetowego.

TABELA 1

Zalezno$ci statyczno-wytrzymatosciowe i formuly okreélajace moment zginajacy
i krzywizne w fazach pracy przekroju zelbetowego

FAZA Ia
warunek 0<o,<f,
lbh2 +a,4d E
x r=2 . a ==
bh+a,A, ° E,
1,51 3 2
I 1, :gbx +§b(h -x) +a,4.(d-x)
X
oc oc VYo
h—x
d—x
as Us = aeact_
h—x
1 2, 1 2
M M, :gocbx +§0ab(h -x)" +0,4(d—-x)
P K = Mla — Uct

“El, E(h-x)
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o

ct ct

A=B>-2(A-1)Cb
/.

X :(h_x)_d
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2 o,
A=B’-44C
X, X, = x&
OC
o, 0s=aeacd_xsfy — zakres 1
X
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FAZA IIb
Warunek 0< xc < x[[a,max
Xt x! = xc%
1fcbx+ fbx+aAf”’d
— 2 f;t t
x x= 7
fb+a,d <
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o, f.<o.=f—<2f,
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-Xx
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11 11
M My, . :chbxc2 +Zfabx,2 +0,4, (d —x)
d-—x
o o,=a,f, > f, — zakres2, o =f,
t
11 , 11 2
M MIIc,zl = Z.fcbxc +Z-fctbxt + f:vAs (d - x)
K K = ﬁ

e

3.2. Zalezno$¢ moment-krzywizna dla przekroju z materialu zastepczego

Zalezno$¢ moment-krzywizna dla przekroju z materiatu zastepczego wyzna-
czono na podstawie analizy faz pracy jednorodnego przekroju zginanego przy
zalozeniu sprezysto-idealnie plastycznego rozkladu naprezenia o zréznicowanych
wytrzymatos$ciach materialu na $ciskanie i rozcigganie oraz z uwzglednieniem nie-
ograniczonej odksztatcalnosci materialu na rozciaganie (rys. 6). W fazie Ia no$nos¢
przekroju okreslaja naprezenia sprezyste w strefie $ciskanej i strefie rozcigganej
przekroju. W fazie Ib naprezenia w strefie $ciskanej pozostajg sprezyste, a napre-
zenia w strefie rozcigganej osiagaja warto$¢ wytrzymalo$ci materialu zastepczego
na rozcigganie. W fazie IIa naprezenia w strefie $ciskanej pozostaja sprezyste,
a odksztalcenia w strefie rozcigganej przekraczaja warto$¢ odksztalcen granicznych
materialu zastepczego na rozciaganie, wowczas w dolnej strefie przekroju pojawiaja
sie naprezenia réwne minimalnej wytrzymalo$ci materialu zastepczego. W fazie ITb
naprezenia Sciskajace osiagaja wytrzymalos¢ materiatu zastepczego na $ciskanie.
W fazie I1la odksztalcenia w strefie $ciskanej przekraczajg odksztalcenia graniczne
materialu zastepczego na $ciskanie, powstaje strefa z minimalng wytrzymatoscia
materiatu zastepczego. W fazie I1Ib zostaje osiagniety teoretyczny stan no$nosci
granicznej przekroju, ktorg okreslaja sztywno-plastyczne rozktady naprezen rownych
minimalnej wytrzymalosci materialu zastepczego.

W tabeli 2 przedstawiono zaleznosci statyczno-wytrzymatosciowe oraz formuty
okreslajace moment zginajacy i krzywizne wraz z okresleniem parametru sterujgcego
kinematyka plaskiego przekroju i warunkéw ograniczajacych w poszczegoélnych
fazach pracy zginanego przekroju z materiatu zastepczego.
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Rys. 6. Wykresy naprezen w fazach pracy przekroju z materiatu zastepczego

TABELA 2
Zalezno$ci statyczno-wytrzymalo$ciowe i formuly okreslajace moment zginajacy i krzywizne
w fazach pracy przekroju z materialu zastgpczego
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3.3. Analiza poréwnawcza zalezno$ci moment-krzywizna
w przekroju poprzecznym

Analizie poréwnawczej poddano przekroje zelbetowe i z materiatu zastepczego
o wymiarach b x h =20 x 40 cm.

W przekrojach zelbetowych zastosowano klase betonu C20/25 o wytrzymato-
$ciach na $ciskanie f, = 20 MPa i rozcigganie f,; = 2,2 MPa, module odksztalcenia
E. = 30 GPa oraz granicy plastycznodci stali f, = 420 MPa i module odksztalcenia
E; =200 GPa, przy wykorzystaniu trzech wartosci stopnia zbrojenia p = 0,005; 0,01;
0,015. W rozwazaniach pominieto udzial zbrojenia poprzecznego. W obliczeniach
uwzgledniono minimalng wytrzymato$¢ materialu zastepczego na rozcigganie przy
zginaniu, wyprowadzong przy zalozeniu réwnowagi nosnosci przekroju zelbetowego
pojedynczo zbrojonego i przekroju zastepczego wg zalezno$ci:
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2p(l-pB,
f;szll)(—;)ﬂfz)fy, (10)
(.- r8,)

— jest stosunkiem wytrzymalosci betonu do granicy

/.

gdzie: B, =
y 4 . . . . .
plastycznosci stali zbrojeniowej;
ho. . - . .
a,= i jest stosunkiem wysokosci rozwazanego przekroju

do wysokosci uzytecznej rozwazanego przekroju, przy zalozeniu odlegtosci
srodka ciezkosci zbrojenia od dolnego brzegu przekroju a = 2,5 cm.

Do analizy przyjeto nastepujace rodzaje przekrojow zelbetowych: przekrdj
oznaczony jako C0.5 — dla stopnia zbrojenia 0,5%, przekréj oznaczony jako C1.0
— dla stopnia zbrojenia 1,0%, przekr6j oznaczony jako C1.5 — dla stopnia zbro-
jenia 1,5%.

Przekrojom zelbetowym C0.5, C1.0 i C1.5 odpowiadaja przekroje z materiatu
zastepczego oznaczone jako Z0.5, 21.01 Z1.5, dla ktérych wytrzymatosci na $ciskanie
i rozciaganie oraz modul odksztalcenia s okreslone zgodnie z zalozeniami metody
homogenizacji przekroju zelbetowego:
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Rys. 7. Zalezno$¢ moment-krzywizna dla przekroju zelbetowego i z materiatu zastepczego
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Na rysunku 7 przedstawiono poréwnanie zaleznosci moment-krzywizna okre-
Slone dla przekrojow zelbetowego i zastepczego.

Na podstawie przeprowadzonej analizy poréwnawczej uzyskujemy potwierdze-
nie, ze przebieg zaleznosci moment-krzywizna w przypadku zastosowania modelu
przekroju jednorodnego z materialu zastgpczego pozwala na uzyskanie dobrej
i zadowalajacej zgodnos$ci wynikéw z wynikami dla przekroju zelbetowego.

4. Zakonczenie

Okreslenie parametréw hipotetycznego, jednorodnego materialu zastepczego
przeprowadzono zgodnie z zasadami teorii homogenizacji. Przedstawiono meto-
dyke wyznaczenia parametréw materialu zastepczego: wytrzymatosci na $ciskanie
i rozcigganie, modutu odksztalcenia oraz odksztalcen granicznych, odpowiadajacych
wartosci energii zniszczenia betonu odpowiednio dla $ciskania i rozciggania.

Przeprowadzono weryfikacje modelu jednorodnego materialu zastepczego
metoda analityczng. Weryfikacja dotyczyla zaleznosci moment-krzywizna prze-
kroju zelbetowego oraz przekroju jednorodnego z materiatu zastepczego. Okreslono
zaleznosci statyczno-wytrzymalosciowe oraz formuty okreslajace moment zginajacy
i krzywizne w fazach pracy przekroju zelbetowego. Na konkretnym przyktadzie
obliczeniowym stwierdzono, ze zaleznos¢ moment-krzywizna dla przekroju jedno-
rodnego z materialu zastepczego z zadowalajacg zgodnoscig aproksymuje zaleznos¢
moment-krzywizna dla przekroju Zelbetowego. Fakt ten upowaznia do wniosko-
wania o poprawnosci stosowania modelu materiatu zastepczego z odpowiednio
okreslonymi parametrami wytrzymato$ciowymi i odksztalceniowymi w analizach
elementow zelbetowych.

Praca powstala w wyniku realizacji zadan badawczych w ramach pracy badawczej statutowej nr 855,
prowadzonej w Wydziale Inzynierii Lagdowe]j i Geodezji Wojskowej Akademii Technicznej im. Jaro-
stawa Dabrowskiego.

Artykut wplyngt do redakcji 22.07.2015 r. Zweryfikowang wersje po recenzjach otrzymano 2.10.2015 r.
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Model of substitute material in the analysis of the bent
reinforced concrete cross-section

Abstract. The paper presents the methodology for determination of strength and deformation
parameters for a hypothetical model of homogeneous substitute material in the reinforced concrete
cross section subjected to pure bending. These parameters were determined on the basis of the proposed
homogenizing function using the effective reinforcement ratio of a reinforced concrete cross-section.
A comparative analysis of the moment-curvature relation for the substitute cross-section and reinforced
concrete bent cross-section was carried out.
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