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METODY WYZNACZANIA SZTYWNO $CI
ZGINANYCH ELEMENTOW ZELBETOWYCH
STOSOWANE W STANACH GRANICZNYCH
UGIECIA

Streszczenie
Prezentowana praca ma charakter dydaktyczny i skiana jest do studentéw kierunkow
budownictwa. Opisano w niej spos6b wyznaczaniavsztgi zginanej belkielbetowej metad SNiP
lI-w 1-62 oraz na podstawie krzywizny belki. Uzyskev ten sposéb wielks teoretyczne poréwnano
z wielk@gciami uzyskanymi z eksperymentu wykorzystwjtym celu pomiary ugt.

WSTEP

W wielu krajach, w tym réwniew Polsce, w ostatnich latach wprowadzono nowediasa
wymiarowania konstrukcji zelbetowych. Spowodowato to wzrost zainteresowania
zagadnieniami zwzanymi z obliczeniami i przewidywaniem deformacjojektowanych
konstrukcji, a zwtaszcza ich wgi W zwiazku z tym w wielu normach [1], [2], [3], [5], [8]
pojawity sk, dotychczas nieobecne, przepisy doigez medzy innymi sprawdzania
I obliczania ugic.

Sciste metody okréania ugicia elementéwzelbetowych wymagaj uwzgkdnienia
w obliczeniach wielu parametréw maych wplyw na odksztalcenia i napenia w betonie
i stali. Decyduy one take o krzywinie elementu pod wplywem przylonego obcizeniu.
Ich wielkdsci zaleza nie tylko od poziomu obsgzenia i wi&ciwosci materiatowych betonu
i stali. Istotne znaczenie ma tutaj zarysowanienel&ow zelbetowych oraz czas dziatania
obciazenia. Po ogignieciu przez beton wytrzymadoi na rozcaganie w okrélonych
przekrojach i strefach konstrukcjielbetowej powstaj rysy majace wpltyw na wielkéc
Sztywngaci.

W przekrojach belki niezarysowanej (typ 1) sztywdiona skutek zmian modutu
sprezystasci, maleje wraz ze wzrostem ohfpenia, & do zniszczenia elementu [7].
W obliczeniach, celem ich wuproszczenia, przyjmujenzatazenie, ze Ecy,= const,
uwzgkdniagc tym samym statwartas¢ sztywndaci. W przekrojach zarysowanych (typ Il)
sztywnda¢ elementu wraz ze wzrostem op@nia maleje, podobnie jak w przekrojach typu I,
ale w momencie powstania rysy rgmtje skok sztywngi i maleje ona gwaltownie. Po
ustabilizowaniu s procesu zarysowania sztywsdanaleje nadal, szybciejndla przekrojow
typu 1.

W prezentowanej pracy omowiono wybrane metody szan@ sztywnéci zginanych
elementowzelbetowych stosowane w stanach granicznychoiggi
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1. UGIECIE ELEMNTOW ZELBETOWYCH

Ugiccie elementu traktowane jest jako jego pionowe mieszczenie [9], ddace
odpowiedz konstrukcji na przylone obcizenie. Oblicza s je na podstawie 0godlngj
zaleznosci migdzy krzywizry odksztatconej osi elementu (Y, momentem zginagym (M)

i sztywnacia elementu na zginanieBy)), i korzysta z ogoélnej postaci rownania
rézniczkowego:

dy_ 1 _M

X, 1
dx* p, B, @

Zastosowanie réwnania (1) do wyznaczeniagigi zginanego elementielbetowego nie
jest prostym zagadnieniem. Rozwanie komplikuje zmienrio sztywndgci na jego diugsci.
Zmienia s¢ ona w zaleénosci od poziomu nagrenia w danym przekroju. W zgaku z tym
korzysta s} z uproszczenia polegagego na przyciu statej sztywngri dla catlego elementu
odpowiadajcej przekrojowi, w ktorym wyspuje najwekszy moment. Dla elementéw
ciagtych sztywné¢ stah przyjmuje s¢ na diugdci odcinka, na ktérym wyspuje moment
jednego znaku i odpowiada sztywnob obliczonej dla maksymalnego momentu,
wystepujacego na tym odcinku. Wzér (1) przybiera wowczadagos

dy_1_M

X, 2
dx* p, B @

Dwukrotne scatkowanie réwnania (2) pozwala wyznécsyrzalle ugiccia, ktéra w
funkcji wartgci momentu maksymalnego przybiera pésta

fzakM—gaxlz, 3)

gdzie: ax — wspotczynnik zateny od schematu ohgienia i sposobu podparcilas- rozpetosé
elementu zginaneg®max— maksymalny moment zginay, B — sztywnd¢ elementu.

2. SZTYWNOSC ELEMNTOW ZELBETOWYCH

Sztywna¢ zginanych elementéwelbetowych zaley od jego fazy pracy, przed i po
zarysowaniu, i wielkéci obchazenia malejc wraz z jego wzrostem.

W przypadku zelbetu [4] zagadnienie to e¢sikomplikuje. Klasyczne wikgiwosci
plastyczne maj zasadniczy wpltyw jedynie w strefiéciskanej przekroju. W strefie
rozcihganej, w betonie pojawigjsic rysy. W wyniku ich pojawienia nagiuje zerwanie
przyczepnéci pomkdzy betonem i stal Na odcinkach pomdzy rysami nadal te dwa
materialy ze sab wspotpracyj. W zwiazku z tym zjawiskiem, na diugo elementu
zginanego wyspuje nierownomierny stan nagenia w betonie i stali, inny w przekroju
przez ryg i miedzy rysami. Skutki gkniecia belki zelbetowe] w strefie rozgganej g
amortyzowane z jednej strony spystymi wiaciwosciami stali, a z drugiej — w strefie
sciskanej — spizysto-plastycznymi wisciwosciami betonu.

Jezeli rozpatrywé zginam belke zelbetows od strony jej zmiennej sztywid na
diugasci, w wyniku procesu narastania open, mazna rozrgni¢ wszystkie fazy pracy.
Kiedy w przekroju dziatania maksymalnego momentinagcego mamy stan bliski fazy i
(zniszczenia), to istnigjprzekroje, w ktérych belka pracuje w fazie | (tzaarysowaniem)
i Il (po zarysowaniu). Inna, wt bedzie sztywné¢ belki w okolicach podpor a inna éwodku
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rozpktosci przgsta. Sztywné¢ ta jest zmienna nie tylko na jej didgg ale i w jednym
okreslonym przekroju, w miar wzrostu przytéonego obcizenia maleje. Jest we funkcp

dwoch parametrow: potenia przekrojul—x (x — odlegt@¢ przekroju od podpory] —

rozpktos¢ belki) oraz obcizeniaF.
Przyczynami zmian sztywsa belki zelbetowej § migdzy innymi:
— zmiennd¢ modutu odksztatcenia podinego betonik,
— zmiennd¢ momentu bezwiadroi I,
— inne czynniki okrélajace wptyw zbrojenia na sztywlédelementu zginanego.

2.1. Sztywnas¢ obliczona wedtug SNIP II-w 1-62 [6]
Sztywnas¢ przekroju niezarysowanego

B =Ely (4)

gdzie: I, — moment bezwtaddoi przekroju sprowadzonego w fazie E. — modut
Sprezystasci betonu wyznaczony z zaleoici:

10000

285

E =
018+

C

(5)

ck

w ktorejfx — wytrzymatadé charakterystyczna betonu feskanie w [MPa].

Sztywndsé przekroju zarysowanego

_ zd
B =y, 0g ©)

EAL VEA
gdzie: v — wspotczynnik wyrazajacy wptyw odksztalcé betonu na sztywri¢ przekroju
zarysowanegoz — ramg sit wewrgtrznych,d — wysokad¢ uzyteczna przekrojuks —
modut spezystasci stali zbrojeniowejAs1 — pole powierzchni zbrojenia roaganego,
A. — pole przekroju beton#\{ = bd), ¢4 — wspbtczynnik obliczony z zaieosci (7):

W, = 13—5"&TM“5 10 (7)

w ktorej: 0 — wspoétczynnik zalieny od czasu trwania okgienia, a, — wspotczynnik zaleny
od ilosci zbrojenia.

Ramk sit wewretrznych z wystkpujace we wzorze (6) obliczamy z zateici (8). | tak
dla przekroju prostaitnego tylko ze zbrojeniem w strefie rozganej ma posta

2= d{l—g} ®)

gdzie: { — wzgkdna wysokéc strefysciskanej obliczona ze wzoru:
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1
fr— (©)
18+ 1+5L

10a.p

w ktérym: p — procent zbrojenid, — parametr obliczony z zaieosci:

M

2.2. Sztywnas¢ obliczona na podstawie EC2 [2], [3]

Sztywnas¢ przekroju niezarysowanego

Sztywna¢ przekroju niezarysowanego obliczmy przy peewyi modelu liniowo-
Sprzystego.

B=El, (11)

gdzie:l; — moment bezwiadroi przekroju pracucego w fazie 1E., —sredni sieczny modut
Sprezystasci betonu.

Sztywndasé przekroju zarysowanego

Sztywna¢ na zginanie elementu zarysowanego obliczamy pugendwufazowy model
obliczeniowy. W obliczeniach #ynierskich stosuje sizatazenia upraszczage polegajce na
usrednieniu sztywngri przekroju na odcinku pordzy rysami i w przekroju przez rys

B, = Ecnl ||2 (12)
M |
1-8 o 1—'J
1'82[ M Ed j ( | 1l
gdzie:l;, — moment bezwiadrioi dla przekroju zarysowanegB, — wspotczynnik zateny od

rodzaju zbrojeniaf, — wspotczynnik zaley od rodzaju obaizenia, M, — moment
rysujacy, Mgqg — moment zginagy wywotany obcizeniem krotkotrwatym.

3. BADANIA DO SWIADCZALNE

Badania déwiadczalne zostaly wykonane w ramach pracy wiagthe]. Do bada
doswiadczalnych przyto schemat statyczny belki jednogstowe] swobodnie podpartej,
o przekroju prostaknym 12300 mm i diugéci 3000 mm. Program bafla
eksperymentalnych byt wykonany na belkach swobodmedpartych przy tzw.
czteropunktowym zginaniu.

Zbadano segi 12 belekzelbetowych zbrojonych w strefie rozganej dwoma ptami
@lé mm ze stali BSt500S (procent zbrojenja =1,19%, granica plastyczim
fy = 530,7 MPa, modut sgtystasci Es = 201,6 GPa, i w strefiéciskanej dwoma gtami
@8 mm ze stali St3S. Strzemiona wykonano &dw @4,5 mm ze stali St3S. Pogdizy
sitami skupionymi zastosowano rozstaw strzemion 228, a na odcinku poruzy sitami
skupionymi a podporami — 100 mm. Belki byty wykoranbetonu o tej samej recepturze, dla
ktorego wytrzymalé¢ na sciskanie byla w granicachfe = 37,13 MPa- 41,72 MPa,
wytrzymalg¢ na  rozcaiganie fom= 3,34 MPa- 3,61 MPa  imodut  spgystaici
Ecm=42610,83 MP& 44023,34 MPa.
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Belki zbadano pod obgieniem doranym zia@zonym, z odcizeniami do zera
rozpoczynacymi Sk powyzej teoretycznego momentu ryscggo, ktérego oszacowana
wielkos¢ wynosita Mg, = 8,78 kNm. Wykorzystagr meto&d odksztatcé plastycznych,
wyznaczono teoretyczny moment niszmy, ktory wynosit -M,, = 45,75 kNm.

Ztozony sposob obgienia obejmowat skokowy wzrost sitf z  kilkukrotnymi
OdChZeniami belki: 0- 5,0—> 75 - 10- 05 10 - 12,5—> 15,0—> 0- 155 20,0—> 0
- 20,0 25,0 0 - 25,0 - 30 i dalej a do zniszczenia. Zniszczenie poszczegolnych
belek nasipito przy sile od 47,5 kN do 50,0 kN.

W prezentowanej pracy wykorzystano wyniki pomiarégic¢ reprezentatywnych belek
(B1, B2, B5) na&ciezce obcazenia pierwotnego. Wyniki zestawiono w tablicy 1.

Tab. 1. Wyniki pomiary ugé¢ w srodku rozpétosci belki

M Ugiecie w [mm]
[kNm] Belka B1 Belka B2 Belka B5
fy fa fs
0 0 0 0
2,5 0,31 0,37 0,30
5,0 0,75 0,96 0,66
7,5 1,66 1,83 1,53
10 2,76 2,97 2,68
12,5 3,70 3,69 3,54
15 4,57 4,60 4,38
20 6,37 6,53 6,38
25 8,07 8,11 8,05
30 9,96 10,09 9,88
35 11,89 12,04 11,65
40 13,61 14,02 13,37
45 16,20 16,76 15,96

4. ANALIZA WYNIKOW

Teoretyczne wielkéei sztywndci obliczono zgodnie z [2] i [3] oraz wykorzysigj
obecnie niestosowan metodt wyznaczania sztywroi SNiP II-w 1-62, a ktéra byta
podstawow przy obliczaniu ugi¢ zgodnie z zaleceniami normy [6]. Natomiast
przeksztatcajc zalenos¢ (3) obliczono sztywn& doswiadczaln, B odpowiadajca danemu
poziomowi obcizenia:

B = ak%l? (13)

gdzie: M; — wielkas¢ momentu pochodzego od obeizenie dla, ktérego dokonywano
pomiaru ugté, fi — ugiecie wsrodku rozpgtosci belki odpowiadajce momentowiM;.

Uzyskane wyniki przedstawiono w sposob graficzny wgkresach (Rys. 1, Rys. 2,
Rys. 3).

Na wszystkich wykresach lipi ciagta zaznaczono sztywké obliczory zgodnie
z zaleceniami Eurokodu 2 (BEC2), linia przerywardzwierciedla sztywn& obliczory
wedtug metody SNIP II-w 1-62 (BSNiP), a kropkowaztywnd¢ wyznaczon na podstawie
bada dcaswiadczalnych (Bf).
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Analizujac wykresy (Rys. 1, Rys. 2, Rys. 3) zaobserwowaiw,dla wszystkich belek
sztywna¢ (BEC2) dla obcizeniaM < M, obliczona wedtug [2] jest wksza o okoto 30% od
sztywndci (BSNiP) obliczonej wedtug [6]. Natomiast dla openia ~0,M, (M, — moment
niszcacy) sztywndci te g sobie réwne, a dla okgieniaM > ~0,2Ml,, sztywnd¢ wyznaczona
wedtug [6] jest mniejsza aizgodnie z [2].

Ze wzgkdu na przyty w obliczeniach, dla przekroju niezarysowanegaesto modutu
sprezystasci dla betonu K. = const), sztywn@& BEC2 i BSNiP jest stata. W chwili
osiagniecia przez beton w strefie rozgane] wytrzymatéci betonu powstaje rysa. W
zZwiazku z tym obserwujemy skokowy spadek sztysandokoto 30 do 35 %). Zmiany te
malep wraz ze stabilizagjprocesu zarysowania pod wptywem naras&go obcizenia.

Zmiennd¢ sztywndaci wyznaczonej zgodnie z (13) jest obserwowana Wntaakresie
obcigzen uzytkowych, z tymze po osignicciu obchazenia krytycznegoNl.;) hastpuje spadek
0 okoto 30% w porownaniu dla olgen M <M. Jednak wraz ze wzrostem abgnia
Zmiany te g juz mniejsze, co spowodowane jest stabilizgepcesu zarysowania.

Teoretyczne ugtia obliczone z (3) z wykorzystaniem wietkd sztywndgci obliczonej
zgodnie z [2] (BEC2) i [6] (BSNiP)asmniejsze ni pomierzone déwiadczalnie [10] (Tab. 1).
Jest to potwierdzenie faktwe oszacowania teoretyczna po stronie bezpiecznej dla
zginanych elementéwelbetowych.

WNIOSKI

W obliczeniach iaynierskich okrélajac sztywnd¢ dla przekroju niezarysowanego
przyjmuje s¢ zatazenie, ze modut spgzystasci betonu jest statyH: = const). W zwizku
z tym sztywné¢ dla obcizeniaM <M, jest stata. Natomiast dla przekroju zarysowanego
przyjmujemy dwufazowy model obliczeniowy, stagugalazenie upraszczage, dredniapc
sztywnd¢ na odcinku pomidzy rysami i sztywn& w przekroju przez rys(12).

Dla M >M obserwuje s znaczny spadek sztyw§w, jednak wraz ze stabilizacj
zarysowania obserwujegginniejsze zmiany sztywsoi.

Porownujic wyniki uzyskane na drodze eksperymentu z wynikesoietycznymi mana
stwierdzt, ze oszacowane sztywfm zgodnie z zaleceniami zaproponowanymi przez [2]
i [6] sa po stronie bezpieczne,.

Prezentowana praca ma charakter dydaktyczny iskaara jest do studentow kierunkéw
budownictwa.
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THE STIFFNESS DETERMINING METHODS
OF THE BENDING REINFORCED CONCRETE
ELEMENTS USED IN THE LIMIT STATES
OF DEFLECTION

Abstract
Presented work is didactic and is aimed at the estxl of Civil Engineering. The way of bending
reinforced concrete beam stiffness establishing been described, using the method SNIP II-w 1-62
and based on the curvature of the beam. Theoretiales received in this way, have been compared
with the values obtained from an experiment udiegmeasurements of the deflection.
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