Leszek MAJKUT

ZASTOSOWANIE FUNKCJI RADIALNYCH W ANALIZIE DRGAN TARCZY

Streszczenie
W pracy opisano bezsiatkowg metode kolokacyjng Kansy i jej wykorzystanie w analizie drgan wiasnych tarczy.
W analizie wykorzystano funkcje wielokwadratowq, opisano metode doboru wartosci parametru ksztattu. Wszystkie
wyniki porownano z wynikami symulacji Metodg Elementow Skonczonych.

WSTEP

Tarcza jest dwuwymiarowym elementem konstrukcyjnym, ktdry
przenosi obcigzenie jedynie w swojej ptaszczyznie tzn. jest to ele-
ment poddany rozcigganiu lub Sciskaniu. Jezeli mozna przyjaé, ze
plyta jest dwuwymiarowq belkg tak tarcza jest dwuwymiarowym
pretem Sciskanym (rozcigganym). Tarcza jest rzadko stosowana
jako element konstrukcyjny, natomiast opisane w pracy drgania
mogq by¢ wykorzystane przy analizie drgan piyty z sitg przytozong
nie prostopadle do ptaszczyzny piyty.

Modelem matematycznym tarczy podobnie jak kazdego z ukta-
déw mechanicznych jest rownanie lub uktad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych lub czastkowych, ktdry tacznie z warunkami brzego-
wymi stanowi problem poczatkowo-brzegowy. Taki problem jedynie
w niewielu przypadkach rozwigza¢ mozna metodami analitycznymi
tzn. poprzez znalezienie odpowiednich funkcji, ktére spetniajg jed-
noczesnie rownanie (lub uktad réwnan) rézniczkowych opisujacych
analizowany problem jak i rdwnania opisujace warunki brzegowe
rozwazanego ukladu mechanicznego. W przypadkach, w ktorych
znalezienie rozwigzania analitycznego nie jest mozliwe, rozwigzania
analizowanego problemu poczatkowo-brzegowego nalezy poszuki-
wa¢ metodami przyblizonymi.

Tradycyjne metody przyblizonego, numerycznego rozwigzania
takiego problemu wymagajg podziatu na elementy: catego analizo-
wanego obszaru, w metodach takich jak Metoda Rdznic Skonczo-
nych (MRS), Metoda Elementéw Skoriczonych (MES) czy Metoda
Objetosci Skoriczonych (MOS), lub jedynie brzegu obszaru w meto-
dach takich jak Metoda Elementéw Brzegowych (MEB). Olbrzymi
nakfad pracy wiozony w rozwéj MES uczynit z niej najbardziej popu-
larng, a nawet podstawowa, metode przyblizonego rozwigzania
probleméw poczatkowo-brzegowych.

Metody przyblizonego rozwigzania problemu poczatkowo-
brzegowego niewymagajace siatki elementéw to tzw. metody bez-
siatkowe. Metody te podzieli¢ mozna na dwa typy: metody obsza-
rowe m.in. bezelementowa metoda Galerkin’a [1], metoda interpola-
cji punktowej [12], metoda funkcji Rvacheva [13] i metody brzego-
we, do ktérych nalezy m.in. metoda weztéw brzegowych [8]. W obu
typach metod punkty kolokacyjne umieszczone sgq w catym analizo-
wanym obszarze lub jedynie na jego brzegu. Wigkszo$¢ wymienio-
nych metod jest bezsiatkowa jednie w sensie interpolacji rozwigza-
nia, niezbedne sg natomiast ,komorki® wykorzystywane do catko-
wania stabego sformutowania wariacyjnego problemu.

Innym podejsciem poszukiwania przyblizonego rozwigzania
problemu poczatkowo-brzegowego jest metoda Kansy [5] bazujaca
na sformutowaniu silnym i Radialnych Funkcjach Bazowych (RFB).
Metoda ta nie wymaga zastosowania jakichkolwiek elementéw czy
komorek, dlatego tez zwana jest metodg ,prawdziwie” bezsiatkowa.

W ciggu ostatnich 20 lat kolokacyjna metoda Kansy znalazta
zastosowanie do rozwigzania wielu roznych probleméw mechaniki

m. in. analiza dwu i tréjfazowych modeli tkanki [4], probleméw wy-
miany ciepfa [15], analizy réwna Naviera-Stokesa [2], analizy pola
elektromagnetycznego [10] i wielu innych.

Sukces metod zwigzanych z wykorzystaniem RFB wigze sig z
ich podstawowa wtasno$cig polegajacg na transformaciji problemoéw
wielowymiarowych do probleméw jednowymiarowych. W niniejszej
pracy wykorzystano kolokacyjng metode Kansy wraz z wielokwadra-
towg (ang. multiquadric) radialng funkcjg bazowa do analizy drgan
wlasnych tarczy. W celu wykazania poprawno$ci i doktadnosci
proponowanej metody obliczen wszystkie wyniki analizy przyblizo-
nej pordwnano z wynikami uzyskanymi metodg elementéw skon-
czonych.

Przy wykorzystaniu funkcji wielokwadratowej bardzo istotnym
jest wyznaczenie tzw. parametru ksztattu, od ktérego zalezy ksztatt
funkcji bazowej. W pracy zaproponowano autorska strategie wyboru
,optymalnego” parametru ksztattu.

1.  ROWNANIE DRGAN TARCZY

Jak wspomniano we wstepie tarcza jest dwuwymiarowym, pta-
skim elementem konstrukcyjnym przenoszacym obcigzenie w swo-
jej ptaszczyznie. Taki rodzaj obcigzenia wystepuje réwniez w przy-
padkach ptyt obcigzonych sitami, ktére nie sg prostopadte do ptasz-
czyzny Srodkowej pyty.

Na rysunku 1 pokazano elementarny wycinek tarczy wraz z si-
tami reprezentujacymi ,odrzucone” cze$ci tarczy. (Uwaga: pokazane
na rysunku 1 sity N majg wymiar obcigzenia ciggtego [N/m]).
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Rys.1. Elementarny element tarczy

Sumujgc sktadowe OX sit otrzymano:
> P, =-N,dy+(N, +dN, )dy — N, dx+

2 (1)
+(N, +dN,, Jax = ph(x)dxdygt—g

W pracy pokazane zostanie jedynie réwnanie dla sktadowe;
poziomej sit (sktadowa OX). Réwnanie dla sktadowej pionowej
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(sktadowa QY) wyglada identycznie, z tg roznica ze Ny nalezy za-
stapiC przez Ny, a przemieszczenie opisaé wspdirzedng w (w miej-
SCe przemieszczenia poziomego u).

Po krétkich przeksztatceniach réwnanie (1) ma postaé:

oN u
< S i Y o
OX ot

W kolejnym kroku nalezy powigza¢ ze sobg sity wewnetrzne z
globalnymi przemieszczeniami (u,w) tarczy. W tym celu nalezy
skorzysta¢ z réwnan konstytutywnych materiatu tarczy oraz zalez-
nosci pomiedzy odksztatceniami, a przemieszczeniami. Po scatko-
waniu naprezen po catej wysokosci h tarczy otrzymano (w rozwaza-

niach zatozono tarcze o statej wysokosci tzn. h(x) = h = const.).
Eh (ou ow
N, = S| —tv— (3)
1-v°\ oX oy
~Gh [a“ @j @
ox oy

gdzie: E — modut Younga, v — stata Poissona, G — modut Kir-
chhoffa

Po uwzglednieniu zalezno$ci (3) i
zapisa¢ mozna w postaci:

(4) réwnanie drgan tarczy

o°u v o'w 1-v o°w _
ox> 2 oxoy 2 oy’ 5
o, ,\0%U
= 1—y?2) =
Lo )at2

Z warunkéw réwnowagi sit na kierunku pionowym (sktadowa
QY), po kilku przeksztatceniach otrzymano:

6W+1+v6W 1v8u
ay2 2 Oxoy 2 ox2

_ P y)ow
E ot

Uktad réwnan (5) i (6) stanowi model matematyczny drgan tar-
czy. Ze wzgledu na tematyke pracy w réwnaniach (5) i (6) pominieto
obcigzenie zewnetrzne tarczy. W celu znalezienia nietrywialnego
rozwigzania uktadu réwnan opisujgcego drgania tarczy nalezy
znalez¢ takie sktadowe przemieszczenia kazdego z punktow tarczy
(u(t) i w(t), ktdre spetniajg warunki brzegowe tarczy. Typowe wa-
runki brzegowe opisano w kolejnym punkcie pracy.

(6)

1.1.  Warunki brzegowe tarczy

Jak to opisano wczesniej, drgania tarczy sq najczesciej anali-
zowane jako czes¢ drgan plyty, z tego powodu w pracy przeanali-
zowano warunki brzegowe typowe dla ptyty zginanej.

Na rysunku 2 pokazano przyktadowg ptyte z typowymi warun-
kami brzegowymi.

A

B
Rys.2. Tarcza z typowymi warunkami brzegowymi

JIS 1202015

998

Na rysunku 2 pokazano sposob obrazowania typowych warun-
kéw brzegowych piyty i tak: na czesci AB krawedzi ptyta jest utwier-
dzona, na czesci BC - swobodnie podparta i krawedz AC jest kra-
wedzig swobodna. W przypadku analizy drgan tarczy rozpatrzyé
dwa rozne przypadki swobodnego podparcia krawedzi. Pierwszy
przypadek to podpora przegubowa przesuwna, drugi to podpora
nieprzesuwna (w przypadku drgan poprzecznych piyty czy nawet
belki takie rozrdznienie podpdr jest zbedne).

Warunek brzegowy jaki narzucony jest na kazdy z punktéw na-
lezacych na krawedzi tarczy moze by¢ zwigzany wymaganiem
dotyczqcym

przemieszczenia tego punktu brzegu - sq to tzw. warunki Dirich-

leta, w przypadku tarczy sg to warunki narzucone na funkcje

u(x,y.t) ilub wix,y,t), gdzie x,y to wspdtrzedne punktu nalezace-
go do brzegu tarczy,

— sily wewnetrznej wyznaczonej na brzegu tarczy - sg to tzw.
warunki Neumanna, w przypadku tarczy nalezy wyznaczy¢ po-
chodng kierunkowg, funkcji przemieszczen u(x,y,f) i w(x,y,f) na
kierunku normalnym do krawedzi tarczy liczong w punkcie, kt6-
rego ten warunek dotyczy.

— pewnej zalezno$ci pomiedzy sita wewnetrzna, a przemieszcze-
niem tego punktu brzegu - sg to tzw. warunki Robina, w przy-
padku tarczy warunek taki to sprezyste podparcie punktu na jej
brzegu.

Ponizej opisano rézne sposoby zamocowania dowolnego punk-
tu na brzegu tarczy, wraz z réwnaniami opisujacymi te warunki
brzegowe dla punktu o wspédtrzednych xb,ys.

— punkt na krawedzi utwierdzonej (krawedz AB na rysunku 2)

Warunki jakie muszg w takim przypadku spemia¢ funkcje
u(x,y.t) i w(x,y,f) maja postac:

U(Xbayb't)=0 I W(anyb’t)=0 (7)
— punkt na krawedzi swobodnej (krawedz AC na rysunku 2)

W takim przypadku warunek narzucony na przemieszczenie
catkowite punktu brzegowego tarczy tj. przemieszczenia 0 wspdt-
rzednych u(x,y,f) i w(x,y,f) ma posta¢ (na potrzeby tego zapisu
przyjeto, oznaczenie dla przemieszczenia catkowitego - p(x,y,1)):

op(x, y,t)
LSk AL4 =0
an (8)

X=Xp,Y—Yp
Po wyznaczeniu pochodnej kierunkowej (na kierunku normal-
nym do swobodnej krawedzi tarczy) oraz uwzglednieniu zaleznoSci
na sktadowe sity normalnej (Nx i Ny), warunek (8) ma postac:

N,n,+N,n =0 9)
gdzie: nx i ny to wspotrzedne wektora normalnego do krawedzi

tarczy.
Uwaga: Dtugos¢ wektora normalnego musi by¢ réwna jednosci

ti. +f nx2 + ny2 =1, a jego zwrot zawsze skierowany do wne-

trza tarczy.
— punkt na krawedzi swobodnie podpartej (krawedz BC na rysun-
ku 2) bez mozliwo$ci przesuniecia (podpora nieprzesuwna)
Dla drgan tarczy taki warunek sprowadza si¢ utwierdzenia ta-
kiej krawedzi czyli réwnan (7).
— punkt na krawedzi swobodnie podpartej (krawedz BC na rysun-
ku 2) z mozliwoscig przesuniecia (podpora przesuwna)
Dla drgan tarczy taki warunek sprowadza sie do analizy krawe-
dzi swobodnej i réwnan (9).

2. RADIALNE FUNKCJE BAZOWE

Funkcja radialna to kazda funkcja jednej zmiennej postaci:



0;(r)= olx—x;])

gdzie: HX =X H jest Euklidesowg odlegtoscig pomiedzy punk-

(10)

tami x i x. Punkt x; jest nazwany centrum funkcji radialnej (10).
Zmieniajac potozenia centréw otrzymuje sie rodzine funkcji, ktéra
tworzy baze wykorzystywang do interpolacji lub aproksymaciji do-
wolnej funkgji.

Kazda z funkcji bazowych postaci (10) zaliczy¢ mozna do jed-
nej z dwoch kategorii: funkcje o zwartym no$niku, tj. funkcje, ktore
sq rozne od zera jedynie w sferze o promieniu r (najczesciej r=1)
lub funkcje o no$niku nieograniczonym (r — o). Najczesciej wyko-
rzystywanymi funkcjami z pierwszej kategorii sg zamieszczone w
tabeli 1, funkcje Wendlanda [14]. W tabeli 2 zawarto przyktady
funkcji 0 no$niku nieograniczonym.

Tab. 1. Bazowe funkcje radialne o zwartym nosniku

wymiar

. d=1 d=23
przestrzeni
definicja —
fUnkC“J q)(r)— (1_r)+ (0(7'): (l—l’)i
definicja
fUI’lijiJ go(r)=(l—l')i(3r+l) p(r)= (l_r)i(4r+1)
gdzie:
or)=01-r)=[(1-r), da re(0])
0, dla r>1
Tab. 2. Bazowe funkcje radialne o nosniku nieograniczonym
definicja funkcji nazwa funkcji
or)=r liniowa
p(r)=r’ szescienna
p(r)=Ar 2 4?2 wielokwadratowa
o(r)=rInr cienkiej ptyty
_ 1
p(r)= T wielokwadratowa odwrotna
Vre+c

Ze wzgledu na duzg popularnos¢ w zastosowaniach oraz dobre
wiasnosci aproksymujace w pracy wykorzystano funkcje wielokwa-
dratowa, ktéra w przypadku 2D ma posta¢:

— 2 2 2
goj(r)—\/(x—xj) +(y—yj) +C (1)
Jak wspomniano wcze$niej, ksztatt funkcji (11) zalezy od pa-
rametru ksztattu c. Wraz ze wzrostem jego wartosci funkcja (11)
staje sie coraz bardziej ptaska, przez to mato wrazZliwa na zmiany
odlegtosci pomigdzy punktem x (x, y) i centrum funkcji radialnej x;
(X.y1)-

3. METODA KOLOKACYJNA KANSY
Analizowany problem poczatkowo brzegowy opisany jest row-
naniem postaci:
Lu=f(x), xeQ
wraz z warunkami brzegowymi postaci:
Bu=g(x), xerl (13)
gdzie: L jest liniowym operatorem rézniczkowym, B jest opera-

torem opisujgcym warunki brzegowe, Q to analizowany obszar, I’
to brzeg tego obszaru.

(12)

Idea metody Kansy polega na aproksymacji rozwigzania pro-
blemu poczatkowo-brzegowego (12) i (13) za pomoca sumy szere-
gu rodziny funkgji radialnych tj.:

N
0=>"a; p;(r)
i=1

Wspdtczynniki a; wyznacza sie w procedurze kolokacji. W tym
celu nalezy wybra¢ zbiér No punktow {x1, Xz, ..., Xno} Nalezacych do
obszaru Q w ktorych zada sie by przyblizone rozwigzanie (14)
spetniato réwnanie (12):

N

Lu= f(x; )C:’Zaj L(”j(ri)i
i=

Podobnie nalezy wybra¢ zbiér N» punktdw {xno+1, Xno+2, ...

XNo+Nb} Na brzegu I analizowanego obszaru. W tych punktach mu-
szg zosta¢ spetnione réwnania warunkéw brzegowych (13):

Zaj B€01(ri) i=9g(x)

Réwnania (15) i (16) stanowig liniowy uktad réwnan, ktory zapi-

sat mozna w postaci macierzowe;:
Ao=f (17)
Z uktadu (17) wyznaczy¢ mozna poszukiwane wspotczynniki a;.

(14)

(15)

(16)

4. DRGANIA WLASNE TARCZY

W pracy analize drgan tarczy ograniczono jedynie do wyzna-
czenia czestosci drgan wiasnych. Uklad réwnan drgan wiasnych
(drgania harmoniczne o czesto$ci w) tarczy majg postac (5) i (6):

ou 1+v o°w  1-v o°w
+ + -
X2 2 oy 2 oy

=§a)2(1—v2)u

o*w 1+v 0*w 1-v o4
+ + =
oy 2 axgy 2 o

=§a)2(1—v2)w

Funkcje u(x,y) i w(x,y) z réwnan (18) i (19) musza dodatkowo
spetnia¢ warunki brzegowe.

Zgodnie z metodg Kansy do rozwigzania uktadu réwnan (18),
(19) wykorzystano aproksymacije funkcji u(x,y) i w(x,y) z wykorzy-
staniem radialnej funkcji wielokwadratowej w postaci:

(18)

(19)

u(x,y)= i“i \/(Xi —Xj )2 +(yi -Yj )2 +c? ()
=1

N
W(X, y):Zﬁj \/(Xi _Xj)2+<yi _yj)2+cz (21)
=

gdzie: (xi yj to wspotrzedne punktow kolokacyjnych i=1,2,...,
No, (x;, ¥j) to wspétrzedne centréw wielkokwadratowych funkcji ra-
dialnych j=1,2,...N.

Po wstawieniu zaleznosci (20) i (21) do réwnan (18) i (19)
otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych ze wzgledu na state a; i
B, ktére w zapisie macierzowym prowadzg do réwnania typu (17).
We wszystkich analizowanych w pracy przypadkach przyjeto jedng
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warto§¢ parametru ksztattu dla wszystkich funkcji bazowych ftj.
G =c.

Uktad rownan opisujacy drgania tarczy (réwnania (18) i (19))
nalez uzupemi¢ uktadem réwnan wnikajacych z réwnan warunkéw
brzegowych tarczy.

4.1.  Wybor parametru ksztattu

Dobdr ,optymalnej” wartoSci parametru ksztattu jest, jak dotad,
nierozwigzanym problemem. Szczegdtowy przeglad réznych strate-
gii pozwalajacych na wyznaczenie tego parametru znalez¢é mozna w
pracy [3].

W niniejszej pracy autor proponuje inng strategie opartg na na-
stepujacym algorytmie:

1. nalezy okres$li¢ zakres zmienno$ci parametru ¢

2. nalezy znalez¢ wartoci o dla ktorych det A=0

3. jezeli warto$¢ w nie ma stabilnej wartosci (dla réznych c) nalezy
wroci¢ do punktu 1 (zmiana zakresy zmiennosci ¢)

4. jezeli w osigga warto$¢ stabilng dla parametru ¢ z pewnego
zakresu, jako warto$¢ ¢ do obliczen przyja¢é mozna dowolng
wartos¢ ¢ z tego zakresu.

4.2. Poréwnanie wynikéw analizy

W celu oceny ,jakosci” wynikéw aproksymacji czestosci drgan
wiasnych uzyskanych z analizy przyblizonej z wynikami z metody
elementow skoriczonych, zdefiniowano btad, dany zaleznoscig
(subskrypt MES oznacza wyniki analizy metodg elementéw skon-
czonych, subskrypt p — analizy przyblizonej):

ME
‘co-p — M

I I

a)iMES

Wartosci btedéw wyznaczonych dla 10 pierwszych czestosci

drgan wiasnych tarczy prostokatnej o réznych warunkach brzego-
wych pokazano na rysunku 3.

0= ‘ -100% (22)

1 2 3 4 5 g 7 g 9
numer czestosci

a) wszystkie krawedzie utwierdzone

4

351

Ik

250

biad
P

1 2 3 4 5 B 7 g g 10
numer czestosci

b) dwie réwnolegte krawedzi utwierdzone, pozostate swo-
bodne
Rys. 3. Wartosci btedbéw przy wyznaczaniu warto$ci wtasnych tar-
czy o réznych war. brzegowych

1000 77 12%015

Wyznaczono réwniez czgstosci dran wtasnych tarczy o dowol-
nym ksztatcie. Analizowang w pracy tarcze wraz z rozktadem punk-
téw kolokacyjnych (oznaczonych ,x”) i centralnych funkgji radialnych
(oznaczonych ,0”) pokazano na rysunku 4. (jest to ten sam element,
ktérego drganie poprzeczne — model piyty autor analizowat w pracy

[7)
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Rys. 4. Analizowana tarcza

Warto$ci btedéw wyznaczonych dla 20 pierwszych czesto$ci
wiasnych utwierdzonej tarczy pokazano na rysunku 5. Warto$ci
btedéw obliczono z zaleznosci (22).

Wyniki analizy zamieszone na rysunkach 3 i 5 wskazujg jedno-
znacznie na bardzo duzg doktadnos¢ analizy z wykorzystaniem tej
metody bezsiatkowe;.

0 5 10 15 20
numer czestosci

Rys. 5. Biad w warto$ciach czestosci drgan wlasnych tarczy poka-
zanej na rysunku 4

PODSUMOWANIE | WNIOSKI

W pracy opisano metode kolokacyjng Kansy oraz jej zastoso-
wanie do wyznaczenia czestosci drgan wiasnych tarczy. W celu
oceny poprawno$ci i doktadno$ci tej metody analizy poréwnano
czestotliwosci drgan wasnych z warto$ciami wyznaczonymi z symu-
lacji Metodg Elementéw Skonczonych.

Wyniki analizy wskazujg jednoznacznie na bardzo duzg do-
ktadnos¢ analizy z wykorzystaniem tej metody bezsiatkowej. Wyniki
analizy wskazujg réwniez na poprawno$¢ zaproponowanej strategii
doboru parametru ksztattu funkcji radialnych.

Praca powstata w ramach prac statutowych nr. 11.11.130.955
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IN PLANE VIBRATION OF PLATE
WITH RADIAL BASED FUNCTION

Abstract
The work concerns the in plane vibration of plate
with the Radial Based Functions. The Kansa colloca-
tion method was used for determination eigenvalues of
the plate. All results were compared with Finite Ele-
ment Analysis results. All results indicate that using of

multiquadric (MQ) RBF provide a results with very
high accuracy in comparison to numerical results in
dynamic analysis of plate-like structural components.
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