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ZASTOSOWANIE FUNKCJI RADIALNYCH W ANALIZIE DRGAŃ TARCZY 

Streszczenie 

W pracy opisano bezsiatkową metodę kolokacyjną Kansy i jej wykorzystanie w analizie drgań  własnych tarczy. 

W analizie wykorzystano funkcję wielokwadratową, opisano metodę doboru wartości parametru kształtu. Wszystkie 

wyniki porównano z wynikami symulacji Metodą Elementów Skończonych.  

 

WSTĘP 

Tarcza jest dwuwymiarowym elementem konstrukcyjnym, który 
przenosi obciążenie jedynie w swojej płaszczyźnie tzn. jest to ele-
ment poddany rozciąganiu lub ściskaniu. Jeżeli można przyjąć, że 
płyta jest dwuwymiarową belką tak tarcza jest dwuwymiarowym 
prętem ściskanym (rozciąganym). Tarcza jest rzadko stosowana 
jako element konstrukcyjny, natomiast opisane w pracy drgania 
mogą być wykorzystane przy analizie drgań płyty z siłą przyłożoną 
nie prostopadle do płaszczyzny płyty.  

Modelem matematycznym tarczy podobnie jak każdego z ukła-
dów mechanicznych jest równanie lub układ równań różniczkowych 
zwyczajnych lub cząstkowych, który łącznie z warunkami brzego-
wymi stanowi problem początkowo-brzegowy. Taki problem jedynie 
w niewielu przypadkach rozwiązać można metodami analitycznymi 
tzn. poprzez znalezienie odpowiednich funkcji, które spełniają jed-
nocześnie równanie (lub układ równań) różniczkowych opisujących 
analizowany problem jak i równania opisujące warunki brzegowe 
rozważanego układu mechanicznego. W przypadkach, w których 
znalezienie rozwiązania analitycznego nie jest możliwe, rozwiązania 
analizowanego problemu początkowo-brzegowego należy poszuki-
wać metodami przybliżonymi. 

Tradycyjne metody przybliżonego, numerycznego rozwiązania 
takiego problemu wymagają podziału na elementy: całego analizo-
wanego obszaru, w metodach takich jak Metoda Różnic Skończo-
nych (MRS), Metoda Elementów Skończonych (MES) czy Metoda 
Objętości Skończonych (MOS), lub jedynie brzegu obszaru w meto-
dach takich jak Metoda Elementów Brzegowych (MEB). Olbrzymi 
nakład pracy włożony w rozwój MES uczynił z niej najbardziej popu-
larną, a nawet podstawową, metodę przybliżonego rozwiązania 
problemów początkowo-brzegowych.  

Metody przybliżonego rozwiązania problemu początkowo-
brzegowego niewymagające siatki elementów to tzw. metody bez-
siatkowe. Metody te podzielić można na dwa typy: metody obsza-
rowe m.in. bezelementowa metoda Galerkin’a [1], metoda interpola-
cji punktowej [12], metoda funkcji Rvacheva [13] i metody brzego-
we, do których należy m.in. metoda węzłów brzegowych [8]. W obu 
typach metod punkty kolokacyjne umieszczone są w całym analizo-
wanym obszarze lub jedynie na jego brzegu. Większość wymienio-
nych metod jest bezsiatkowa jednie w sensie interpolacji rozwiąza-
nia, niezbędne są natomiast „komórki” wykorzystywane do całko-
wania słabego sformułowania wariacyjnego problemu.  

Innym podejściem poszukiwania przybliżonego rozwiązania 
problemu początkowo-brzegowego jest metoda Kansy [5] bazująca 
na sformułowaniu silnym i Radialnych Funkcjach Bazowych (RFB). 
Metoda ta nie wymaga zastosowania jakichkolwiek elementów czy 
komórek, dlatego też zwana jest metodą „prawdziwie” bezsiatkową.   

W ciągu ostatnich 20 lat kolokacyjna metoda Kansy znalazła 
zastosowanie do rozwiązania wielu rożnych problemów mechaniki 

m. in. analiza dwu i trójfazowych modeli tkanki [4], problemów wy-
miany ciepła [15], analizy równań  Naviera-Stokesa [2], analizy pola 
elektromagnetycznego [10] i wielu innych. 

Sukces metod związanych z wykorzystaniem RFB wiąże się z 
ich podstawową własnością polegającą na transformacji problemów 
wielowymiarowych do problemów jednowymiarowych. W niniejszej 
pracy wykorzystano kolokacyjną metodę Kansy wraz z wielokwadra-
tową (ang. multiquadric) radialną funkcją bazową do analizy drgań 
własnych tarczy. W celu wykazania poprawności i dokładności 
proponowanej metody obliczeń wszystkie wyniki analizy przybliżo-
nej porównano z wynikami uzyskanymi metodą elementów skoń-
czonych.  

Przy wykorzystaniu funkcji wielokwadratowej bardzo istotnym 
jest wyznaczenie tzw. parametru kształtu, od którego zależy kształt 
funkcji bazowej. W pracy zaproponowano autorską strategię wyboru 
„optymalnego” parametru kształtu.  

1. RÓWNANIE DRGAŃ TARCZY 

Jak wspomniano we wstępie tarcza jest dwuwymiarowym, pła-
skim elementem konstrukcyjnym przenoszącym obciążenie w swo-
jej płaszczyźnie. Taki rodzaj obciążenia występuje również w przy-
padkach płyt obciążonych siłami, które nie są prostopadłe do płasz-
czyzny środkowej płyty. 

Na rysunku 1 pokazano elementarny wycinek tarczy wraz z si-
łami reprezentującymi „odrzucone” części tarczy. (Uwaga: pokazane 
na rysunku 1 siły N mają wymiar obciążenia ciągłego [N/m]). 
 

 
Rys.1. Elementarny element tarczy 

 
Sumując składowe OX sił otrzymano: 
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W pracy pokazane zostanie jedynie równanie dla składowej 
poziomej sił (składowa OX). Równanie dla składowej pionowej 
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(składowa OY) wygląda identycznie, z tą różnicą że Nx należy za-
stąpić przez Ny, a przemieszczenie opisać współrzędną w (w miej-
sce przemieszczenia poziomego u). 

Po krótkich przekształceniach równanie (1) ma postać: 
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W kolejnym kroku należy powiązać ze sobą siły wewnętrzne z 
globalnymi przemieszczeniami (u,w) tarczy. W tym celu należy 
skorzystać z równań konstytutywnych materiału tarczy oraz zależ-
ności pomiędzy odkształceniami, a przemieszczeniami. Po scałko-
waniu naprężeń po całej wysokości h tarczy otrzymano (w rozważa-
niach założono tarczę o stałej wysokości tzn. h(x) = h = const.). 
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gdzie: E – moduł Younga, v – stała Poissona, G – moduł Kir-
chhoffa  

Po uwzględnieniu zależności (3) i (4) równanie drgań tarczy 
zapisać można w postaci: 
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Z warunków równowagi sił na kierunku pionowym (składowa 
OY), po kilku przekształceniach otrzymano: 
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Układ równań (5) i (6) stanowi model matematyczny drgań tar-
czy. Ze względu na tematykę pracy w równaniach (5) i (6) pominięto 
obciążenie zewnętrzne tarczy. W celu znalezienia nietrywialnego 
rozwiązania układu równań opisującego drgania tarczy należy 
znaleźć takie składowe przemieszczenia każdego z punktów tarczy 
(u(t) i w(t)), które spełniają warunki brzegowe tarczy. Typowe wa-
runki brzegowe opisano w kolejnym punkcie pracy. 

1.1. Warunki brzegowe tarczy 

Jak to opisano wcześniej, drgania tarczy są najczęściej anali-
zowane jako część drgań płyty, z tego powodu w pracy przeanali-
zowano warunki brzegowe typowe dla płyty zginanej. 

Na rysunku 2 pokazano przykładową płytę z typowymi warun-
kami brzegowymi. 

 

 
Rys.2. Tarcza z typowymi warunkami brzegowymi 

 

Na rysunku 2 pokazano sposób obrazowania typowych warun-
ków brzegowych płyty i tak: na części AB krawędzi płyta jest utwier-
dzona, na części BC - swobodnie podparta i krawędź AC jest kra-
wędzią swobodną. W przypadku analizy drgań tarczy rozpatrzyć 
dwa różne przypadki swobodnego podparcia krawędzi. Pierwszy 
przypadek to podpora przegubowa przesuwna, drugi to podpora 
nieprzesuwna (w przypadku drgań poprzecznych płyty czy nawet 
belki takie rozróżnienie podpór jest zbędne). 

Warunek brzegowy jaki narzucony jest na każdy z punktów na-
leżących na krawędzi tarczy może być związany wymaganiem 
dotyczącym: 
– przemieszczenia tego punktu brzegu - są to tzw. warunki Dirich-

leta, w przypadku tarczy są to warunki narzucone na funkcję 
u(x,y,t) i/lub w(x,y,t), gdzie x,y to współrzędne punktu należące-
go do brzegu tarczy,  

– siły wewnętrznej wyznaczonej na brzegu tarczy - są to tzw. 
warunki Neumanna, w przypadku tarczy należy wyznaczyć po-
chodną kierunkową funkcji przemieszczeń u(x,y,t) i w(x,y,t) na 
kierunku normalnym do krawędzi tarczy liczoną w punkcie, któ-
rego ten warunek dotyczy.  

– pewnej zależności pomiędzy siłą wewnętrzną, a przemieszcze-
niem tego punktu brzegu - są to tzw. warunki Robina, w przy-
padku tarczy warunek taki to sprężyste podparcie punktu na jej 
brzegu.  
Poniżej opisano różne sposoby zamocowania dowolnego punk-

tu na brzegu tarczy, wraz z równaniami opisującymi te warunki 
brzegowe dla punktu o współrzędnych xb,yb. 
– punkt na krawędzi utwierdzonej (krawędź AB na rysunku 2) 

 
Warunki jakie muszą w takim przypadku spełniać funkcje  

u(x,y,t) i w(x,y,t) mają postać: 

0),,(i0),,(  tyxwtyxu bbbb  (7) 

– punkt na krawędzi swobodnej (krawędź AC na rysunku 2) 
W takim przypadku warunek narzucony na przemieszczenie 

całkowite punktu brzegowego tarczy tj. przemieszczenia o współ-
rzędnych u(x,y,t) i w(x,y,t) ma postać (na potrzeby tego zapisu 
przyjęto, oznaczenie dla przemieszczenia całkowitego - p(x,y,t)): 
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Po wyznaczeniu pochodnej kierunkowej (na kierunku normal-
nym do swobodnej krawędzi tarczy) oraz uwzględnieniu zależności 
na składowe siły normalnej (Nx i Ny), warunek (8) ma postać: 

0 yyxx nNnN  (9) 

gdzie: nx i ny to współrzędne wektora normalnego do krawędzi 
tarczy.  

Uwaga: Długość wektora normalnego musi być równa jedności 

tj. 1
22
 yx nn , a jego zwrot zawsze skierowany do wnę-

trza tarczy. 
– punkt na krawędzi swobodnie podpartej (krawędź BC na rysun-

ku 2) bez możliwości przesunięcia (podpora nieprzesuwna) 
Dla drgań tarczy taki warunek sprowadza się utwierdzenia ta-

kiej krawędzi czyli równań (7). 
– punkt na krawędzi swobodnie podpartej (krawędź BC na rysun-

ku 2) z możliwością przesunięcia (podpora przesuwna) 
Dla drgań tarczy taki warunek sprowadza się do analizy krawę-

dzi swobodnej i równań (9). 

2. RADIALNE FUNKCJE BAZOWE  

Funkcja radialna to każda funkcja jednej zmiennej postaci: 
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   jj xxφ=rφ   (10) 

gdzie: jxx   jest Euklidesową odległością pomiędzy punk-

tami x i xj. Punkt xj jest nazwany centrum funkcji radialnej (10). 
Zmieniając położenia centrów otrzymuje się rodzinę funkcji, która 
tworzy bazę wykorzystywaną do interpolacji lub aproksymacji do-
wolnej funkcji.  

Każdą z funkcji bazowych postaci (10) zaliczyć można do jed-
nej z dwóch kategorii: funkcje o zwartym nośniku, tj. funkcje, które 
są różne od zera jedynie w sferze o promieniu r (najczęściej r = 1) 

lub funkcje o nośniku nieograniczonym (r → ). Najczęściej wyko-
rzystywanymi funkcjami z pierwszej kategorii są zamieszczone w 
tabeli 1, funkcje Wendlanda [14]. W tabeli 2 zawarto przykłady 
funkcji o nośniku nieograniczonym. 

 
Tab. 1. Bazowe funkcje radialne o zwartym nośniku  

wymiar 
przestrzeni 

d = 1 d = 2,3 
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Tab. 2. Bazowe funkcje radialne o nośniku nieograniczonym 

definicja funkcji nazwa funkcji 

r=φ(r)  liniowa 

3
r=φ(r)  sześcienna 

2c+r=φ(r) 2
 wielokwadratowa 

rr=φ(r) 2ln  cienkiej płyty 

2c+r
=φ(r)

2

1
 wielokwadratowa odwrotna 

 
Ze względu na dużą popularność w zastosowaniach oraz dobre 

własności aproksymujące w pracy wykorzystano funkcję wielokwa-
dratową, która w przypadku 2D ma postać: 
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Jak wspomniano wcześniej, kształt funkcji (11) zależy od pa-
rametru kształtu c. Wraz ze wzrostem jego wartości funkcja (11) 
staje się coraz bardziej płaska, przez to mało wrażliwa na zmiany 
odległości pomiędzy punktem x (x, y) i centrum funkcji radialnej xj 

(xj,yj). 

3. METODA KOLOKACYJNA KANSY  

Analizowany problem początkowo brzegowy opisany jest rów-
naniem postaci: 

  Ωx,xf=Lu 
 

(12) 

wraz z warunkami brzegowymi postaci: 

  Γx,xg=Bu 
 

(13) 

gdzie: L jest liniowym operatorem różniczkowym, B jest opera-

torem opisującym warunki brzegowe, Ω to analizowany obszar,  
to brzeg tego obszaru. 

Idea metody Kansy polega na aproksymacji rozwiązania pro-
blemu początkowo-brzegowego (12) i (13) za pomocą sumy szere-
gu rodziny funkcji radialnych tj.: 
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N

=j

j
1

ˆ

 

(14) 

Współczynniki αj wyznacza się w procedurze kolokacji. W tym 
celu należy wybrać zbiór No punktów {x1, x2, …, xNo} należących do 
obszaru Ω w których żąda się by przybliżone rozwiązanie (14) 
spełniało równanie (12): 
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(15) 

Podobnie należy wybrać zbiór Nb punktów {xNo+1, xNo+2, …, 

xNo+Nb} na brzegu  analizowanego obszaru. W tych punktach mu-
szą zostać spełnione równania warunków brzegowych (13): 
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Równania (15) i (16) stanowią liniowy układ równań, który zapi-
sać można w postaci macierzowej: 

f=αA  (17) 

Z układu (17) wyznaczyć można poszukiwane współczynniki αj. 

4. DRGANIA WŁASNE TARCZY 

W pracy analizę drgań tarczy ograniczono jedynie do wyzna-
czenia częstości drgań własnych. Układ równań drgań własnych 
(drgania harmoniczne o częstości ω) tarczy mają postać (5) i (6): 
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Funkcje u(x,y) i w(x,y) z równań (18) i (19) muszą dodatkowo 
spełniać warunki brzegowe.  

Zgodnie z metodą Kansy do rozwiązania układu równań (18), 
(19) wykorzystano aproksymacje funkcji u(x,y) i w(x,y) z wykorzy-
staniem radialnej funkcji wielokwadratowej w postaci: 
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(21) 

gdzie: (xi, yi) to współrzędne punktów kolokacyjnych i = 1,2,..., 
No, (xj, yj) to współrzędne centrów wielkokwadratowych funkcji ra-
dialnych j = 1,2,...N. 

Po wstawieniu zależności (20) i (21) do równań (18) i (19) 
otrzymuje się układ równań algebraicznych ze względu na stałe αj i 
βj, które w zapisie macierzowym prowadzą do równania typu (17). 
We wszystkich analizowanych w pracy przypadkach przyjęto jedną 
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wartość parametru kształtu dla wszystkich funkcji bazowych tj. 
cj = c.  

Układ równań opisujący drgania tarczy (równania (18) i (19)) 
należ uzupełnić układem równań wnikających z równań warunków 
brzegowych tarczy. 

4.1. Wybór parametru kształtu 

Dobór „optymalnej” wartości parametru kształtu jest, jak dotąd, 
nierozwiązanym problemem. Szczegółowy przegląd różnych strate-
gii pozwalających na wyznaczenie tego parametru znaleźć można w 
pracy [3].  

W niniejszej pracy autor proponuje inną strategię opartą na na-
stępującym algorytmie:  
1. należy określić zakres zmienności parametru c 

2. należy znaleźć wartości   dla których  0=Adet  

3. jeżeli wartość  nie ma stabilnej wartości (dla różnych c) należy 
wrócić do punktu 1 (zmiana zakresy zmienności c) 

4. jeżeli  osiąga wartość stabilną dla parametru c z pewnego 
zakresu, jako wartość c do obliczeń przyjąć można dowolną 
wartość c z tego zakresu. 

4.2. Porównanie wyników analizy  

W celu oceny „jakości” wyników aproksymacji częstości drgań 
własnych uzyskanych z analizy przybliżonej z wynikami z metody 
elementów skończonych, zdefiniowano błąd, dany  zależnością 
(subskrypt MES oznacza wyniki analizy metodą elementów skoń-
czonych, subskrypt p – analizy przybliżonej): 
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
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i

p

i


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  (22) 

Wartości błędów wyznaczonych dla 10 pierwszych częstości 
drgań własnych tarczy prostokątnej o różnych warunkach brzego-
wych pokazano na rysunku 3. 

 
a) wszystkie krawędzie utwierdzone  

 
b) dwie równoległe krawędzi utwierdzone, pozostałe swo-

bodne 
Rys. 3. Wartości błędów przy wyznaczaniu wartości własnych tar-
czy o różnych war. brzegowych 

Wyznaczono również częstości drań własnych tarczy o dowol-
nym kształcie. Analizowaną w pracy tarczę wraz z rozkładem punk-
tów kolokacyjnych (oznaczonych „x”) i centralnych funkcji radialnych 
(oznaczonych „o”) pokazano na rysunku 4. (jest to ten sam element, 
którego drganie poprzeczne – model płyty autor analizował w pracy 
[7]) 

 
Rys. 4. Analizowana tarcza   

 
Wartości błędów wyznaczonych dla 20 pierwszych częstości 

własnych utwierdzonej tarczy pokazano na rysunku 5. Wartości 
błędów obliczono z zależności (22). 

Wyniki analizy zamieszone na rysunkach 3 i 5 wskazują jedno-
znacznie na bardzo dużą dokładność analizy z wykorzystaniem tej 
metody bezsiatkowej. 

 

 
Rys. 5. Błąd w wartościach częstości drgań własnych tarczy poka-
zanej na rysunku 4   

PODSUMOWANIE I WNIOSKI  

W pracy opisano metodę kolokacyjną Kansy oraz jej zastoso-
wanie do wyznaczenia częstości drgań własnych tarczy. W celu 
oceny poprawności i dokładności tej metody analizy porównano 
częstotliwości drgań własnych z wartościami wyznaczonymi z symu-
lacji Metodą Elementów Skończonych.  

Wyniki analizy wskazują jednoznacznie na bardzo dużą do-
kładność analizy z wykorzystaniem tej metody bezsiatkowej. Wyniki 
analizy wskazują również na poprawność zaproponowanej strategii 
doboru parametru kształtu funkcji radialnych. 

 
Praca powstała w ramach  prac statutowych nr. 11.11.130.955 
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IN PLANE VIBRATION OF PLATE 
WITH RADIAL BASED FUNCTION 

Abstract 

The work concerns the in plane vibration of plate 

with the Radial Based Functions. The Kansa colloca-

tion method was used for determination eigenvalues of 

the plate. All results were compared with Finite Ele-

ment Analysis results. All results indicate that using of 

multiquadric (MQ) RBF provide a results with very 

high accuracy in comparison to numerical results in 

dynamic analysis of plate-like structural components. 
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