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Zastosowanie transformacji Laplace’a do rozwigzywania pewnych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Streszczenie. W artykule pokazano, jak mozna rozwiaza¢ pewne réwnania rézniczkowe za po-
mocy przeksztalcenia (transformacji) Laplace’a. Metoda ta zostala oméwiona na kilku konkretnych
przyktadach, z wyjasnieniami i kompletnymi rozwigzaniami. Wskazano réwniez na zalety i wady
tej metody.

Slowa kluczowe: transformata Laplace’a, oryginal, rownanie rozniczkowe liniowe o statych wspot-
czynnikach, warunki poczatkowe.

1. Podstawowe informacje o przeksztalceniu Laplace’a

Przypusémy, ze mamy funkcje f: R — R, ktoéra dla ujemnych argumentéw przyjmuje zawsze wartosé
zero. Transformatq Laplace’a funkcji f nazywamy funkcje F' zdefiniowang jako

“+o0
Fs) = / f(tye*t dt, (1)

o ile powyzsza caltka niewlasciwa jest zbiezna dla pewnych s € C.

Funkcje, ktora przyporzadkowuje funkcji f jej transformate Laplace’a F nazywamy transformacjq
(lub przeksztatceniem) Laplace’a. Przeksztalcenie Laplace’a oznacza sie litera £, natomiast transformate
Laplace’a funkcji f mozna zapisa¢ jako L[f(t)] lub F(s) (zwyczajowo podajemy argumenty funkcji f i F').

Przypomnijmy, ze funkcja f jest oryginatem, jesli spelnia nastepujace warunki:

1) f(t) =0 dla kazdego t < 0,

2) w dowolnym przedziale [a, b] funkcja f ma co najwyzej skoriczona liczbe punktow nieciagtosci pierw-
szego rodzaju,

3) istnieja takie stale M > 01ia >0, ze |f(t)] < Me** dla kazdego t.
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Najprostszymi oryginatami sg funkcja stata rowna 0 oraz tzw. jedynka Heaviside’a, zdefiniowana jako

(1) = 0 dla t<0
1 dla t>0.

Mozna udowodnié, ze:
e jezeli f jest oryginalem, to w poélplaszczyznie Re s > « istnieje L[f(t)],

e jezeli f 1 g sa oryginalami cigglymi w przedziale [0,400) i L[f(t)] = L[g(?)], to f(t) = g(t) dla
kazdego t € R.

Przeksztalcenie Laplace’a jest powszechnie stosowane do rozwigzywania pewnych réwnan réznicz-
kowych (ale nie tylko). Dla wiekszosci Czytelnikow wzor (1) moze byé przerazajacy — mamy calke
niewlasciwa i na dodatek catkujemy funkcje zespolona... Nie nalezy sie jednak martwié, poniewaz w tym
artykule w ogéle nie bedziemy korzysta¢ z definicji. W przyktadach, oméwionych dalej, bedziemy roz-
wazac tylko oryginaly (bo na pewno istnieja ich transformaty) i korzysta¢ przede wszystkim z dwoch

wtlasnosci:

Llaf(t) +bg(t)] = aF(s) + bG(s), (2)
LIFM ()] = Zs” =k rB0), n=1,2,3,.... (3)

Wzor (2) zachodzi dla dowolnych statych a,b € C i dowolnych oryginaléow f, g, ktérych transformaty
oznaczono L[f(t)] = F(s) i L[g(t)] = G(s). We wzorze (3) przyjeto konwencje f(©) = f; wzor ten jest
prawdziwy, gdy f, f’,..., f("~1 sg oryginatamii (™ jest funkeja ciagta w [0, +00). Wypiszmy wyraznie
kilka szczegblnych przypadkow wzoru (3). Mamy:

o LIf'(t)] = sF(s) — f(0),
o LIf"()] = s*F(s) — s£(0) — f'(0),
o L[ ()] = s°F(s) — s £(0) — sf'(0) — £(0) itd.

Bedziemy tez korzystali z transformat wybranych funkcji, ktore sg zebrane w tabeli 1.

Tabela 1. Transformaty Laplace’a wybranych funkcji

7(t) F(s) 7(t) ()
1) ! 1) o
et (1) = (1) e
sin (at) - 1(¢) e cos (at) - 1(t) =
t - sin (at) - 1(t) (522;152)2 t - cos (at) - 1(t) (5522;1“22)2
e - sin (bt) - 1(t) m e - cos (bt) - 1(t) eEryan

Rozwiazywanie réwnan rézniczkowych z zastosowaniem przeksztalcenia Laplace’a jest podobne do ttu-
maczenia na inny jezyk i z tego powodu wlasnosci przeksztalcenia Laplace’a nazywa sie jego gramatyka
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(lub regutami gramatycznymi), natomiast tabele 1 — stownikiem. Nasz stownik jest ubogi, ale wystar-
czy do podstawowych zastosowan (bardziej rozbudowane stowniki mozna znalezé w [4], [5]). Schemat
postepowania mozna przedstawi¢ w punktach.

1. Chcemy rozwiazaé¢ rownanie rozniczkowe, w ktérym wystepuje nieznana funkcja y (jest to funkcja
rzeczywista zmiennej rzeczywistej). Rownanie rozniczkowe jest zdaniem w pewnym jezyku A (tak
nazwijmy jezyk, ktorego uzywamy do opisu funkcji rzeczywistych). Aby moc skorzysta¢ z prze-
ksztalcenia Laplace’a, przyjmujemy dodatkowe zalozenie, ze y jest oryginatem.

2. Naktadamy na obie strony rownania rézniczkowego transformaty Laplace’a (o ile jest to mozliwe;
zob. uwage 3 w ostatnim rozdziale). Tym samym ,tlumaczymy” nasze zdanie, czyli rownanie roz-
niczkowe, z jezyka A na jezyk B, ktérym moéwimy o funkcjach zespolonych zmiennej zespolonej,
przy czym korzystamy tylko z gramatyki i stownika.

3. Otrzymujemy nowe réwnanie (w jezyku B, przy czym bedzie to juz rownanie algebraicznie), w kto-
rym niewiadoma jest funkcja Y, czyli transformata nieznanej funkcji y. Funkcja Y jest funkcja
zespolong zmiennej zespolonej. Rozwiazujemy to nowe réwnanie.

4. Korzystamy ze stownika w drugg strone, tzn. ,tlumaczymy” rozwiazanie z jezyka B na jezyk A (mo-
wigc precyzyjnie, wyznaczamy transformate odwrotna). Otrzymana w ten sposéb funkcja, zapisana
w jezyku A, jest rozwigzaniem naszego rOwnania rézniczkowego. Rozwiazanie to jest jednoznaczne,
gdyz y jest oryginalem ciggtym® w [0, +00).

Czesto rownanie z punktu 3 jest tatwe do rozwigzania. Najtrudniejszym etapem powyzszego schematu
jest wyznaczenie transformaty odwrotnej. Transformate odwrotng mozna wyznaczy¢ ze wzoru

t) =LY (s)] = Lo Y(s)e*' d

y(t) = s)] = Tm/{:—ioo (s)e® ds,

jednak wymaga on calkowania funkcji zespolonej po pewnej prostej (jest to czasochlonne), korzystamy
z niego tylko w ostateczno$ci, wiec $wiadomie nie interpretujemy tu tego wzoru. Mozna tez zastosowac
wzory Heaviside’a, ale trzeba je zna¢ (moze kiedy$§ powstanie artykul na ten temat; zainteresowanych
odsylamy do podrecznikow [2] lub [4]). Alternatywnym (prostym) sposobem jest rozklad transforma-
ty Y na utamki proste (zauwazmy, ze w tabeli 1 w kolumnie transformat sg tylko funkcje wymierne,
w ktorych stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika) i odczytanie oryginatu ze stownika, po
ewentualnych  kosmetycznych” przeksztatceniach. Korzysta sie tu z faktu, ze transformacja odwrotna do
transformacji Laplace’a jest (podobnie jak transformacja Laplace’a) przeksztalceniem liniowym, tzn. jesli
istniejg transformaty odwrotne do funkcji F'i G, to

L7 aF(s) 4+ bG(s)] = aL™ [F(s)] + bL G ()], 4)

gdzie a,b € C sa dowolnymi statymi.

1 W réwnaniu rézniczkowym wystepuja jakies pochodne funkeji y, wiec musi ona by¢ ciagla.
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2. Ré6wnania rézniczkowe — przyklady

Przyklad 1. Znajdziemy oryginal, ktéry spelnia nastepujace réwnanie rézniczkowe z warunkiem poczat-
kowym:
2 —y=—24e? sin3t, y(0) = 4. (5)

Poniewaz szukamy oryginalu spelniajacego podane réwnanie rézniczkowe, interesuje nas tylko to, co
sie bedzie dzialo dla t > 0 (z warunku poczatkowego wiemy, co sie dzieje w chwili ¢ = 0). Zauwazmy, zZe
nasze rOwnanie rézniczkowe mozemy zapisa¢ w postaci

2y —y = —24e? sin 3t - 1(t),

przy czym warunek poczatkowy pozostaje bez zmian. Po prawej stronie réwnania rézniczkowego mamy
teraz oryginal i jesteSmy w stanie ,przettumaczy¢” nasze rownanie na jezyk transformat.
Niech L[y] = Y (s). Wowczas:

o Ly] = L[y] =sY(s) —y(0) = sY(s) — 4 (z wlasnosci (3) oraz warunku poczatkowego),

o L2y —y] =2L[y'] —Y(s) =2sY(s) — 8 — Y (s) (z whasnosci (2)),

o L[—24e? sin3t-1(t)] = —24L[e? sin 3t - 1(t)] = —24- (57;%9 = (3:%7)3+9 (z wlasnodci (2) i tab. 1).

W jezyku transformat warunki (5) maja posta¢ jednego réwnania:

2sY(s) —8—-Y(s) = (s—_17)§—|—9
Nastepnie wyznaczamy Y (s): .
—72
(2s—1)Y(s) = G-1P 49 +38,
s —1)2
(25— 1Y (s) = (88(_ )l .
L 8-y
=Gy
8(s — 3)
Y(s) = .
) = =D (=12 +9)
Po uproszczeniu utamka dostajemy )
_ 4(s — 5)
Y(s) = m

Skorzystajmy z wlasnosci (4) oraz ponownie z tabeli transformat:

A(s — 3)

LY (s)] = £ [(51)249

_ s— 13 t
:| =4L 1 |:(S;)224>9:| = 4e2 cos 3t - ]l(t)

Otrzymalismy oryginal, ktory jest funkcja ciaglta w [0, 400). Zatem jedynym oryginalem spelniajacym
rozwazane rownanie rozniczkowe z warunkiem poczatkowym jest funkcja okreslona wzorem:

y(t) = 4e? cos 3t - 1(t).
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Przyklad 2. Znajdziemy oryginal spetniajacy warunki:
y +3y=¢", y(0)=1 (6)
Postepujemy podobnie jak w przykladzie 1. Oznaczamy L[y] = Y (s) i mamy:
o L[y] =sY(s) —y(0) = sY(s) — 1 (z wlasnosci (3) i warunku poczatkowego),
o LIy +3y] = Ly'] +3L[y] = sY(s) — 1+ 3Y(s) (z wlasnosci (2)),

1
o L[e*-1(t)] = o (z tab. 1).
Zatem nieznany oryginal y = y(t) spelnia warunki (6) wtedy i tylko wtedy, gdy jego transformata

Y =Y (s) spelnia warunek
1

s—2°

Rozwiazujemy powyzsze rownanie, w ktorym niewiadoma jest Y (s):

sY(s) —143Y(s) =

sY (s) +3Y(s) = 1 +1,

5—2
(s +3¥(s) = 2,
s—1
EAUR e )

Takiej funkcji nie mamy w stowniku, wiec rozktadamy ja na utamki proste:

s—1 A B
5-2)(5+3) s5-2 s+3 (s —2)(s+3)

s—1=A(s+3)+ B(s—2).

Teraz mozna poréwnaé¢ wspotczynniki przy odpowiednich potegach i rozwigza¢ pewien uklad réwnan?.
Jednak bedzie szybciej, gdy podstawimy za s dwie rézne liczby rzeczywiste (mamy réwnosé dwoch funkeji
liniowych):

=2 = 1=54
s=—-3 = —-4=-5B

®
\

3

(SN L

= A=

= B=2%,
Zatem | .

1 4 1 1 4 1

Y(s) = —2 5 — — - .

)= 5t 3 5 5275 513

Teraz musimy znalez¢ oryginal, ktorego transformata jest podana wyzej funkcja. Ze stownika (tab. 1)

odczytujemy:
1

s+3

Lle™3t - 1(t)] =

2 W zadaniach omawianych w tym artykule zawsze dochodzimy do miejsca, w ktérym trzeba wyznaczyé¢ wspolczynni-
ki rozkladu na ulamki proste pewnej funkcji wymiernej. Jesli poréwnamy wspoélczynniki przy odpowiednich potegach s,
to otrzymamy uklad rownan (uklad ten jest zawsze oznaczony i mozna go rozwiaza¢ dowolng metoda — podstawiania,
eliminacji Gaussa lub za pomoca wzoréw Cramera). Inny sposéb wyznaczenia wspolezynnikow rozkiadu to podstawienie
za, s kilku roznych liczb (wiecej o tej metodzie mozna znalezé¢ w artykule R. Broc¢ka i B. Pawlika, Rozkfad na utamki proste,
MINUT 2019). W tej pracy stosujemy rozne metody znajdowania tych wspoélczynnikow.
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Transformacja odwrotna do transformacji Laplace’a jest przeksztalceniem liniowym (wlasnosé (4)), czyli

LY (s)] =L [ésiz ;lsi:%] -

1 | 4 1 1, 4
=Lt —— | 42! = (Ze® 4 Zet) 100,
5 [5—2}+5 L+3] (56 T3e ) ®)

Whioskujemy wiec, ze jedynie oryginat

1 4
Yy = <5€2t + 5€_t> ]l(t)

spelnia warunki (6).
Przyklad 3. Znajdziemy oryginal spelniajacy warunki:

4y" +y=3—t, y(0)=3,y'(0)=0.

(7)

Najpierw prawa strone podanego wyzej rownania rézniczkowego zapisujemy jako 3-1(¢) —¢- 1(¢); teraz
nie mamy problemu ze znalezieniem transformaty tej funkcji.
Niech L]y] = Y (s). Wowczas:

o L[y'] = 5*Y(s) — sy(0) — ¥/ (0) = s*Y(s) — 3s (z wlasnosci (3) i warunkéw poczatkowych),
o L[4y +y| =4AL[Y"] + L]y] = 45*Y (s) — 125 + Y (5) (z whasnosci (2)),
o L[B-D10) =" -

. (z whasnoéci (2) i tab. 1).

Zatem nieznany oryginal y = y(¢) spelnia warunki (7) wtedy i tylko wtedy, gdy jego transformata
Y =Y (s) spelnia warunek

3 1
45?Y (s) =125+ Y (s) = = — —.

PV ()~ 125 4V (5) = 2
Rozwiazujemy powyzsze rOwnanie, w ktorym niewiadoma jest Y'(s)

3 1
2 _
45°Y (s) + Y(s) = e + 12s,

3s—1+12s°
(452 + )Y (s) = 222
S
1253 435 — 1
Y()= ————5——+—.
() s2(4s2 +1)
Takiej funkcji nie mamy w stowniku, wiec rozktadamy jg na utamki proste:

12s3+3s—1 A B Cs+D 9,
SES TS TS AL 2 ST | 2482 41
s2(4s2 4+ 1) s+32+432+1 (s +1)

125% + 35 — 1 = As(4s> + 1) + B(4s> + 1) + (Cs + D)s?,

1253 +3s — 1 = 445> + As + 4Bs®> + B + Cs> + Ds>.
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Teraz poréwnujemy wspoétczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej s (nie ma sensu podstawiac
czterech konkretnych wartosci za s, poniewaz tylko dla s = 0 otrzymaliby$my latwe réwnanie) i rozwia-
zujemy otrzymany uktad réwnan:

[53] 12 = 4A+4C,
[s?]: 0 = 4B+D,
[sl] : 3 = A
[50] . -1 = B.
Dwa wspoltczynniki juz mamy. Wstawiamy A = 3 do pierwszego réwnania oraz B = —1 do drugiego
réwnania i otrzymujemy:
12=124+C = C=0,
0=—-4+D = D=4
Zatem )
3 -1 4 1 1 1 1 1 5
Y = — —_— _ =3 - - — [ S p—— 2.72
() s+ $2 45241 s s2+32+% S 32+ 52—&-(%)2’

czyli jedynym oryginatem spetniajacym warunki (7) jest funkcja okreslona wzorem

Yy = (3—t+251n;> 1(¢).

Przyklad 4. Rozwiazmy, stosujac przeksztalcenie Laplace’a, nastepujace rownanie rézniczkowe rzedu
drugiego z warunkami poczatkowymi:

y' —y =32 —6t+2, y(0)=4,y'(0)=-2. (8)

Przyrownamy transformaty Laplace’a obu stron réwnania (8). Oznaczamy L[y] = Y (s), korzystamy
ze wzorow (2) i (3) oraz tabeli transformat i dostajemy

6 6 2
2
V(s)—ds+2— (sY(s)—4) = = — — + -,
Y () s 42— (¥ (5) —4) = 5 — 42
Z powyzszego réwnania wyznaczamy Y (s):
6 — 65 + 25>
s2Y (s) — sY (s) — 45 + 6 = — s
6 — 65 + 25>
(s = 5)Y(s) = — s +4s—6,
4s* — 65> + 252 — 6 6
(2 = )Y (s) = 2D
s
45* — 653 +25% — 654 6
Y =
45* — 653 +25% — 65+ 6
Y =
() st(s—1)

Zauwazmy, ze dla s = 1 licznik ma wartosé 0, wiec mozna go rozlozy¢ na czynniki

(s —1)(4s — 25 — 6)
st(s—1)

Y(s) =
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i uprosci¢ utamek

453 — 252 — 6
Takiej funkcji nie mamy w stowniku, ale mozemy ja zapisa¢ jako kombinacje liniowa transformat z naszego
stownika: 4 9 6
Y(s)=-——=——,
() s 52 st
1 1 3!
Y(s)=4-—-—-2-—
(s) s 52 st

Teraz z tabeli transformat (tab. 1) odczytujemy rozwiazanie rownania rozniczkowego (8) z podanymi
warunkami poczatkowymi:
y(t) = (4 —2t — %) - 1(2).

Przyklad 5. Rozwiazmy réwnanie rozniczkowe liniowe rzedu trzeciego

1"

y" +y — 2y =sin2t (9)
z warunkami poczatkowymi: y(0) = 0, y'(0) =0, y”(0) = 2.

Chociaz to zadanie wyglada niewinnie, jest ono bardziej skomplikowane rachunkowo niz poprzednie
przyktady. W zyciu rzadko zdarzaja sie ,tadne” problemy, poéwiczmy wiec nasza sprawnos¢ rachunkowa.
Rozpoczynamy standardowo i ten etap rozwiazania jest tatwy. Zastosujemy transformacje Laplace’a do
obu stron réwnania (9) z podanymi warunkami poczatkowymi. Oznaczamy L[y] = Y (s), korzystamy
ze wzorow (2) i (3) oraz tabeli transformat i dostajemy:

2
S3Y(s) — 32y(0) — Sy/(O) _ y//(o) + Y (s) —y(0) —2Y(s) = EEwE
s
SV (5) — 2+ 5V (s) = 2V (5) =
5244’
3 —_—
(s +s—2)Y(s) = Tt
252 + 10
Y g
(5) (s2+4)(s®+s5—2)]
252 + 10
Y(s) = )
(8) (32+4)(8—1)(82+8+2)
Rozkladamy transformate na utamki proste:
252 + 10 A Bs+C  Ds+E

(s24+4)(s—1)(s2+s5+2) 5—1+82+8—|—2 2447
Mnozymy obie strony przez (s + 4)(s — 1)(s? + s + 2) i dostajemy
252 +10= A(s® +4)(s* + 5 +2) + (Bs + C)(s* +4)(s — 1) + (Ds + E)(s — 1)(s* + 5+ 2),

25?410 = s*(A+B+D)+5*(A—B+C+E)+5*(6 A+4B—C+D)+s(4A—4B+4C—2D+E)+(8A—4C—2E).
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Nastepnie porownujemy wspétezynniki przy odpowiednich potegach. Otrzymujemy uktad pieciu rownan:

[s*]: A+B+ D=0,
[s*]: A-B+C+E=0,
[s?]: 6A+4B—-C+ D =2,
[s']
[s°]

»

4A—4B+4C — 2D+ E =0,
8A — 4C — 2E = 10.

Dzielimy stronami przez 2 ostatnie rownanie (mniejsze liczby to tatwiejsze rachunki i mniejsze prawdo-
podobienstwo pomylki) i rozwigzujemy powyzszy uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa:

1 1 0 1 o0]o 11 1 010
1 -1 1 10| —w 0 -2 1 -1 110
6 4 -1 1 02| —6wy — |0 -2 -1 =5 0 |2| —wy, —>
4 -4 4 -2 1|0 | —dw 0 -8 4 —6 1 |0 | —dw,
4 0 -2 0 -1|5] —4w 0 -4 —2 —4 —1|5] —2uw
1 1 0 1 o0]o 1 1 0 1 o01]o
0 -2 1 -1 0 0 -2 1 -1 11]0] (-1
— |0 0 -2 —4 -1|2 — |0 0 -2 —4 —1|2] «(-1) —
0 0 0 -2 -30 0 0 0 -2 -3[0] (-1
0 0 —4 —2 —3[5] —2uws 0 0 0 6 —1[1] —3uy
11 0 1 010
02 -11 —-1/0
— 00 2 4 1 |-2
00 0 2 3 |0
00 0 0 —10] 1

Nasz uktad jest juz w postaci schodkowej, wiec bez trudu wyznaczymy niewiadome (zaczynamy od ostat-

niego réwnania):

[

—10E =1

2D+3E =0
2C+4D+E=-2 =
2B-C+D—-E=0
A+B+D=0

\w|
-
=

[~
(=)

= Q0O m
Il
|
NN

Il
[$21[9~)

Zatem transformata Y nieznanej funkcji y ma postac

Korzystajac z tabeli transformat (tab. 1), mamy:

[ R LI i PR

s—1 5 s—1 5

3 1
S5 — 4 3 S 1 2 3 1
120710 | _ p-1 |2 .= = Zcos2t— —sin2t |- 1(¢
) [52+4 20 2+4 20 s2+4 20 7 T 90 )
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2 (s+8)7+7
1 7
=Lt 5 (S—'—E) —ﬁ 2 = —§e_écosﬂ—ﬂe_%sinﬂ A(2).
4 (s+1)°+7 4 (s+3)%+3 4 2 4 2

Zatem rozwiazaniem rozwazanego rownania roézniczkowego jest oryginal:

¢ 4 ¢ t 1
y(t) = (get - Zeif cos g — gefi sing + 23—0 cos 2t — 20 sin2t> - 1(¢).

Przyklad 6. Rozwigzemy uklad réwnan rézniczkowych?

=g —2
y =2z +y,

z warunkami poczatkowymi 2(0) = 1 oraz y(0) = 0.
Jest to uktad dwoch rownan rézniczkowych liniowych pierwszego rzedu. Przyjmijmy, ze L[z (t)] = X (s)
i Ly(t)] =Y (s). Porownajmy transformaty obu stron obu réwnan rézniczkowych:

{ sX(s) — z(0) = X(s) — 2V (s)

Po uwzglednieniu warunkow poczatkowych dostajemy uklad réwnar, w ktéorym niewiadomymi sa X(s)
oraz Y (s):

(s—1)X(s)+2Y(s)=1
2X(s)+(1—-9)Y(s)=0.

Rozwiagzemy powyzszy uktad réwnan za pomocy wzoréw Cramera. Musimy obliczyé trzy wyznaczniki:

-1 2
w=|" =(s—1)(1-s)—4=—(s—1)2—4,
2 1—s
1 2
Wx = =1-s,
YTl 15 s
s—1 1
Wy = = 2.
Y 2 0
Zatem
WX 1—s s—1 Wy —2 2
X = —_—— = Y = ——— P— .
S Ay Sl pu y -y LG i ey e Sl o

Korzystajac ze stownika (tab. 1), odczytujemy oryginaly, ktore sa rozwigzaniem uktadu rownan roz-
niczkowych (10) z podanymi warunkami poczatkowymi:

z(t) = e’ cos (2t) - 1(t), y(t) = e'sin (2t) - 1(t).

3 Tres¢ przyktadu zaczerpnigto z [3].
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Przyklad 7. Rozwiazemy teraz réwnanie rézniczkowe
Yy’ — 4y =1. (11)

Oznaczamy L[y(t)] = Y (s) i mamy problem: nie mozemy zastosowac przeksztalcenia Laplace’a, ponie-
waz nie znamy warunkéw poczatkowych, ktore sa niezbedne do wyznaczenia L[y”] = s2Y (s)—sy(0)—y'(0).
Przyjmijmy wiec

y(0) =a, y'(0) = b,

gdzie a i b s dowolnymi stalymi rzeczywistymi. Teraz korzystamy z gramatyki oraz stownika przeksztal-
cenia Laplace’a i otrzymujemy réwnanie:

1
s2Y (s) —sa —b—4Y (s) = —.
S
Wyznaczamy Y (s) z powyzszego réwnania:
9 1
(s* —=4)Y(s) = — + sa+b,
s

14+ as?+bs
s(s—2)(s+2)

Aby otrzymaé znane nam transformaty, musimy roztozy¢ powyzszy utamek na utamki proste:

Y(s) =

1+ as?+bs A B C

s(s—2)(s+2) ;+s—2+s+2'

Mnozymy stronami przez mianownik lewej strony, upraszczamy i otrzymujemy:
1+ as? +bs = A(s* —4) + Bs(s +2) + Cs(s — 2) (%)
1+ as® +bs = s*(A+ B+ )+ s(2B — 20) — 44,
skad dostajemy uklad trzech réwnan:

[52} :A+B+C =a,
[51} :2B —2C =,

["] : —4A=1.
7 uktadu mamy:
1 a b 1 a b 1
A:—f B:* — — = - — — —.
4’ 2+4+8’ ¢ 2 4+8

Oczywiscie te same wartosci niewiadomych A, B, C otrzymamy, jeSli do réwnania () podstawimy

za s kolejno liczby 0, 2 1 —2 (odnotujmy, ze w tym przyktadzie obie metody znajdowania wspotczyn-

nikéw rozkladu na utamki proste wymagaja mniej wiecej tyle samo czasu, ale trzeba pamieta¢, ze nie
zawsze tak jest). Zatem

1 a b 1 a b

T

YVis)= 4, 27278 2" 1

() ] + §—2 + s+2

ol




Zastosowanie transformacji Laplace’a do rozwiazywania. . . 53

Korzystajac z tabeli (tab. 1), odczytujemy rozwiazanie réwnania (11):

B 1 a b 1\ o a b 1\ _y
y(t)< 4+(2+4+8>e +(2 4+8>6 1(¢).
a b

Zauwazmy, ze a i b s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi, wigc liczby C1 = 5 + % + % iCo=5—3+ % sq

takze dowolnymi stalymi rzeczywistymi. Mozemy zapisaé¢ rozwigzanie rownania (11) w ladniejszej postaci:
1 2t —2t
y(t) = —Z+C1€ + Che -1(¢), C1,Cy € R.
Na koniec sprawdzimy jeszcze, ze kazda funkcja okreslona wzorem
2t ot L
yzcle + Cqe _Z, 01702€R
spelnia réwnanie (11). Mamy:
y' = 2Ce* — 20672, y" =4C1e* + 402

oraz
L=y" —dy=4C1e* + 4Cye™ " — 4 <Clezt + Cge™2t — ) =1=P

co oznacza, ze catka ogolna rownania rozniczkowego (11) ma postaé
2t —2_ 1 ;
Yy = C16 + 026 — 17 gdz1e Ch CQ € R.

Przyklad 8. Na koniec rozwigzemy zagadnienie Cauchy’ego?
y' —y=2t—-2, y(1)=e, y'(1)=e—2. (12)

W tym zadaniu mamy podane warunki poczatkowe w punkcie 1, a do przeksztalcenia Laplace’a
potrzebne sg warunki poczatkowe w punkcie 0. Mogliby$my postapi¢ podobnie jak w przykltadzie 6:
przyjac, ze y(0) = a, y’'(0) = b, znalez¢ calke ogdlng rownania, a nastepnie wyznaczy¢ a i b tak, aby
y(1) =e, y'(1) = e — 2. Tu jednak pokazemy krotszy sposéb, tzn. przesuniemy o$ czasu. Zapiszmy nasze
réownanie wraz z argumentem ¢ nieznanej funkcji y = y(¢):

y'(t) = y(t) = 2t — 2.
Wprowadzmy nowa zmienng 7 = ¢ — 1, czyli ¢ = 7 + 1. Rownanie rézniczkowe ma teraz postac
y'(r+1)—y(r+1)=2(r+1) -2,

y'(r+1) —y(r+1) =27

4 Problem polegajacy na znalezieniu funkcji spetniajacej rownanie rézniczkowe rzedu n i warunki poczatkowe y(a) = yo,
y'(a) = y1,... ,y(n=1) (a) = yn—1 nazywamy zagadnieniem Cauchy’ego.
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Niech teraz u(7) = y(7 + 1). Wowczas v/ (1) = ¢/ (7 + 1), v”(7) = y" (7 + 1), u(0) = e, v/(0) = e — 2, wiec

rozwigzujemy réwnanie
U//(’T) —U(T) :27’, U(O) = e, uI(O) —e — 2.

Oznaczamy Lu(7)] = U(s) i mamy:

2
s2U(s) —es—e+2—-U(s) = —

2
SQU(S)—U(S):S—2+68+6—2,

es® + (e —2)s% +2

2 _
(s = DU (s) = S
es® + (e —2)s% +2
U =
() s$2(s?2 —1)
Rozktadamy utamek po prawej stronie na utamki proste:
683+(6—2)82+2_é B C D

22 (s —1)(s+1)

s2(s—1)(s+1) s 52+S—1+8—|—1
3 2 _ 2 2 2 2
es®+(e—2)s°+2=As(s* — 1)+ B(s* — 1)+ Cs*(s + 1) + Ds*(s — 1).

Teraz musimy znalezé¢ wspotezynniki A, B, C' i D. Mozna to zrobi¢ dowolng metoda. My podstawimy
za s cztery rozne liczby, poniewaz stopieri mianownika jest rowny 4 (trzy z tych liczb, tzn. 0, 1 oraz —1
dadza od razu trzy wspoétczynniki, czwartg liczbe wybieramy dowolnie). Mamy:

s=0 = 2=-B = B=-2,
s=1 = et+e—2+42=2C = (C=e,
s=—-1 = —e+e—2+2=-2D = D=0,
s=2 = 8e+4e—8+2=6A+3B+12C+4D = A=
Zatem 5
e
U(s)=—— .
() s2+s—1

Ze stownika odczytujemy, ze
u(t) = (=21 +e-e")1(7).

Teraz wracamy do wyj$ciowej funkcji (najpierw podstawiamy u(7) = y(7 + 1), potem 7 =¢ — 1):
y(t+1)=(-2r+e-e")1(r),

y(t) = (=2(t —1) +e-e"HU(t - 1).

Zapisujemy otrzymana wyzej funkcje w prostszej postaci i stwierdzamy, ze rozwigzaniem zagadnienia
Cauchy’ego (12) jest oryginal
y(t) = (2 — 2t +eH(t - 1).
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3. Uwagi

1. Rozwiazywanie pewnych réwnan rézniczkowych liniowych o statych wspotczynnikach metoda ope-
ratorowa (czyli z zastosowaniem transformacji Laplace’a) sprowadza sie do rozwiazania tatwego
rOéwnania algebraicznego. Zauwazmy, ze rozwigzujac réwnania rézniczkowe ta metoda, nie musimy

umie¢ ani catkowaé, ani rézniczkowac.

2. Aby rozwigzaé¢ rownanie rozniczkowe za pomocy przeksztatcenia Laplace’a, musimy znaé¢ warun-
ki poczatkowe w zerze. W przyktadach 7 i 8 pokazano, jak mozna poradzié¢ sobie, gdy warunki
poczatkowe sa podane w punkcie r6znym od zera lub gdy w ogole ich nie ma.

3. Mozna réwniez stosowaé przeksztalcenie Laplace’a do innych typéw réwnan rézniczkowych niz
réownania liniowe o staltych wspolczynnikach (z reguly bedzie to jednak bardziej pracochlonne niz
w przykladach oméwionych w tej pracy). Musza to jednak by¢ takie réwnania, ktére mozemy
sprzettumaczy¢” za pomoca gramatyki i stownika na jezyk transformat. Na przyklad nie mozemy
zastosowa¢ metody operatorowej w celu rozwigzania rownania 3y’ — 2y = etz, poniewaz funkcja po
prawej stronie nie jest oryginalem (nawet po przemnozeniu jej przez jedynke Heaviside’a) i nie
znamy jej transformaty (nie wiemy nawet, czy ta transformata istnieje).

4. Rozwiazujac réwnanie rézniczkowe metoda operatorowa, otrzymujemy zawsze catke szczegélng row-
nania, ktéra jest oryginalem. Oznacza to m.in., ze caltka ta przyjmuje warto$¢ zero dla wszystkich
t < 0. Fakt ten mozna tatwo zinterpretowaé. R6wnanie rézniczkowe opisuje przebieg jakiego$ proce-
su, ktory zaczynamy obserwowaé¢ w chwili ¢y = 0 (znamy warunki poczatkowe) i interesuje nas tylko
to, co bedzie w przyszlosci, wiec przeszto§é mozna ,wyzerowaé”. Gdybysmy chcieli poznaé przesziosé
jakiego$ procesu, mogliby§my zmieni¢ zmienng oznaczajaca czas (np. 7 = —t) i wprowadzi¢ nowg
funkcje.

5. Niektore rownania (np. te oméwione w przyktadach 7 i 8) mozna rozwiazaé¢ szybciej innymi meto-
dami (ale trzeba zna¢ te metody).

Zachecamy Czytelnika do samodzielnego rozwigzywania rownan roézniczkowych za pomoca przeksztal-
cenia Laplace’a. Zadania mozna znalez¢ np. w [1] i [3]. Mozna tez samodzielnie wymysli¢ rownanie z wa-
runkami poczatkowymi i na stronie https://www.wolframalpha.com/ sprawdzi¢ odpowiedz.
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