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Gramatyki formalne dla prostych wyrazen arytmetycznych

Streszczenie. W procesie dydaktycznym dotyczacym gramatyk formalnych, jednym z czesto
uzywanych przyktadéw jest definiowanie gramatyki dla wyrazen algebraicznych. W rozwigzaniach
generujacych reguty tworzenia stéw, uwzglednia sie priorytet wykonywania poszczegblnych dziatan
algebraicznych. W biezacym artykule przedstawiono kilka takich rozwigzan, a nastepnie zapropo-
nowano rozwigzania generujace taki sam jezyk, ale w postaci mniejszej liczby regul generujacych
stowa. Zrealizowano to poprzez pominiecie w regutach zdefiniowanej gramatyki informacji o prio-
rytetach dziatan algebraicznych. W ten sposéb przedstawiono mozliwo$¢ znacznego uproszczenia
zdefiniowanej gramatyki, ktéra bardzo czesto przedstawiana jest studentom, przy okazji omawiania
jezykow i gramatyk formalnych.

Slowa kluczowe: gramatyka formalna, jezyk, alfabet, wyrazenia algebraiczne.

1. Wprowadzenie do gramatyk formalnych

Omawianie gramatyk formalnych rozpocza¢ nalezy od opisu jezyka formalnego [1,4]. Sklada sie on
ze zbioru stéw. Pojedyncze stowo utworzone jest z elementow alfabetu. Poszczegdlne elementy alfabetu,
zwane symbolami, moga sie w danym stowie powtarzaé, przy czym liczba wszystkich symboli w slowie jest
warto$ciag skoriczong. Alfabet to zbidr wszystkich symboli, z jakich mozna tworzy¢ stowa. Aby utworzone
stowo mogto by¢ zaliczone do zbioru jezyka, musi byé¢ prawidlowe, czyli spetniaé¢ okreslone wymagania.
Wymagania te zdefiniowane sa w postaci zestawu regul, ktére nazywamy gramatyka [2,3]. Reguty tworzace
gramatyke maja za zadanie generowanie jedynie stéw prawidtowych. Jednocze$nie gramatyka musi daé
mozliwod¢ wygenerowania wszystkich stow prawidtowych, nalezacych do danego jezyka.

Elementy jezyka formalnego:
e alfabet - dowolny skoriczony zbiér symboli, z ktérych beda tworzone stowa jezyka,
e stowo - skoriczony cigg symboli alfabetu,

e jezyk - zbiér wszystkich prawidlowych stow,
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e gramatyka - zbior regul umozliwiajacych generowanie stéw danego jezyka, jak tez rozréznienie stow

poprawnie zbudowanych od zbudowanych niepoprawnie.

Definicja gramatyki formalnej — Gramatyka G sklada sie z czterech uporzadkowanych elementéw:

G =< V,%, P,o > gdzie:
V — skonczony zbior symboli terminalnych (alfabet jezyka),
3 — skoniczony zbiér symboli nieterminalnych (symbole pomocnicze),
P — skoniczony zbiér regut definiujacych zasady tworzenia stow,

o — symbol poczatkowy (zwany symbolem startowym, gltowa lub aksjomatem gramatyki), jest jed-

nym 7z symboli nieterminalnych.

Do definiowania zestawu regul gramatyki mozemy korzysta¢ nie tylko z alfabetu jezyka, ale takze
z symboli pomocniczych. Po zdefiniowaniu wszystkich regul, trzeba ustali¢, od ktorej reguly zaczyna sie

generowanie kazdego stowa.
Jezyk L generowany przez gramatyke G jest to zbiér wszystkich mozliwych stow, ktore moga byé

wygenerowane z symbolu poczatkowego o na podstawie zbioru regut P.

Gramatyka musi wiec spelnia¢ m.in. nastepujace dwa wymagania:
e Musi generowac jedynie stowa prawidlowe.
e Musi da¢ mozliwoé¢ wygenerowania wszystkich stéw nalezacych do danego jezyka.

Jednoczesnie pamietac nalezy, ze rozne definicje gramatyk moga generowaé dokladnie ten sam jezyk [5].

2. Zadanie do realizacji

W ramach omawiania tematu gramatyk formalnych, bardzo czesto, jako przyklady, przedstawia sie
gramatyke generujaca proste wyrazenia algebraiczne. Poszczegblne wyrazenia, czyli generowane przez
gramatyke stowa, moga zawiera¢ argumenty, operatory algebraiczne oraz nawiasy.

Elementy prostych wyrazen algebraicznych:
e argument — pojedyncza litera alfabetu,

e operatory algebraiczne (dodawanie, mnozenie, ewentualnie takze: odejmowanie, dzielenie, potego-

wanie),

e nawiasy.
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Przyklady wyrazen algebraicznych, czyli wygenerowanych stéw, moga by¢ nastepujace:
[ ] a/’
e a+b,

eaxbt+ct+dx(e+ fxg+h),

axb+c+d . .. , . . . ) .
. W, czyli wyrazenie, ktére w postaci stowa generowanej gramatyki mozna zapisa¢ jako:
f
axb+ctd/(e/f—gh).

Jako rozwiazanie nalezy przedstawi¢ gramatyke, umozliwiajaca generowanie takich prostych wyrazen
algebraicznych. Gramatyka ta musi generowaé jedynie prawidlowe wyrazenia algebraiczne i jednoczes$nie
musi umozliwi¢ wygenerowanie dowolnego prawidlowego wyrazenia algebraicznego.

Przyktady nieprawidlowych wyrazen algebraicznych, czyli stéw, ktore nie naleza do zbioru jezyka,
moga by¢ nastepujace:

e ab+c,
e a+((b),
e a+ xb,
° a+.

Tworzona gramatyka musi zawieraé, zgodnie z definicja, wszystkie 4 elementy tworzace gramatyke.
Rozwigzanie najczesciej przedstawiane jest w postaci gramatyki Chomsky’ego oraz notacji BNF.

3. Typowe rozwigzania

W ramach zazwyczaj przedstawianych rozwigzan, tworzona jest gramatyka uwzgledniajaca priorytet
operatoréw algebraicznych.

3.1. Dodawanie, mnozenie, nawiasy — gramatyka Chomsky’ego

Jako pierwsze zostanie przedstawione rozwigzanie dla wyrazen algebraicznych, zawierajacych argu-
menty, nawiasy oraz operatory dodawania i mnozenia. Rozwigzanie uwzglednia wyzszy priorytet mnozenia
wzgledem dodawania.

G=<V,X,P,o >
V={a,b,...,z,+,%,(,)}

Y={E,M, A}

pP={
F—-FEF+F
E—-M

M — MxM
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M— A
A— (E)
A—a

A—z
}
c=F

Cala gramatyka G zawiera 4 elementy:

V' — zbior symboli z ktorych mozna utworzy¢ stowo (wyrazenie algebraiczne). W sklad tego stowa
wchodza nazwy argumentéw: od ‘a’ poprzez ‘b’ az do ‘z’; mozliwe do uzycia operatory algebraiczne:
dodawanie ‘+’, mnozenie ‘+’; nawias otwierajacy ‘(’ oraz nawias zamykajacy ‘) .

3, — zbi6r symboli pomocniczych: E, M, A.

P — zbiér regul poprzez ktére generowane beda stowa — wyrazenia algebraiczne:

E—->FE+FE

Za pomocy tej reguly mozna wygenerowa¢ operacje dodawania w wyrazeniu algebraicznym.
Podstawiajac za E ponownie caly definicje £ — E + E, mozna utworzy¢ dowolnie dlugi
ciag kolejnych operatoréw dodawania: wyrazenie F — wyrazenie E1+ wyrazenie Fy + .-+
wyrazenie E,,, dlan > 1.

E—M

Za pomocy tej reguly mamy mozliwos¢ podstawienia za symbol E, symbolu pomocnicze-
go M. W ten sposob korzystajac jedynie z tej reguly, mozna utworzyé¢ pojedynczy symbol
M lub korzystajac wczesniej z regulty £ — E + E, mozna utworzy¢ dowolnie dlugi ciag
M+ M+ ... + M.

M — M=+« M
Analogicznie jak dla F — E + E , w tej regule mozna utworzy¢ dowolnie dtugi ciag kolejnych
operatorow mnozenia: wyrazenie M — wyrazenie M1x wyrazenie My * - - - x wyrazenie M,,.

M — A
Za pomoca tej reguty mamy mozliwo$¢ podstawienia za symbol M symbolu pomocniczego A.

A — (E)

Za pomoca tej regulty mamy mozliwo$¢ podstawienia za symbol A, symbolu pomocniczego E
w nawiasach. W ten sposéb mozna umiesci¢ w wyrazeniu algebraicznym niejako zagniezdzone,
dowolne wyrazenie w nawiasach.

Natomiast korzystajac z regut: A — a... A — z, mozna podstawi¢ za symbol A dowolny
argument wyrazenia algebraicznego: wyrazenie A — a lub b 1lub ... lub z.

o — w ten sposOb, za pomoca definicji ¢ = FE okre§lamy, ze generowanie stowa rozpoczynaé sie
bedzie od symbolu pomocniczego E.

W przedstawionych regutach definiujacych zasady tworzenia stow, uwzglednione sg priorytety, okresla-
jace kolejno$¢ wykonywania dziatan. Widzimy wiec, ze wyrazenia w nawiasach sa na tym samym poziomie
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co pojedyncze argumenty. Przy wartosciowaniu nalezaloby podstawi¢ wartosci poszczegélnych argumen-
tow, wyliczy¢ warto$¢ wyrazenia w nawiasach i dopiero wtedy realizowaé¢ kolejne operacje. W definicji
regul kolejnych podstawien jest takze operator mnozenia, co pokazuje nam, ktoére dziatanie algebraiczne
nalezy obecnie wykonaé¢ przy wartosciowaniu wyrazen. Na konicu nalezy dodaé poszczegdlne wartosci.

Utworzona gramatyka nie tylko umozliwia wygenerowanie jezyka (w postaci zbioru wyrazen alge-
braicznych), ale jednoczesnie pokazuje jak nalezaloby warto§ciowaé uzyskane stowo (wyrazenie algebra-
iczne). Nalezy jednak pamietaé, ze w ten sposob uzyskujemy jedynie dodatkows informacje, na temat
pojedynczego stowa, zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi symbolami alfabetu, a nie zaleznosci pomiedzy
poszczegblnymi stowami tworzonego jezyka.

Majac tak zdefiniowana gramatyke, mozemy przy jej uzyciu wygenerowaé¢ dowolne wyrazenie alge-
braiczne, zawierajace argumenty, nawiasy oraz operatory dodawania i mnozenia. Przyktadem moze by¢
wyrazenie: a xb+c+dx* (ex f+ g« h).

Ponizej przedstawiono wyprowadzenie/wygenerowanie wyrazenia/stowa z glowy gramatyki o.

c=FE—

E+E—

E+FE+E—

M+M+M —
MxM+A+MxM—

Ax A+ A+ AxA—

Ax A4+ A+ Ax(F)—
AxA+A+Ax(F+E)—

Ax A+ A+ Ax(M+ M) —

Ax A+ A+ Ax (M« M+ M« M) —
Ax A+ A4+ Ax(Ax A+ AxA) —
axb+c+dx(exf+gxh)

Jak widzimy, poszczegolne dziatania algebraiczne sg zdefiniowane w ramach kolejnych regut i ich gene-
rowanie nalezy wykona¢ w odpowiedniej kolejnosci, zgodnie z ich priorytetem. Na samym konicu do calej
struktury wyrazenia, z juz okreslonymi operatorami, przypisywane sa jedynie odpowiednie argumenty.

Dodatkowo kolorem czerwonym pokazano przyktad rozwiniecia, zgodnie z regutami P, pojedynczego
symbolu ¥, az do symboli V. Natomiast kolorem niebieskim pokazano $ciezke kolejnych symboli X,
z ktorych powstat koricowy symbol V. Takie oznaczenia kolorem czerwonym i niebieskim, beda stosowane
takze w kolejnych przyktadach.

3.2. Dodawanie, mnozenie, nawiasy, odejmowanie, dzielenie, potegowanie
— gramatyka Chomsky’ego

Omoéwiona w podrozdziale 3.1. gramatyke mozna rozszerzy¢ o kolejne dzialania algebraiczne, np.
odejmowanie, dzielenie i potegowanie.

G=<V,%,Poc>
V=A{ab,....z,+,%(),—, /, A}
S ={E,M,A,C)}

P =A{
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EFE—-FE+F
E—FE-F
E—-M

M — MM
M — M/M
M —C

C — CchC
C— A
A— (E)
A—a

}
c=F

Operacja odejmowania ma taki sam priorytet jak dodawanie, dlatego jest umieszczona na tym samym
poziome regul, jako definicja wyrazenia E. Podobnie dzielenie, umieszczone jest na tym samym poziomie
jak mnozenie, jako definicja wyrazenia M. Potegowanie ma wyzszy priorytet niz poprzednie dzialania,
dlatego zostal utworzony kolejny poziom, jako definicja wyrazenia C. W ten sposéb mozna rozszerzaé
gramatyke o mozliwo$¢ generowania wyrazen zawierajacych kolejne operacje algebraiczne. W dalszym
ciggu brane pod uwage s3 priorytety wykonywania poszczegélnych operacji.

3.3. Dodawanie, mnozenie, nawiasy, odejmowanie, dzielenie, potegowanie
— notacja BNF

Przedstawiong w podrozdziale 3.2. definicje w postaci gramatyki Chomsky’ego mozna przeksztalcic
do notacji BNF.

G=<V,%,Po>
V=A{ab,....2,(,),+,* —,/,A}
Y={<E><M><A><C>}
P={
<E>=<M>|<E>+<E>|<E>-<E>
<M>=<C>|<M>x<M>|<M>/<M>
<C>u=<A>|<C>"<C>|
< A>u= (< E>)lalb)...|z
}

oc=<F >

Gramatyka ta generuje na takiej samej zasadzie, ten sam jezyk, jak gramatyka przedstawiona w pod-
rozdziale 3.2. Roznica wystepuje jedynie w sposobie zapisu samej definicji gramatyki.

4. Proponowane rozwigzania — krétsza definicja gramatyki

Gramatyka w zakresie generacji stow jest prawidtowa, jezeli speinia jednoczesnie dwa kryteria:
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1. Generuje tylko stowa prawidlowe.
2. Umozliwia wygenerowanie wszystkich prawidlowych stow.

Rozwiazania przedstawione w rozdziale 3 oczywiscie spelniaja te dwa kryteria. Pytanie, ktore zostaje
zadane w ramach tego artykulu, zmierza do zastanowienia sie, czy sa to rozwiazania optymalne, czy tez
da sie znalezé rozwigzania prostsze.

Gramatyki przedstawione w rozdziale 3, w ramach swoich regut, biora pod uwage zaleznosci wystepu-
jace z powodu roznego priorytetu dziatan algebraicznych. Przy wartosciowaniu wyrazen te zaleznosci sa
na tyle wazne, ze w sposéb naturalny zostaly uwzglednione w zdefiniowanych gramatykach. W kontek-
Scie generowanych stow wnoszg one jednak jedynie informacje o zaleznosciach pomiedzy poszczegolnymi
symbolami alfabetu. Natomiast w kontekscie generowanego jezyka, taka informacja nie jest nam potrzeb-
na. Dlatego w ramach tego artykulu zaproponowano rozwiazania, ktére z zalozenia pomijaja informacje
o wzajemnych priorytetach operacji algebraicznych. Celem jest utworzenie gramatyki generujacej w spo-
s6b prawidlowy odpowiedni jezyk, czyli gramatyke generujaca jezyk ztozony jedynie ze stéw prawidtowych
oraz umozliwiajaca wygenerowanie wszystkich prawidtowych stéw (nalezacych do tworzonego jezyka).

Jak sie okazuje, takie zalozenie o nieuwzglednianiu priorytetéow dziatan algebraicznych, umozliwia
utworzenie krotszych definicji gramatyk, generujacych taki sam jezyk, jak w podrozdziatach 3.1. do 3.3.

4.1. Dodawanie, mnozenie, nawiasy — gramatyka Chomsky’ego — wersja krotsza

W niniejszym podrozdziale zostata zaprezentowana krétsza definicja gramatyki, generujaca doktadnie
taki sam jezyk, jak gramatyka zaprezentowana w podrozdziale 3.1.

G=<V,X,Po>
V = {a’ b7."7z7 (7),+’ *}

L=A{E}

P={
E—-FE+FE
E—FExFE
E — (E)
EF—a
E—z

}
c=F

Zdefiniowane reguly P gramatyki z zalozenia nie uwzgledniaja priorytetéw dziatan algebraicznych,
dlatego wszystkie reguty mozna zdefiniowaé¢ uzywajac tylko jednego symbolu pomocniczego E. Potrzebne
dzialania algebraiczne mozna generowaé praktycznie w dowolnej kolejnosci.

Majac tak zdefiniowana gramatyke, mozemy przy jej uzyciu, wygenerowaé¢ dowolne wyrazenie alge-
braiczne, zawierajace argumenty, nawiasy oraz operatory dodawania i mnozenia. Przyktadem moze by¢
to samo wyrazenie, co przedstawione w podrozdziale 3.1.: axb+c+dx* (ex f + g*h).

Ponizej przedstawiono wyprowadzenie/wygenerowanie wyrazenia/stowa z glowy gramatyki.

c=FE—
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E+E—

E+FE+E—
ExE+E+ExE —
ExE+E+Ex(E)—
ExE4+E+Ex(E+E)—
ExE+FE+Ex(ExE+FExE)—
axb+c+dx(exf+gxh)

4.2. Dodawanie, mnozenie, nawiasy, odejmowanie, dzielenie, potegowanie
— gramatyka Chomsky’ego — wersja krétsza

W niniejszym podrozdziale zostata zaprezentowana krétsza definicja gramatyki, generujaca doktadnie
taki sam jezyk jak gramatyka zaprezentowana w podrozdziale 3.2.

G=<V,%,Po>

V={a,b,..,z,(,),+,*% —, /, A}

Y ={F}

pP={
EFE—-FE+FE
EFE—-FE—-F
F—-FExFE
E— E/E
E - ENE
E — (E)
EF—a

E—z
}
c=F

Zdefiniowane reguly P gramatyki, z zalozenia nie uwzgledniajg priorytetow dziatan algebraicznych,
dlatego wszystkie reguly, analogicznie jak w gramatyce zdefiniowanej w podrozdziale 4.1., takze i w tym
przyktadzie, mozna zdefiniowaé¢ uzywajac tylko jednego symbolu pomocniczego E. Nawet jezeli dodane
zostaja kolejne dziatania algebraiczne, to w dalszym ciagu wystarczy jeden symbol pomocniczy. Stopien
zalezno$ci pomiedzy poszczegblnymi dziataniami nie wplywa na mozliwoéé¢ generowania tak uproszczonych
regul (w poré6wnaniu do przykladu z podrozdziatu 3.2.). Przy tworzeniu stowa jezyka, potrzebne dzialania
algebraiczne mozna generowaé praktycznie w dowolnej kolejnosci.

4.3. Dodawanie, mnozenie, nawiasy, odejmowanie, dzielenie, potegowanie
— notacja BNF — wersja krétsza

W niniejszym podrozdziale zostala zaprezentowana krotsza definicja gramatyki generujacej doktadnie
taki sam jezyk, jak gramatyka zaprezentowana w podrozdziale 3.2., 3.3. oraz 4.2. Jest to wersja analogiczna
jak gramatyka w podrozdziale 4.2., jedynie przeksztalcona do notacji BNF. Widzimy, ze reguty gramatyki
dalej mozna zdefiniowaé przy uzyciu jednego symbolu pomocniczego E.
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G=<V,X,Po >
V=A{ab,....2,(,),+,* —,/,A}
Y={<E>}
P={
<E>=<E>4+<E>|<E>—-<E>|<E>«<E>|<E>/<E>]
< E>"< E>|(<E >)alb]...|z

oc=<FE >

4.4. Dodawanie, mnozenie, nawiasy, odejmowanie, dzielenie, potegowanie
— notacja BNNF — wersja krétsza przeksztalcona

W niniejszym podrozdziale zostala zaprezentowana krétsza, dodatkowo przeksztalcona definicja gra-
matyki w notacji BNF. W wersji tej przeksztatcono reguty dotyczace generowania dzialan algebraicznych.
Zamiast tworzy¢ osobno reguly dotyczace poszczegolnych dziatan algebraicznych, wydzielono je wszyst-
kie do osobnej reguty, przy uzyciu dodatkowego symbolu pomocniczego OP. W ten sposéb, poza nowym
wyrazeniem w nawiasach (< E >), wystarcza tylko jedna regula tworzaca kolejne dziatania algebraiczne,
bez wzgledu na ich liczbe < E >::=< E >< OP >< E >.

G=<V, X, Po>

V={a,b,..,z,(,),+,*% —, /, A}

Y={<E><O0OP>}

P={
<E>:=<E><OP><E>|(<E>)|alb]...|=
< OP >u=+|—|x|/|A

}

oc=<F >

Efektem konicowym jest wiec bardzo krétka, tatwa do analizy i modyfikacji gramatyka, generujaca
dokladnie taki sam jezyk, jak gramatyka zaprezentowana w podrozdziale 3.2., 3.3., 4.2. oraz 4.3. Ma-
jac tak zdefiniowang gramatyke, mozemy przy jej uzyciu wygenerowa¢ dowolne wyrazenie algebraiczne,

zawierajace argumenty, nawiasy oraz operatory dodawania, mnozenia, odejmowania, dzielenia, potegowa-
axb+c+d

zapisa¢ jako: ax b+ c+d/(e/f —g"h).

nia. Przykladem moze by¢ wyrazenie ktore w postaci stowa generowanej gramatyki mozna

Ponizej przedstawiono wyprowadzenie/wygenerowanie wyrazenia/stowa z glowy gramatyki.

c=F —

<E><OP><E>

<E><OP><E><OP><E><O0OP><E>>
<E><OP><E><0OP><E><O0OP><E>—
<E><OP><E><0OP><E><0OP><E><0OP><FE>—
<E><OP><E><OP><E><0OP><E><O0OP>(<E>)—
<E><OP><E><OP><E><0OP><E><0OP>(<E><0OP><FE>)—
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<E><OP><E><OP><E><0OP><E><0OP>(
<E><OP><E><OP><E><OP><E>)—
axb+c+d/(e/f—g"h)

5. Wnioski konncowe

Gramatyka formalna umozliwia tworzenie wyrazen, ktére beda mogly by¢ poddane translacji, war-
toSciowaniu, czy tez dalszej analizie. Wygenerowane wyrazenia musza by¢ jednak prawidlowe oraz gra-
matyka musi da¢ mozliwo$¢ wygenerowania, wszystkich wyrazen, ktére sa prawidlowe. Trzeba przy tym
pamietaé, ze gramatyka sama w sobie nie jest ani translatorem tworzonych stéw, ani nie stuzy do war-
toSciowania wyrazen arytmetycznych lub ich interpretacji. Jej celem jest generowanie stéw poprawnych
lub sprawdzanie poprawnosci gramatycznej podanych wyrazen /stow.

Gramatyki zaprezentowane w rozdziale 3. zawieraja w swojej definicji dodatkowa informacje na temat
priorytetow zwigzanych z poszczegélnymi dzialaniami algebraicznymi. Sg to jednak reguly odnoszace
sie do zalezno$ci pomiedzy poszczegdlnymi elementami alfabetu utworzonego stlowa, nie ma natomiast
informacji na temat ewentualnych zaleznosci pomiedzy utworzonymi stowami.

Zaproponowane uproszczone wersje gramatyk (rozdzial 4.) generuja dokladnie taki sam jezyk, jak te
zazwyczaj przedstawiane jako gramatyki generujace proste wyrazenia algebraiczne (rozdziat 3.). Takie
uproszczenie pokazuje nie tylko to, ze dany jezyk moze byé generowany przez rézne gramatyki oraz
ze istnieje swego rodzaju mozliwo§¢ optymalizowania gramatyk, ale takze to, ze nastawienie wstepne
z zakresu analizy tworzonego jezyka moze mie¢ wplyw na reguly tworzonej gramatyki.
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