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Miara geometrycznego odchylenia powierzchni czastki ciata statego
od jej powtoki wypuktej

Uwagi wstepne

Do najistotniejszych parametréw opisu struktury zloza materiatu
ziarnistego zaliczy¢ nalezy ksztalt i rozmiar tworzacych je czastek ciata
statego [Koch, 1984; Sztaba, 1964, 2006]. Znajomo$¢ tych wielkosci
warunkuje mozliwo$¢ doktadnego badania przebiegu procesoéw, w kto-
rych dany material jest stosowany, co z kolei daje podstawg do two-
rzenia optymalnych algorytmoéow kontroli ich przebiegu. Mozna podaé
wiele przyktadow potwierdzajacych tezeg, iz niewielkie zmiany w za-
kresie rozmiaru czy ksztattu wykorzystywanych w danej technologii
czastek powoduja bardzo istotne zmiany wtasnosci fizykochemicznych
otrzymywanych produktow [Wanibe i Itoh, 1998].

Opis ksztaltu i rozmiaru czastek jest zagadnieniem posiadajacym
oczywiste rozwiazanie dla ziaren kulistych. W przypadku czastek od-
biegajacych ksztattem od kuli zagadnienie to staje si¢ skomplikowane
i pomimo intensywnie prowadzonych w tej dziedzinie badan [Wanibe
i Itoh T, 1998] nie ma w tym zakresie rozwiazan uniwersalnych.

W niniejszej pracy podjgto probg opracowania matematycznych oraz
algorytmicznych podstaw metody oceny geometrycznej rozbieznosci
pomigdzy projekcyjnym obrazem czastki ciata statego a jego powloka
wypukla. U podstaw prowadzonych rozwazan lezy zalozenie, zgodnie
z ktorym ksztalt czastki trojwymiarowej moze by¢ scharakteryzowany
w oparciu o wyniki analizy cech geometrycznych odpowiedniej serii
obrazow projekcyjnych badanego obiektu.

Geometryczna reprezentacja czastki

Metodologiczna poprawnos¢ matematycznego modelowania ksztat-
tu czastki ciata stalego uwarunkowana jest koniecznos$cia formalnego
zdefiniowania obiektu badan. Pod pojgciem czastki rozumiany bedzie
pewien obiekt materialny, ktérego geometrycznym modelem jest usta-
lony podzbiér C tréjwymiarowej przestrzeni rzeczywistej R, (C € R’)
posiadajacy nastgpujace wiasciwosci:

1. C jest zbiorem zwartym i spojnym [Rudin, 1973]
2. Wngtrze zbioru C, oznaczane symbolem /n#(C), jest niepustym zbio-

rem jednospojnym [Rudin, 1973]

3. W kazdym otoczeniu dowolnego punktu O zbioru C znajduja si¢
punkty wewngtrzne tego zbioru, co zapisuje si¢ formalnie

(YO € 0), (Ve >0) (K(O,€) N Int(C) # ) (1)

W powyzszym warunku symbol K(O, ¢) oznacza kulg o osrodku
w punkcie O i promieniu ¢. Geometryczny model projekcyjnego obrazu
czastki symbolicznie przedstawiony jest na rys. 1.
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Rys. 1. Geometryczny model projekcyjnego obrazu czastki C

Reasumujac stwierdzi¢ mozna, ze czastka ciata stalego reprezento-
wana jest przez zwarty zbiér (C C R*), ktory jest domknigciem swoje-
go wnetrza [Rudin, 1973].

Jak wspomniano wczesniej celem niniejszej pracy jest stworzenie
metody oceny geometrycznej rozbieznosci pomigdzy czastka a jej po-
wloka wypukta. Pod pojeciem powloki wypukitej zbioru C, oznaczanej
symbolem Conv(C), rozumie¢ bedziemy najmniejszy zbior wypukly za-
wierajacy zbior C. Oznacza to, ze powloka wypukta, nazywana rowniez
uwypukleniem zbioru C, jest iloczynem mnogosciowym wszystkich
zbioréw wypuktych zawierajacych zbior C. Tak wigc

Conv(C)= [)Ca C22C, CLER 2)
AeA
W powyzszym warunku symbol Cj oznacza dowolny zbiér wypukty
zawierajacy zbior C. W dalszych rozwazaniach czastka reprezentowana
bedzie przez swdj obraz projekcyjny bedacy jej rzutem ortogonalnym
na ustalong ptaszczyzng obserwacji [Serra, 1983]. Zardwno czastka jak
ijej obraz projekcyjny oznaczany bgdzie tym samym symbolem C.

Unormowana funkcja przekroju poprzecznego

Jedna z podstawowych funkcji wykorzystywanych dla opisu
geometrii konturu dwuwymiarowego zbioru zwartego jest funkcja
przekroju poprzecznego [Stoyan i Stoyan, 1995]. Rozwazany
bedzie pewien dwuwymiarowy zbiér C w kartezjanskim ukladzie
wspotrzednych przedstawiony na rys. 2.
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Rys. 2. Konstrukcja funkeji przekroju poprzecznego zbioru C

Niech x; oraz x; oznaczaja odpowiednio lewy i prawy koniec
odcinka begdacego rzutem prostopadtym zbioru C na 0§ “ox”. Niech
”x” bedzie dowolnym punktem wewngtrznym rozwazanego odcinka
[x;, xz], (x € (x1,xz)). Symbolem p(x) oznaczana bedzie dtugo$¢ czesci
wspolnej projekcyjnego obrazu czastki C oraz prostej prostopadiej,
w plaszczyznie “x0y”, do poziomej osi uktadu wspotrzednych,
wystawionej w punkcie x. Tak zdefiniowana funkcja

pilxe,xe] = R’ A3)
jest wspomniang funkcja przekroju poprzecznego dwuwymiarowego
zbioru C ograniczonego konturem zamknigtym. W rozwazanym przy-
padku kazdy przekréj poprzeczny zbioru C jest odcinkiem. Jak tatwo
zauwazy¢, w przypadku ogélnym warunek ten nie musi by¢ spetniony.
Czgsé¢ wspolna rozwazanej prostej i obrazu projekcyjnego C nie musi
by¢ zbiorem spdjnym i1 moze sktada¢ si¢ z wielu roztacznych czgsci.
Fakt ten nie ma jednakze wptywu na postac definicji funkcji p(x). Rys. 3
ilustruje ksztatt wykresu funkcji przekroju poprzecznego dla zbioru C
przedstawionego na rys. 2.
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Rys.3. Funkcja przekroju poprzecznego zbioru C

Podobna konstrukcjg stworzy¢ mozna dla zbioru Conv(C) bedacego
uwypukleniem rozwazanego obrazu projekcyjnego. Zbior ten, nazywa-
ny rowniez powloka wypukla zbioru C, jest przedstawiony na rys. 4.
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Rys. 4. Powtoka wypukta projekcyjnego obrazu zbioru C

Mozna wykazac, ze rzut ortogonalny powloki wypuklej Conv(C) na
0§ OX pokrywa si¢ z rzutem obrazu zbioru C i jest nim odcinek [x;,
xg]. Dla dowolnego punktu x lezacego wewnatrz rozwazanego odcinka,
w sposob analogiczny do przypadku konstrukcji funkcji p(x), zdefinio-
wano funkcj¢ przekroju poprzecznego powtoki wypuktej Conv(C), ktod-
ra oznaczono symbolem ¢(x). Seri¢ przekroi poprzecznych, stanowiaca
podstawe konstrukcji funkcji g(x), w uproszczony sposob przedstawio-
no narys. 5.
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Rys. 5. Konstrukcja funkcji przekroju poprzecznego powtoki wypuktej zbioru C

Wykres zdefiniowanej w ten sposob funkcji dla rozwazanej powtoki
wypuktej Conv(C) znajduje si¢ na rys. 6.
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Rys. 6. Funkcja przekroju poprzecznego powloki wypuktej zbioru C

Nie wymaga uzasadnienia fakt, iz zaré6wno zakres dziedziny jak
i zbioru warto$ci zdefiniowanych funkcji przekroju poprzecznego p(x)
oraz g(x) w oczywisty sposob zaleza od rozmiarow badanego obiektu
i ulegaja zmianie wraz ze zmiang skali analizowanego obrazu projek-
cyjnego. Biorac pod uwage fakt, iz wszelkie charakterystyki ksztattu
powinny by¢ niewrazliwe na zmiang potozenia jak rowniez zmiang
skali odwzorowania rozwazanego obiektu, nalezy dojs¢ do wniosku,
ze zdefiniowane funkcje nie moga by¢ bezposrednio wykorzystane do
oceny ksztattu obrazu zbioru C. Problem ten moze by¢ rozwiazany przy
wykorzystaniu odpowiedniej transformacji liniowej przedziatu [x; xz],
na ktorym sa okre$lone obie funkcje p(x), g(x), w wyniku ktorej prze-
dzial ten zostanie przeksztalcony na odcinek [0, 1], przy jednoczesnej
normalizacji funkcji p(x) oraz g(x) gwarantujacej, ze ich wartosci nie
przekrocza liczby 1. Rozwazang procedurg transformacji opisuja wzory
definiujace dwie nowe, bezwymiarowe charakterystyki funkcyjne P()
oraz ((f) postaci

_ plut e = x1))

P(1) On , t€1[0,1] “)
Q(t)= q(xL+g;C4R_XL))’ /e [0,1] (5)

gdzie Q,, oznacza maksymalna wartos¢ funkcji g(x) czyli funkcji prze-
kroju poprzecznego powloki wypuktej Conv(C) na przedziale [x; xg].
Tak wigc w wyniku zastosowania proponowanej transformacji w od-
niesieniu do rozwazanych funkcji przekroju poprzecznego p(x), g(x),
otrzymuje si¢ unormowane, bezwymiarowe ich formy P(¢) oraz Q(),
ktorych wspolny wykres przedstawiony jest na rys. 7
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Rys. 7. Unormowane charakterystyki przekroju poprzecznego obrazu projekcyjnego
zbioru C'i jego powloki wypuktej

Przedstawiona na rys. 7 konstrukcja stanowi podstawg definicji tzw.
unormowanej, roznicowej charakterystyki ksztaltu bedacej funkcyjna
miara geometrycznego odchylenia projekcyjnego obrazu czastki C od
jego powtoki wypuklej Conv(C). Funkcja ta, oznaczana symbolem R()
dana jest wzorem

R(n)=Q(1) - P(1) (6)
Wykres zdefiniowanej powyzszym wzorem, bezwymiarowej
roznicowej charakterystyki R(¢) dla rozwazanego obrazu projekcyjnego
C przedstawiono na rys. 8.
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Rys. 8. Unormowana réznicowa charakterystyka ksztattu obrazu projekcyjnego C
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Mozna wykazaé [Sulkowski, 2009], ze rozwazana réznicowa charak-
terystyka ksztattu R(f) ma nastgpujace wlasciwosci:
1. R(?) jest funkcja ciagta zmiennej D, ¢ € [0,1]
2. W kazdym punkcie przedziatu [0, 1]spetniona jest nierdéwnos¢

0<R(E)<1

3.Jezeli dla pewnego argumentu ¢ € [0,1] spelniony jest warunek
R(t) =0, zachodzi wowczas oczywista rownos¢ Q(f) = P(t), co w kon-
sekwencji prowadzi do wniosku, ze dla argumentu (x € (xz,xz))
o wartos$ci x = x; + #(xp — x;) przekrdj poprzeczny projekcyjnego ob-
razu C i przekrdj poprzeczny jego powloki wypuktej pokrywaja sig
i zachodzi rowno$¢ ¢q(x) = p(x).

4. W przypadku gdy funkcja R(#) w catym przedziale ¢ € [0,1] przyj-
muje warto§¢ rowna 0, mamy prawo wnioskowaé, ze zbior C jest
identyczny ze swoja powloka wypukta Conv(C) 1 jako taki sam jest
zbiorem wypuktym.

Réznicowy wspoétczynnik ksztattu

Rozwazane projekcyjne charakterystyki przekroju poprzecznego P(f)
oraz R(¢) zdefiniowane wzorami (5), (6) wykorzysta¢ mozna do kon-
strukcji wspotezynnika ksztattu obrazu czastki.

Roéznicowym wspotczynnikiem ksztattu projekcyjnego obrazu czast-
ki C, nazwano wielko$¢ @ (C) dang wzorem

®4(C) =(fR(t)dt/fQ(t)dt) )

Mozna wykaza¢ [Sulkowski, 2009], ze rozwazany wspoétczynnik
@ (C) posiada nastepujace wiasciwoscei:
1. Warto$¢ liczbowa wspotczynnika @ x(C) podlega ograniczeniom

0<dL(C)<1

2. W przypadku gdy spetniona jest rownos¢ @x(C) = 0, zbiory C oraz
Conv(C) pokrywaja si¢ co oznacza, ze projekcyjny obraz czastki C
jest zbiorem wypuktym.

3. Mozna udowodni¢, ze prawdziwa jest rownos¢

D:(C) = A(Conv(C) = C)/A(Conv(C))
gdzie A(*) oznacza miarg Lebesgue’a (pole powierzchni) zbioru na
pltaszczyznie [Lojasiewicz, 1973]. Powyzsza zaleznos¢ pozwala trak-
towac warto$¢ wspotezynnika @r(C) jako miare deficytu wypuklo-
$ci projekcyjnego obrazu czastki C.
4. Warto$¢ wspotczynnika @r(C) nie zalezy od orientacji obrazu czast-
ki C w uktadzie wspotrzednych.

Charakterystyka ksztattu czastki rzeczywistej

Rozwazmy projekcyjny obraz rzeczywistej czastki ciala statego wi-
dziany na tle jego powtoki wypuktej przedstawiony na rys. 9.

Rys. 9. Obrazu projekcyjny czastki C; i jego powloka wypukta

Wykres bezwymiarowej, unormowanej roéznicowej charakterystyki
ksztaltu rozwazanej czastki przedstawiony jest na rys. 10.
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Rys.10. Unormowana réznicowa charakterystyka ksztaltu obrazu projekcyjnego C,

Wartos$¢ liczbowa roznicowego wspolczynnika ksztattu dla obrazu
rozwazanej czastki rowna jest @x(C) = 0,1310.

Uwagi koricowe

Nalezy podkresli¢, ze posta¢ funkcyjna, a co za tym idzie, posta¢ wy-
kresu rozwazanej réznicowej charakterystyki ksztattu R(7) opisujacej
geometryczng rozbieznos¢ pomigdzy projekcyjnym obrazem czastki C
a jego powloka wypukla, zaleza wyraznie od orientacji rozwazanego
obrazu w uktadzie wspolrzgdnych podczas gdy warto$¢ liczbowa roz-
nicowego wspotczynnika ksztattu @z(C) jest niezalezna od kierunku
obserwacji rozwazanego obiektu.

Zauwazy¢ mozna, ze zaproponowane w niniejszej pracy konstruk-
cje moga by¢ wykorzystane do wprowadzenia kolejnej funkcji ksztattu
S(?), ktéra mozna nazwac charakterystyka ilorazowa i opisa¢ definicyj-
nym wzorem

P()

SO=50) ®)
gdzie P(f) oraz Q(f) w dalszym ciagu oznaczaja, zdefiniowane wzorami
(4), (5) unormowane charakterystyki przekroju poprzecznego projek-
cyjnego obrazu czastki i jego powloki wypuklej.

Latwo zauwazy¢, ze tak zdefiniowana funkcja podlega oczywistym
ograniczeniom

0<S®H =<1 )
Mozna wykazaé, ze w przypadku gdy spelniony jest warunek

S@®=1, t<1[0,1] (10)
uzasadniony jest wniosek, ze projekcyjny obraz czastki C jest zbiorem
wypuktym.
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