
24 POSTĘPY  TECHNIKI  PRZETWÓRSTWA  SPOŻYWCZEGO  2/2016

WSTĘP
Jabłka pod względem kształtu są zróżnicowane. Kształt 

jabłek należy do podstawowych cech identyfikujących te 
obiekty spośród różnorodnego zbioru ich odmian. Osza-
cowanie kształtu owocu jest potrzebne do określenia krzy-
wej jego wzrostu, przewidywania wydajności, do budowa-
nia modelu złoża, do tworzenia siatki, symulacji procesów 
(przechowywania, separacji, transportu itp.), a także w bada-
niach fizjologicznych. Kształt jest jedną z cech uwzględnia-
nych podczas projektowania maszyn i urządzeń do ich trans-
portu, sortowania, pakowania i przetwarzania itp. Dokład-
ne oszacowanie wydajności może skutecznie pomóc rolni-
kom w celu poprawy jakości owoców przez racjonalne pro-
jektowanie technologii prac w sadzie. Na podstawie mate-
matycznego opisu parametrów geometrycznych dokonu-
je się wizualizacji kształtu jabłek i ich części morfologicz-
nych. Model 3D kształtu jabłka i jego struktury wewnętrz-
nej może być wykorzystywany do obliczania powierzch-
ni zewnętrznej, objętości jabłka i jego części morfologicz-
nych (np. komory nasiennej i gniazda nasiennego), promieni  
krzywizn oraz do obliczeń wytrzymałościowych, a także  
obliczeń cieplnych metodą elementów skończonych. Za-
gadnienia te są istotne podczas zarządzania produkcją pre-
cyzyjną. Xiao oraz Wang potwierdzają ważność monitoro-
wania krzywej wzrostu ilościowego i oszacowania wydaj-
ności owoców w sadzie jabłoniowym [27, 28]. Xiao z ze-
społem zastosowali system wizyjny do dokładnej identyfi-
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tematycznego modelowania kształtu jabłek. Kształt jabłka 
opisano posługując się: obrotem modyfikowanego równania 
konchoidy okręgu względem naturalnej osi symetrii jabłka, 
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jów poprzecznych, konturami przekrojów poprzecznych i wy-
gładzaniem danych, konturami przekrojów podłużnych i wy-
gładzaniem danych. Do opisu kształtu 3D jabłka w przestrze-
ni cyfrowej wykorzystano narzędzia grafiki komputerowej. 
Opisy kształtu konturów przekrojów jabłka (pochodzących 
z fotografii lub mechanicznego cięcia) zapisano za pomocą 
krzywych Béziera. Do modelowania wybrano jabłko odmia-
ny Jonagored. Przedstawione metody mogą być stosowane 
do matematycznego modelowania kształtu jabłek.
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The article presents proposes six methods of mathemati-
cal modeling of the shape of apples. Apple shape is described 
using: rotating modified equation conchoid circle relative to 
the natural axis of symmetry of apples, the equation of the 
torus, geometry matrix, outlines of cross-sections, cross sec-
tions and contours smoothing data, outlines longitudinal sec-
tions and smoothing the data. To describe apples 3D shape in 
the space digital uses in computer graphics tools. Describe 
the shape of the contour sections apples (from a photograph 
or a mechanical cutting) were made using Bezier curves. Was 
selected modeling apple varieties Jonagored. The method 
can be used for mathematical modeling of the shape of the 
apples.

kacji jabłka na drzewie [28]. Opracowany system wizyj-
ny rejestruje zmiany oświetlenia, zmiany kolorów owoców, 
cienie pochodzące od gałęzi i liści. Został opracowany al-
gorytm wykrywania i liczenia jabłek na drzewie w oparciu  
o ich kolor i kształt. Bozokalfa i Kilic opracowali sposób 
określania wielkości owoców polegający na analitycznym 
opisie objętości owocu bez potrzeby jego niszczenia [4]. 
Zmienną zależną w modelu była objętość owocu, natomiast 
długość, średnica i masa były zmiennymi niezależnymi. Wy-
znaczenie objętości owocu metodami wypornościowymi 
jest czasochłonne i niepraktyczne w warunkach polowych. 
Danckaers z zespołem [5] przedstawili sposób budowy mo-
delu 3D kształtu jabłek na podstawie statystycznych danych 
wymiarowych pochodzących ze skanowania 3D. Model ten 
dostosowuje parametry kształtu do zmienności w obrębie po-
pulacji jabłek i tworzy, nowe, powierzchnie. W wyniku pa-
rametryzacji powierzchni, jabłko jest opisane za pomocą ze-
stawu funkcji bazowych, które mają zastosowanie przy mon-
tażu całej powierzchni. Istnieje potrzeba, aby poprawnie kla-
syfikować owoce według ich cech zewnętrznych, takich jak 
kolor, wielkość, kształt, uszkodzenia mechaniczne, zmia-
ny chorobowe. Systemy wizyjne oraz system pomiaru masy 
stanowią pomoc, aby wykonać te czynności automatycznie, 
przy użyciu sztucznych sieci neuronowych.

Mimo, że istnieje wiele opracowań, opartych na analizie 
zewnętrznych cech owoców, takich jak wielkość [6, 10, 18, 
22, 25, 26], kształt, kolor [1, 21], tekstura [8], uszkodzenia 
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[9, 16, 17], w dalszym ciągu jest zapotrzebowanie na pra-
ce oparte na modelowaniu 3D i analizie obrazu. Obecnie 
wiele owoców, a szczególnie jabłek zbieranych jest ręcznie. 
Często sortowanie wymaga pracy ręcznej, która jest wspo-
magana systemami automatycznymi lub półautomatyczny-
mi. Bhatt i współautorzy [3] opisują nowy system oparty na 
ocenie jakości jabłek w czasie rzeczywistym, uwzględnia-
jąc wielkość, kolor, symetrię, masę i wady zewnętrzne. Sys-
tem ten jest opracowany z wykorzystaniem sieci neurono-
wych. Poznanie zmienności cech geometrycznych owoców 
jest użyteczne pod wieloma względami, na przykład wykry-
wania obiektów, analizy ich kształtu [12, 20]. Statystycz-
ny model kształtu jest przydatny do przewidywania wielko-
ści jabłek [29] oraz szukania korelacji między ich wzrostem  
a cechami geometrycznymi [23]. Realistyczne modele kształ-
tu gruszki odmiany Konferencja zostały wykorzystane do 
opracowania nie niszczących metod pomiaru twardości [13]. 
Do tworzenia modeli kształtu owoców [2] mogą być stoso-
wane skanery 3D. Projektanci magazynów i chłodni wyko-
rzystują modele kształtu jabłek i gruszek do oceny wpływu 
obciążeń mechanicznych na wysokość złoża oraz wpływu 
charakterystyki przepływu powietrza na jędrność owoców 
mającą wpływ na sposób ich chłodzenia [10].

Techniki opisu kształtu są realizowane głównie na podsta-
wie modeli konturów 2D lub uproszczonych modeli 3D np.: 
kuli, elipsoidy [11] co prowadzi do utraty danych o kształ-
cie. Model kształtu opracowany analitycznie lub przy po-
mocy skanerów 3D zawiera znacznie więcej informacji, co 
może prowadzić do lepszych i bardziej precyzyjnych decy-
zji projektowych. Keshavarzpour i Rashidi [14] zapropono-
wali liniowe modele regresji do przewidywania masy jabłek 
na podstawie ich długości, geometrycznej średniej średnicy 
oraz szacunkowej objętości obliczonej ze spłaszczonej elip-
soidy. Liu i współautorzy [15] opracowali metodę utrwale-
nia zjawiska deformacji kształtu w czasie procesu wzrostu li-
ści i owoców przez nałożenie hydrożelu na ich powierzchnię. 
Kluczową ideą jest uchwycenie procesu deformacji powsta-
łej podczas procesu suszenia. Peng z zespołem [19] stwier-
dzili, że wytrzymałość jest ważnym parametrem w określa-
niu klasy dojrzałości i jakości owocu jabłka. Opracowali oni 
system obrazowania wyposażony w regulator rozpraszania  
i natężenia światła podczas pomiaru. Możliwości, do modelo-
wania rozwoju i wzrostu jabłek, wykorzystania RGB w prze-
twarzaniu i analizie obrazu badali Stajnko i Èmelik [24]. Elfi-
ky z zespołem [7] zaproponowali system do automatycznego 
cięcia gałęzi drzew w sadzie na podstawie modeli 3D drzew.

Celem artykułu jest prezentacja sześciu metod mate-
matycznego modelowania kształtu jabłek.

MATERIAŁ DO MODELOWANIA
Materiałem do modelowania jest jabłko odmiany Jona-

gored. Jabłko pochodziło ze zbiorów w roku 2015 z oko-
lic Grójca. Wyboru jabłka dokonano na podstawie następu-
jących kryteriów: kształt i wielkość charakterystyczna dla 
odmiany Jonagored, brak uszkodzeń mechanicznych, brak 
uszkodzeń chorobowych, brak śladów żerowania szkodni-
ków. Wyboru dokonano ze zbioru jabłek zakupionych w hur-
towni Bronisze. Jabłka przechowywano w pomieszczeniu,  
w którym temperatura wynosiła 19oC, a wilgotność powie-
trza 60%. Podstawowe wymiary jabłka (długość, szerokość, 

grubość oraz wymiary h1 i h2) zmierzono suwmiarką z do-
kładnością do 0,1 mm. Kształt jabłka opisano posługując 
się: obrotem modyfikowanego równania konchoidy okrę-
gu względem naturalnej osi symetrii jabłka, równaniem to-
rusa, macierzą geometrii, konturami przekrojów poprzecz-
nych, konturami przekrojów poprzecznych i wygładzaniem 
danych, konturami przekrojów podłużnych i wygładzaniem 
danych. Do opisu kształtu 3D jabłka w przestrzeni cyfrowej 
wykorzystano narzędzia grafiki komputerowej. Opis kształtu 
konturów przekrojów jabłka (pochodzących z fotografii lub 
mechanicznego cięcia) zapisano za pomocą wielomianu trze-
ciego stopnia opracowanego przez P. Béziera.

 
Rys. 1. Wybrane do modelowania jabłko odmiany Jona-

gored. 
Fig. 1.  Selected modeling apple varieties Jonagored.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

Pochodzące z pomiarów podstawowe wymiary jabłka 
wybranego do modelowania są następujące: długość h = 83,2 
mm, szerokość ax = 88,4 mm, grubość by = 87,6 mm. 

Metoda opisu kształtu polegająca na przekrojach po-
przecznych jabłka wymagała pocięcia jabłka na poprzeczne 
plastry i naniesienia punktów na konturach przekrojów (rys. 
2). 
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Rys. 2. Przekroje poprzeczne jabłka.
Fig. 2.  The cross-sections apple.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study
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METODA I – NA PODSTAWIE OBROTU 
MODYFIKOWANEGO RóWNANIA  

KONChIDY OKRĘGU
W metodzie I wykorzystano parametryczne równania 

konchoidy okręgu, wprowadzając a = 2; b = 1,5; c = 1; d = 
3. Od tych wartości zależy kształt krzywej opisującej kontur 
przekroju wzdłużnego jabłka. Macierzowe równania współ-
rzędnych X1, Y1 punktów konturu jabłka:

( ) ( )ϕϕ ibiaX ji coscos1
2

, ⋅+⋅=
                

(1)

( ) ( ) ( )ϕϕϕ idiicY ji sinsincos1 , ⋅+⋅⋅=              
(2)

Y1

X1

Rys. 3. Kontur przekroju wzdłużnego jabłka.
Fig. 3.  The contour of the longitudinal section of apple.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

Uzyskaną krzywą konturu jabłka obrócono względem osi 
stycznej do dwóch punktów krzywej (oś 0Y):

( ) ( )s jeX jiXaa ji sin1 ,, ⋅+=
                   

(3)

( ) ( )s jeX jiYaa ji cos1 ,, ⋅+=
                   

(4)

)1( ,, Xh jiZaa ji ⋅=
                         

(5)

Powstała w wyniku obrotu bryła wymaga skalowania:

     
(6)

       
(7)

      
(8)

Na rysunku 4 zamieszczono model 3D bryły jabłka i jego 
rzut na płaszczyznę XY wykonany metodą I.

 
Rys. 4. Model 3D bryły jabłka i jego rzut na płaszczyznę 

XY (metoda I).
Fig. 4.  Model 3D apple solids and its projection on the 

XY plane (method I).
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

W modelu tym są widoczne zagłębienia szypułkowe  
i kielicha oraz miejsce na gniazdo i komorę nasienną.

Dane potrzebne do modelu zapisano w postaci macierzy:

               

(9)

METODA II – NA PODSTAWIE  
RóWNANIA TORUSA

W metodzie II wykorzystano parametryczne równanie to-
rusa, wprowadzając R = r = 1. Torus o promieniach równych 
jeden opisuje uproszczony kształt jabłka. Macierzowe rów-
nania współrzędnych Xat, Yat punktów powierzchni jabłka 
określone na podstawie parametrycznego równania torusa:

( ) ( )ϑϕ jirRXati,j coscos ⋅



 ⋅+=

        
(10)

( ) ( )ϑϕ jirRYati,j sincos ⋅



 ⋅+=

         
(11)

( )ϕ irZati,j sin⋅=
                       

(12)

Na rysunku 5 zamieszczono torus o promieniach rów-
nych jeden. W przekroju wzdłużnym torusa o równych pro-
mieniach koła jego przekrojów są styczne. Torus po wyska-
lowaniu może aproksymować powierzchnię jabłka uwzględ-
niającą zagłębienie szypułkowe i zagłębienie kielichowe. 
Nie jest opisane miejsce gdzie występuje gniazdo i komo-
ra nasienna. 
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Rys. 5. Torus o promieniach R = r = 1.
Fig. 5.  Torus of radius R = r = 1.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

Jednostkowy torus podlega algorytmowi skalowania we-
dług wymiarów podstawowych jabłka (L - długość, Bx - sze-
rokość, By - grubość):

   
(13)

    
 (14)

    
(15)

Opisany torusem i po wyskalowaniu model 3D bryły jabł-
ka i jego rzut na płaszczyznę XY przedstawiono na rysunku 6.

 
Rys. 6. Opisany torusem i po wyskalowaniu model 3D 

jabłka i jego rzut na płaszczyznę XY (metoda II).
Fig. 6.  Described torus and after scaling 3D model of 

apple and its projection on the XY plane (method 
II).

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

Torusem można, w sposób uproszczony, opisywać jabłka 
o regularnym kształcie.

METODA III – NA PODSTAWIE  
MACIERZY GEOMETRII

Macierzowe równania  współrzędnych Xag, Yag punktów 
powierzchni jabłka określone na podstawie macierzy geome-
trii, dla N= 9 są następujące:

Xag = (rg)T • cos(j)                      (16)

Yag = (rg)T • sin(j)                      (17)

Zag = 1.3 • (cg)T                        (18)

Dane do równań 16, 17, 18 wyrażono za pomocą wekto-
ra 19 opisującego położenia punktów leżących na obwodzie 
przekrojów poprzecznych, których wysokości zostały zapi-
sane w macierzy 20. 

                                 

(19)

    

(20) 

Opisany macierzami geometrii model 3D jabłka i jego 
rzut na płaszczyznę XY przedstawiono na rysunku 7.

 
Rys. 7. Opisany macierzami geometrii model 3D jabłka i 

jego rzut na płaszczyznę XY (metoda III).
Fig. 7.  Described matrix of geometry and after scaling 

3D model of apple and its projection on the XY 
plane (method III).

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

INŻYNIERIA  ŻYWNOŚCI
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Uzyskany model 3D poddano skalowaniu:

    
(21)

      
(22)

    
(23)

METODA IV – NA PODSTAWIE  
KONTURóW PRZEKROJóW  

 POPRZECZNYCh
Utworzone na podstawie współrzędnych punktów leżą-

cych na obwodach przekrojów poprzecznych jabłka macie-
rze X, Y, Z zostały zamieszczone niżej:

    

(24)

    

(25)

                 

(26)

Macierze X, Y, Z są skalowane, a wyniki zapisuje się 
w macierzach Xp, Yp, Zp:

                
(27)

                  
(28)

                
(29)

Utworzony, na podstawie współrzędnych punktów leżą-
cych na obwodach przekrojów poprzecznych, wyskalowany 
model 3D jabłka i jego wykres konturowy oraz rzut na płasz-
czyznę XY zamieszczono na rysunku 8.

 

Rys. 8. Wyskalowany model 3D jabłka jego wykres kon-
turowy oraz rzut na płaszczyznę XY utworzony 
na podstawie współrzędnych punktów leżących 
na obwodach przekrojów poprzecznych (metoda 
IV).

Fig. 8.  After scaling 3D model of apple of and his graph 
of contour the and throw on the XY plane created 
on the basis of the coordinates of points lying on 
the circumference of the cross-sections (method 
IV).

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

Bokami siatki powierzchni jabłka są odcinki linii pro-
stych. Tworzą one ostre krawędzie. 

METODA V – NA PODSTAWIE KONTU-
RóW PRZEKROJóW POPRZECZNYCh 

I WYGŁADZANIU DANYCh
Wygładzeniu poddane zostały wartości współrzędnych 

punktów X, Y, Z leżących na obwodach przekrojów po-
przecznych jabłka. Do wygładzenia danych zastosowano na-
stępujące procedury:

X1 = supsmooth[xx, (XT)<n> ]               (30)

Y1 = supsmooth[xx, (YT)<n> ]                (31)

Gdzie: xx – wektor kolejnych numerów położenia prze-
krojów poprzecznych, 

   [1, 2, …, 12]T, n – numer wiersza macierzy od 1 do 
12. Macierz współrzędnej Z jest bez zmian. 

Na rysunku 9 zamieszczono model 3D jabłka utworzony 
na podstawie wygładzonych danych konturów poprzecznych 
oraz rzut tego modelu na płaszczyznę XY.
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Rys. 9. Model 3D jabłka utworzony na podstawie wy-

gładzonych danych konturów poprzecznych oraz 
rzut tego modelu na płaszczyznę XY.

Fig. 9.  3D model apple created based on the data 
smoothed contours of the and throw this model 
on the XY plane.

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

METODA VI – NA PODSTAWIE  
KONTURóW PRZEKROJóW  

PODŁUŻNYCh I WYGŁADZANIU  
DANYCh

Obrysów 11 konturów podłużnych jabłka dokonano za 
pomocą krzywych Béziera, które zapisano w postaci macie-
rzowej X1, Y1, Z1. Macierze X1, Y1, Z1 mają po 11 kolumn 
i 44 wiersze. Z macierzy tych wydzielono kwadratowe ma-
cierze Xx1, Xx2, …, Xx4; Yy1, Yy2, …, Yy4; Zz1, Zz2, …, 
Zz4. Wydzielone macierze poddano procedurze interpolacyj-
nej. Kolejne numery konturów modelowanego jabłka zapi-
sano w macierzy Mxy, która ma dwie kolumny i 11 wierszy. 
Przedział interpolacji opisano dwoma wektorami: xxk = [0, 
0.313, …, 10]T, yym = [0, 0.313, …, 10]T. Przykładowe proce-
dury interpolacji krzywymi sklejanymi dla jednej macierzy 
kwadratowej (Xx1) zamieszczono niżej:

Wx1 = lspline(Mxy, Xx1)                     (32)

      
(33)

F1xk,m = fx(xxk,yym)                          (34)

Na rysunku 10 zamieszczono model 3D jabłka utworzo-
ny na podstawie wygładzonych danych konturów podłuż-
nych oraz rzut tego modelu na płaszczyznę XY.

WERYFIKACJA
Weryfikacji dokonano na podstawie porównania wyska-

lowanych fotografii jabłka z rzutami XY jego sześciu mode-
li 3D (rys. 11).

Z porównania wynika, że w metodach I, II, III, IV, V ob-
serwuje się lokalne niedokładności odwzorowania. Dobrą 
dokładność odwzorowania zapewnia metoda VI.

 
Rys. 10. Model 3D jabłka utworzony na podstawie wy-

gładzonych danych konturów podłużnych oraz 
rzut tego modelu na płaszczyznę XY.

Fig. 10. Model 3D apple created based on the data 
smoothed contours longitudinal of the and 
throw this model on the XY plane.

Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

 

  

 
Rys. 11. Porównanie wyskalowanych fotografii jabłka  

z rzutami XY jego sześciu modeli 3D.
Fig. 11. Comparison of the scaled photograph apple 

from his six throws on XY models 3D.
Źródło: Opracowanie własne
Source: Own study

PODSUMOWANIE
Metody I, II, III, V można stosować tam, gdzie nie jest 

wymagana duża dokładność odwzorowania. Nie zalecane 
jest stosowanie metody IV, ponieważ wymaga ona zniszcze-
nia jabłka. Największą dokładność odwzorowania zapewnia 
metoda VI. 
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