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METODY MODELOWANIA MATEMATYCZNEGO
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Methods of mathematical modeling the shape of apples®
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W artykule przedstawiono propozycje szesciu metod ma-
tematycznego modelowania ksztaltu jablek. Ksztalt jablka
opisano postugujqgc sie: obrotem modyfikowanego rownania
konchoidy okregu wzgledem naturalnej osi symetrii jabtka,
rownaniem torusa, macierzq geometrii, konturami przekro-
jow poprzecznych, konturami przekrojow poprzecznych i wy-
gladzaniem danych, konturami przekrojow podtuznych i wy-
gladzaniem danych. Do opisu ksztattu 3D jabtka w przestrze-
ni cyfrowej wykorzystano narzedzia grafiki komputerowej.
Opisy ksztaltu konturow przekrojow jabtka (pochodzgcych
z fotografii lub mechanicznego ciecia) zapisano za pomocq
krzywych Béziera. Do modelowania wybrano jabtko odmia-
ny Jonagored. Przedstawione metody mogq byc stosowane
do matematycznego modelowania ksztaltu jablek.

WSTEP

Jabtka pod wzgledem ksztattu sg zréoznicowane. Ksztalt
jabtek nalezy do podstawowych cech identyfikujacych te
obiekty sposrod réznorodnego zbioru ich odmian. Osza-
cowanie ksztaltu owocu jest potrzebne do okreslenia krzy-
wej jego wzrostu, przewidywania wydajnosci, do budowa-
nia modelu ztoza, do tworzenia siatki, symulacji procesow
(przechowywania, separacji, transportu itp.), a takze w bada-
niach fizjologicznych. Ksztalt jest jedng z cech uwzglednia-
nych podczas projektowania maszyn i urzadzen do ich trans-
portu, sortowania, pakowania i przetwarzania itp. Doktad-
ne oszacowanie wydajnosci moze skutecznie pomoc rolni-
kom w celu poprawy jako$ci owocoéw przez racjonalne pro-
jektowanie technologii prac w sadzie. Na podstawie mate-
matycznego opisu parametréw geometrycznych dokonu-
je sie wizualizacji ksztattu jablek i ich czeSci morfologicz-
nych. Model 3D ksztattu jablka i jego struktury wewngtrz-
nej moze by¢ wykorzystywany do obliczania powierzch-
ni zewngtrznej, objetosci jabtka i jego czgsci morfologicz-
nych (np. komory nasiennej i gniazda nasiennego), promieni
krzywizn oraz do obliczen wytrzymatoSciowych, a takze
obliczen cieplnych metoda elementéw skonczonych. Za-
gadnienia te sa istotne podczas zarzadzania produkcja pre-
cyzyjna. Xiao oraz Wang potwierdzaja waznos¢ monitoro-
wania krzywej wzrostu ilo$ciowego i oszacowania wydaj-
nosci owocoOw w sadzie jabtoniowym [27, 28]. Xiao z ze-
spotem zastosowali system wizyjny do doktadnej identyfi-
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The article presents proposes six methods of mathemati-
cal modeling of the shape of apples. Apple shape is described
using: rotating modified equation conchoid circle relative to
the natural axis of symmetry of apples, the equation of the
torus, geometry matrix, outlines of cross-sections, cross sec-
tions and contours smoothing data, outlines longitudinal sec-
tions and smoothing the data. To describe apples 3D shape in
the space digital uses in computer graphics tools. Describe
the shape of the contour sections apples (from a photograph
or a mechanical cutting) were made using Bezier curves. Was
selected modeling apple varieties Jonagored. The method
can be used for mathematical modeling of the shape of the

apples.

kacji jabtka na drzewie [28]. Opracowany system wizyj-
ny rejestruje zmiany oswietlenia, zmiany kolorow owocow,
cienie pochodzace od gatezi i li§ci. Zostal opracowany al-
gorytm wykrywania i liczenia jablek na drzewie w oparciu
o ich kolor i ksztalt. Bozokalfa i Kilic opracowali sposob
okreslania wielko$ci owocoéw polegajacy na analitycznym
opisie objetosci owocu bez potrzeby jego niszczenia [4].
Zmienng zalezng w modelu byta obje¢to§¢ owocu, natomiast
dhugosé¢, $rednica i masa byly zmiennymi niezaleznymi. Wy-
znaczenie objg¢tosci owocu metodami wyporno$ciowymi
jest czasochtonne i niepraktyczne w warunkach polowych.
Danckaers z zespotem [5] przedstawili sposob budowy mo-
delu 3D ksztattu jablek na podstawie statystycznych danych
wymiarowych pochodzacych ze skanowania 3D. Model ten
dostosowuje parametry ksztaltu do zmiennosci w obrebie po-
pulacji jabtek i tworzy, nowe, powierzchnie. W wyniku pa-
rametryzacji powierzchni, jablko jest opisane za pomoca ze-
stawu funkcji bazowych, ktdre majg zastosowanie przy mon-
tazu calej powierzchni. Istnieje potrzeba, aby poprawnie kla-
syfikowa¢ owoce wedtug ich cech zewnetrznych, takich jak
kolor, wielkos$¢, ksztalt, uszkodzenia mechaniczne, zmia-
ny chorobowe. Systemy wizyjne oraz system pomiaru masy
stanowig pomoc, aby wykona¢ te czynnoS$ci automatycznie,
przy uzyciu sztucznych sieci neuronowych.

Mimo, Ze istnieje wiele opracowan, opartych na analizie
zewngtrznych cech owocow, takich jak wielkosc¢ [6, 10, 18,
22, 25, 26], ksztalt, kolor [1, 21], tekstura [8], uszkodzenia
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[9, 16, 17], w dalszym ciagu jest zapotrzebowanie na pra-
ce oparte na modelowaniu 3D i analizie obrazu. Obecnie
wiele owocdow, a szczeg6lnie jablek zbieranych jest recznie.
Czgsto sortowanie wymaga pracy recznej, ktora jest wspo-
magana systemami automatycznymi lub poétautomatyczny-
mi. Bhatt i wspotautorzy [3] opisujg nowy system oparty na
ocenie jakosci jablek w czasie rzeczywistym, uwzglednia-
jac wielkos¢, kolor, symetri¢, mas¢ i wady zewne¢trzne. Sys-
tem ten jest opracowany z wykorzystaniem sieci neurono-
wych. Poznanie zmiennosci cech geometrycznych owocow
jest uzyteczne pod wieloma wzgledami, na przyktad wykry-
wania obiektow, analizy ich ksztattu [12, 20]. Statystycz-
ny model ksztaltu jest przydatny do przewidywania wielko-
$ci jabtek [29] oraz szukania korelacji miedzy ich wzrostem
a cechami geometrycznymi [23]. Realistyczne modele ksztat-
tu gruszki odmiany Konferencja zostaty wykorzystane do
opracowania nie niszczacych metod pomiaru twardosci [13].
Do tworzenia modeli ksztaltu owocéw [2] moga by¢ stoso-
wane skanery 3D. Projektanci magazynow i chtodni wyko-
rzystuja modele ksztattu jabtek i gruszek do oceny wptywu
obcigzen mechanicznych na wysoko$¢ zloza oraz wptywu
charakterystyki przeptywu powietrza na jedrno$§¢ owocow
majgca wplyw na sposob ich chlodzenia [10].

Techniki opisu ksztattu sg realizowane gléwnie na podsta-
wie modeli konturow 2D lub uproszczonych modeli 3D np.:
kuli, elipsoidy [11] co prowadzi do utraty danych o ksztal-
cie. Model ksztattu opracowany analitycznie lub przy po-
mocy skanerow 3D zawiera znacznie wigcej informacji, co
moze prowadzi¢ do lepszych i bardziej precyzyjnych decy-
zji projektowych. Keshavarzpour i Rashidi [14] zapropono-
wali liniowe modele regresji do przewidywania masy jabtek
na podstawie ich dlugosci, geometrycznej sredniej $rednicy
oraz szacunkowej objetosci obliczonej ze sptaszczonej elip-
soidy. Liu i wspoélautorzy [15] opracowali metode utrwale-
nia zjawiska deformacji ksztattu w czasie procesu wzrostu li-
$ci 1 owocow przez natozenie hydrozelu na ich powierzchnig.
Kluczows ideg jest uchwycenie procesu deformacji powsta-
ej podczas procesu suszenia. Peng z zespolem [19] stwier-
dzili, ze wytrzymalos$¢ jest waznym parametrem w okresla-
niu klasy dojrzatosci i jakosci owocu jabtka. Opracowali oni
system obrazowania wyposazony w regulator rozpraszania
i natezenia §wiatta podczas pomiaru. Mozliwosci, do modelo-
wania rozwoju 1 wzrostu jablek, wykorzystania RGB w prze-
twarzaniu i analizie obrazu badali Stajnko i Emelik [24]. Elfi-
ky z zespotem [7] zaproponowali system do automatycznego
cigcia galezi drzew w sadzie na podstawie modeli 3D drzew.

Celem artykulu jest prezentacja sze$ciu metod mate-
matycznego modelowania ksztaltu jablek.

MATERIAL. DO MODELOWANIA

Materiatem do modelowania jest jabtko odmiany Jona-
gored. Jabtko pochodzilo ze zbiorow w roku 2015 z oko-
lic Grojca. Wyboru jabtka dokonano na podstawie nastgpu-
jacych kryteriow: ksztatt i wielko$¢ charakterystyczna dla
odmiany Jonagored, brak uszkodzen mechanicznych, brak
uszkodzen chorobowych, brak §ladow zerowania szkodni-
koéw. Wyboru dokonano ze zbioru jablek zakupionych w hur-
towni Bronisze. Jablka przechowywano w pomieszczeniu,
w ktorym temperatura wynosita 19°C, a wilgotno$¢ powie-
trza 60%. Podstawowe wymiary jabtka (dlugos$¢, szerokose,

grubo$¢ oraz wymiary /i A,) zmierzono suwmiarkg z do-
ktadnoscig do 0,1 mm. Ksztalt jabtka opisano postugujac
si¢: obrotem modyfikowanego réwnania konchoidy okre-
gu wzgledem naturalnej osi symetrii jabtka, rGwnaniem to-
rusa, macierzg geometrii, konturami przekrojow poprzecz-
nych, konturami przekrojow poprzecznych i wygladzaniem
danych, konturami przekrojow podtuznych i wygladzaniem
danych. Do opisu ksztattu 3D jabtka w przestrzeni cyfrowe;j
wykorzystano narzedzia grafiki komputerowej. Opis ksztattu
konturéw przekrojow jabtka (pochodzacych z fotografii lub
mechanicznego cigcia) zapisano za pomocg wielomianu trze-
ciego stopnia opracowanego przez P. Béziera.

Rys. 1. Wybrane do modelowania jablko odmiany Jona-
gored.

Fig. 1. Selected modeling apple varieties Jonagored.

Zrédlo: Opracowanie whasne

Source: Own study

Pochodzace z pomiaréw podstawowe wymiary jabtka
wybranego do modelowania sg nastepujace: dtugosé 4= 83,2
mm, szeroko$¢ ax = 88,4 mm, grubos$¢ by = 87,6 mm.

Metoda opisu ksztattu polegajaca na przekrojach po-
przecznych jabtka wymagata pocigcia jabtka na poprzeczne
plastry i naniesienia punktéw na konturach przekrojow (rys.

Rys. 2. Przekroje poprzeczne jablka.

Fig. 2. The cross-sections apple.
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Source: Own study
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METODA | - NA PODSTAWIE OBROTU
MODYFIKOWANEGO ROWNANIA
KONCHIDY OKREGU

W metodzie I wykorzystano parametryczne réwnania
konchoidy okregu, wprowadzajaca =2, b =15, c=1,d =
3. Od tych wartosci zalezy ksztalt krzywej opisujacej kontur
przekroju wzdhiznego jablka. Macierzowe rownania wspot-
rzgdnych X1, Y1 punktow konturu jabtka:

Xli’j=a~cos(¢7l«)2+b-cos(goi) @)

Yl j=c- cos(gol-)~ sin(gol-)+ d- sin(gol-) @)

5290

RN
)

27008

Rys. 3. Kontur przekroju wzdluznego jablka.
Fig. 3. The contour of the longitudinal section of apple.
Zrédlo: Opracowanie whasne

Source: Own study

Uzyskang krzywa konturu jabtka obrocono wzgledem osi
stycznej do dwoch punktow krzywej (o$ 0Y):

Xaai,j = (Xll,j +e)'Sil’l(sj) (3)
Yaai,j = (Xli,j +e)~COS(Sj) (4)
Zaai,j=(h-XD); )

Powstata w wyniku obrotu bryta wymaga skalowania:

Bx
Xk = “Xaa: ; 6
LJ max(Xaa) — min( Xaa) i, ©
By
Yk: ;= Yaa; ;i 7
LJ max(Yaa ) —min(Yaa) i @
L
Tk = -Zaa; i 8
LJ max(Zaa) —min( Zaa) A, j ®

Na rysunku 4 zamieszczono model 3D bryly jabtka i jego
rzut na plaszczyzng¢ XY wykonany metoda I.

Rys. 4. Model 3D bryly jablka i jego rzut na plaszczyzne
XY (metoda I).

Fig. 4. Model 3D apple solids and its projection on the
XY plane (method I).

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Source: Own study

W modelu tym s3a widoczne zaglebienia szyputkowe
i kielicha oraz miejsce na gniazdo i komore nasienna.

Dane potrzebne do modelu zapisano w postaci macierzy:

- - 45 2
N a 5 .
b 5
0.N 1
l C
i d =[0..N-5 3 ©)
2
T2 04
p; ¢ N
s 27 o8
L - N

METODA Il — NA PODSTAWIE
ROWNANIA TORUSA

W metodzie I wykorzystano parametryczne réwnanie to-
rusa, wprowadzajac R = r = 1. Torus o promieniach rownych
jeden opisuje uproszczony ksztatt jabtka. Macierzowe row-
nania wspotrzednych Xat, Yat punktow powierzchni jabtka
okreslone na podstawie parametrycznego rownania torusa:

Xatjj= [R +r- Cos(gol-) } -cos(,gj) (10)

Yati =[R+r-cos(gol-) ]sin(gj) (11)

Zatj j=r-sin(p;) (12)

Na rysunku 5 zamieszczono torus o promieniach row-
nych jeden. W przekroju wzdluznym torusa o rownych pro-
mieniach kota jego przekrojow sa styczne. Torus po wyska-
lowaniu moze aproksymowac powierzchni¢ jabtka uwzgled-
niajaca zaglgbienie szypulkowe i zaglebienie kielichowe.
Nie jest opisane miejsce gdzie wystepuje gniazdo i komo-
ra nasienna.
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Rys. 5. Torus o promieniach R=r=1.
Fig.5. Torus of radius R=r=1.

Zro6dlo: Opracowanie wiasne

Source: Own study

Jednostkowy torus podlega algorytmowi skalowania we-
dlug wymiarow podstawowych jablka (L - dlugo$¢, Bx - sze-
roko$é, By - grubosc):

Bx
X, j= max(Xat)—min(Xat) Xati,j  (13)
', ] tmax(Yat) — min(Yar) 007 (9
L

2, j = max(Zat)— min(Zat) Zati,jo(15)

Opisany torusem i po wyskalowaniu model 3D bryly jabt-
ka ijego rzut na ptaszczyzng XY przedstawiono na rysunku 6.
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Rys. 6. Opisany torusem i po wyskalowaniu model 3D
jablka i jego rzut na plaszczyzne¢ XY (metoda II).

Fig. 6. Described torus and after scaling 3D model of
apple and its projection on the XY plane (method
II).

Zrédlo: Opracowanie whasne

Source: Own study

Torusem mozna, w sposob uproszczony, opisywac jabtka
o regularnym ksztalcie.

METODA IIl - NA PODSTAWIE
MACIERZY GEOMETRII

Macierzowe rownania wspotrzednych Xag, Yag punktow
powierzchni jabtka okre$lone na podstawie macierzy geome-
trii, dla N=9 sa nastgpujace:

Xag = (rg)" - cos(¢p) (16)
Yag = (rg)" - sin(p) (17
Zag =13 - (cg)” (18)

Dane do réwnan 16, 17, 18 wyrazono za pomoca wekto-
ra 19 opisujacego polozenia punktéw lezacych na obwodzie
przekrojow poprzecznych, ktorych wysokosci zostaty zapi-
sane w macierzy 20.

1
2
4
4.7
%= . (19)
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4
2
_1_
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0000000000
11111111
2222222222
3333333333
co= (20)
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
5555555555
6 666666 66 6
7777777777
666666666 6

Opisany macierzami geometrii model 3D jabltka i jego
rzut na plaszczyzne XY przedstawiono na rysunku 7.

Rys. 7. Opisany macierzami geometrii model 3D jablka i
jego rzut na plaszczyzne XY (metoda III).

Fig. 7. Described matrix of geometry and after scaling
3D model of apple and its projection on the XY
plane (method III).

Zrédlo: Opracowanie whasne
Source: Own study
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Uzyskany model 3D poddano skalowaniu:

_ Bx Xu @
max(Xag)—min(Xag) &
= B _ Yag (2
max(Yag)—min(Yag)
L

= -7 23
max(Zag)— min(Zag) “8 @

METODA IV — NAPODSTAWIE
KONTUROW PRZEKROJOW
POPRZECZNYCH

Utworzone na podstawie wspotrzednych punktow leza-
cych na obwodach przekrojow poprzecznych jabtka macie-
rze X, Y, Z zostaly zamieszczone nizej:

[0 3 6 185 305 357 421 362 34 197 1 75 0]
0 23 46 167 25 30 377 312 2901 186 105 75 0
0 1 22 106 126 181 233 198 162 135 72 44 0
o0 0 o 0o 0 0 0 0 0 0 0 o0
0 “L1 -22 “138 156 196 -27.3 —192 183 -147 86 -4.6 0
0 —28 -55 —208 -301 -347 —40.5 -359 —343 -21.4 -127 -8 0
X=|0 -34 69 -22 352 402 -467 -41.5 -39.5 -25.9 —132 -81 0 (24)
0 -3.6 ~76 —19.5 -305 361 455 -392 -345 -204 114 -82 0
0 -22 -55 -92 153 -199 -233 -219 —179 10 74 -42 0
o0 0o o o0 0 0o 0 0 0 0 0 o0
0 25 s54 98 16 19 263 208 176 105 7 44 0
0 32 64 162 259 316 395 331 293 172 109 69 0
lo 3 6 185 305 357 421 362 34 197 1 75 0
o0 o 0o 0o 0o 0o 0 0 0o 0 0 o0
0 14 28 121 152 17 19 179 161 104 7 51 0
0 2 44 208 304 31 329 318 304 202 141 84 0
0 23 49 24 322 365 390 387 359 305 183 10 0
0 3 53 233 300 330 341 336 327 263 168 96 0
0 15 33 145 176 20 225 211 205 127 85 57 0
Y=fo o 0o 0o o0 o 0o 0 0 0 0 0 0 25)
0 -2 -42 -149 163 -203 -235 -223 —191 116 -51 38 0
0 —45 92 214 -328 -372 416 -398 34 —I83 —116 —68 0
0 =5 112 -23.4 357 442 459 —446 374 213 139 82 0
0 -29 -77 —216 307 —33.5 361 —344 —308 197 108 —64 0
0 —17 -35 -127 137 163 -192 -17.9 -157 -99 -59 -35 0
o0 0o 0o 0o 0o 0o 0 0 0 0 0 0
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Macierze X, Y, Z sa skalowane, a wyniki zapisuje si¢
w macierzach Xp, Yp, Zp:

. Bx .
P= max(X)—-min(X) X 7)
S A (28)
max(Y)—min(Y)
L
(29)

P= max(Z)—min(Z) z

Utworzony, na podstawie wspotrzednych punktow leza-
cych na obwodach przekrojow poprzecznych, wyskalowany
model 3D jabtka i jego wykres konturowy oraz rzut na ptasz-
czyzn¢ XY zamieszczono na rysunku 8.

Rys. 8. Wyskalowany model 3D jabltka jego wykres kon-
turowy oraz rzut na plaszczyzn¢ XY utworzony
na podstawie wspolrzednych punktow lezacych
na obwodach przekrojow poprzecznych (metoda
V).

Fig. 8. After scaling 3D model of apple of and his graph
of contour the and throw on the XY plane created
on the basis of the coordinates of points lying on
the circumference of the cross-sections (method
V).

Zrédlo: Opracowanie whasne

Source: Own study

Bokami siatki powierzchni jabtka sa odcinki linii pro-
stych. Tworza one ostre krawedzie.

METODA V — NA PODSTAWIE KONTU-
ROW PRZEKROJOW POPRZECZNYCH
| WYGLADZANIU DANYCH

Wygladzeniu poddane zostaty wartoSci wspoirzednych
punktow X, Y Z lezacych na obwodach przekrojow po-
przecznych jablka. Do wygladzenia danych zastosowano na-
stepujace procedury:

X1 = supsmooth[xx, (X7)™ ] (30)
Y1 = supsmooth[xx, (¥Y7)"" ] (31)

Gdzie: xx— wektor kolejnych numeréw potozenia prze-
krojow poprzecznych,
[1,2, ..., 12]7, n — numer wiersza macierzy od 1 do
12. Macierz wspotrzednej Z jest bez zmian.

Na rysunku 9 zamieszczono model 3D jabtka utworzony
na podstawie wygladzonych danych konturéw poprzecznych
oraz rzut tego modelu na ptaszczyzng XY.
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Rys. 9. Model 3D jablka utworzony na podstawie wy-
gladzonych danych konturéw poprzecznych oraz
rzut tego modelu na plaszczyzne XY,

Fig.9. 3D model apple created based on the data
smoothed contours of the and throw this model
on the XY plane.

Zrédlo: Opracowanie whasne

Source: Own study

METODA VI — NA PODSTAWIE
KONTUROW PRZEKROJOW
PODLUZNYCH | WYGLADZANIU
DANYCH

Obryséw 11 konturéw podtuznych jabtka dokonano za
pomoca krzywych Béziera, ktore zapisano w postaci macie-
rzowej X1, Y1, Z1. Macierze X1, Y1, Z1 maja po 11 kolumn
i 44 wiersze. Z macierzy tych wydzielono kwadratowe ma-
cierze Xx1, Xx2, ..., Xod; Yyl, W2, ..., Yy4; Zz1, Zz2, ...,
Zz4. Wydzielone macierze poddano procedurze interpolacyj-
nej. Kolejne numery konturéw modelowanego jabtka zapi-
sano w macierzy Mxy, ktéra ma dwie kolumny i 11 wierszy.
Przedziat interpolacji opisano dwoma wektorami: xx, = [0,
0.313, ..., 101", yy, =[0, 0.313, ..., 10]". Przyktadowe proce-
dury interpolacji krzywymi sklejanymi dla jednej macierzy
kwadratowej (Xx1) zamieszczono nizej:

Wx1 = Ispline(Mxy, Xx1) (32)

fr(x,y)= interp[le, Mxy, Xx1, {;ﬂ (33)

Flx, = fi(xx,,p,) (34)

Na rysunku 10 zamieszczono model 3D jabtka utworzo-
ny na podstawie wygladzonych danych konturéw podtuz-
nych oraz rzut tego modelu na ptaszczyzng XY.

WERYFIKACJA

Weryfikacji dokonano na podstawie poréwnania wyska-
lowanych fotografii jablka z rzutami XY jego sze$ciu mode-
1i 3D (rys. 11).

Z poréwnania wynika, ze w metodach I, II, IIL, IV, V ob-
serwuje si¢ lokalne niedoktadnosci odwzorowania. Dobra
doktadnos$¢ odwzorowania zapewnia metoda VI.

Rys. 10. Model 3D jablka utworzony na podstawie wy-
gladzonych danych konturéw podluznych oraz
rzut tego modelu na plaszczyzne¢ XY.

Model 3D apple created based on the data
smoothed contours longitudinal of the and
throw this model on the XY plane.

Fig. 10.

Zrédlo: Opracowanie whasne
Source: Own study

B

Rys. 11. Porownanie wyskalowanych fotografii jablka
z rzutami XY jego sze$ciu modeli 3D.
Comparison of the scaled photograph apple
from his six throws on XY models 3D.

Fig. 11.

Zrédlo: Opracowanie whasne
Source: Own study

PODSUMOWANIE

Metody I, II, ITI, V mozna stosowaé tam, gdzie nie jest
wymagana duza doktadno$¢ odwzorowania. Nie zalecane
jest stosowanie metody IV, poniewaz wymaga ona zniszcze-
nia jablka. Najwigksza doktadno$¢ odwzorowania zapewnia
metoda VI.
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