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APROKSYMACJA QUASIJEDNOSTAJNA

W pracy wykorzystano metode¢ aproksymacji sredniokwadratowej wiclomianowej, przy
czym jako kryterium przyjeto wielkos¢ btedu maksymalnego uzyskanego przyblizenia —
stad proponowana nazwa metody ,,aproksymacja quasijednostajna”. Warto$¢ tego btedu
zalezy od liczby punktow aproksymacji w przedziale. Zmieniajagc liczbe punktow
aproksymacji stwierdza si¢, ze wartos¢ bltgdu maksymalnego posiada minimum dla
okreslonej wartosci L liczby uwzglednionych punktow. Dla wielomianu stopnia N
wyznacza si¢ optymalng liczbe rownoodlegtych punktéw aproksymacji L oraz maksymalny
btad aproksymacji. Proponowana metoda zostala poréwnana z metoda aproksymacji
jednostajnej, jakg sg wiclomiany Czebyszewa. Na rozpatrzonych przyktadach wykazano, ze
metoda ,,aproksymacji quasijednostajnej” prowadzi do mniejszych wartosci biedu
maksymalnego, niz wielomiany Czebyszewa.

1. IDEA METODY

Zaklada sig, ze dany jest cigg punktow x, x,,...,x;, oraz wartosci funkcji f(x) w
tych punktach:

fi=f(x);i=01,.,L (1)
Wykorzystana zostanie aproksymacja wiclomianowa:
N
fa(x)= Zajxj (2)
Jj=0

W wyniku zastgpienia funkcji f(x) funkcja aproksymujaca fa(x) popetnia si¢ biad :
& = fa(x,)— f; (3)
Aproksymacja $redniokwadratowa oznacza minimalizacj¢ nastgpujacego
wyrazenia:

L
Zsiz = min 4)
i=0

Korzystajac z warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji wielu
zmiennych, ze wzorow (1), (2), (3), (4), otrzymuje si¢ uktad rownan:
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N
D cya;=b, ;5 k=01..N (5)

L
gdzie: ¢ :le.j”‘ ; by :le.kfi
i=0 i=0
Rozwigzanie uktadu rownan (5) w postaci macierzowej wyraza si¢ wzorem:
A=C"'B (6)
gdzie 4= [a jJ - poszukiwany wektor wspotczynnikow wielomianu fa(x) (wzor (2))
Czlcij : B=[b,].

W przypadku, gdy liczba punktow x; jest wigksza od stopnia wielomianu N
(L>N) mamy do czynienia z aproksymacjg. Natomiast, dla L =N wystepuje
zagadnienie interpolacji. Podane powyzej wzory sg shuszne zaréwno dla
aproksymacji jak i dla interpolacji.

Oprocz  aproksymacji  Sredniokwadratowej (wzor (4)) wyrdznia — si¢
aproksymacj¢ jednostajng wyrazajacg si¢ warunkiem:

max|gl.| =min (7N
0<i<L
gdzie &, wyraza si¢ wzorem (3).

Zgodnie ze wzorem (7) zadanie polega na minimalizacji maksymalnej warto$ci
btedu w rozpatrywanym przedziale. Sposrod metod stosowanych w aproksymacji
jednostajnej wyrdznia si¢, m.in. algoytm Remeza [2, 3], przyblizenia Padego,
szeregi Maclaurina oraz wielomiany Czebyszewa.[1, 3].

W niniejszej pracy ograniczono si¢ do wielomianéw Czebyszewa. Rozpatruje
si¢ zdanie interpolacji (L = N), przy czym wezly interpolacji spetniaja warunek:

2(N +1)
tzn. sg miejscami zerowymi wielomianu Czebyszewa. Rozwigzanie nadal wyraza
si¢ wzorem (6).

W niniejszej pracy proponowana jest metoda wykorzystujaca fakt, ze btad
maksymalny rozwigzania uzyskanego metoda aproksymacji $redniokwadratowej
silnie zalezy od uwzglednionej liczby punktow L+1. Przy zatozonym stopniu
wielomianu N zmienia si¢ liczb¢ L i wyznacza warto$¢ btedu maksymalnego. Dla
okreslonej wartosci optymalnej L, zapewniajacej minimum bledu maksymalnego,

X, = COS{M} gdzie: i=0,1,...,N (8)

wyznacza si¢ wartoSci wspofczynnikow a; wielomianu (2). Metoda bazuje na

wzorach (5) 1 (6) odnoszacych si¢ do aproksymacji Sredniokwadratowej, natomiast
odnosi si¢ do minimalizacji bledu maksymalnego, w zwigzku z czym proponuje si¢
nazwe ,,aproksymacja quasijednostajna”. Wyniki proponowanej metody zostang
poréwnane z rezultatami uzyskanymi dla wielomianéw Czebyszewa.
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2. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Ze wzgledu na stosowanie wielomianow Czebyszewa zaklada si¢ przedziat
zmiennosci

Xe <— 1,1> 9)
Funkcja f(x) wyraza si¢ wzorem:
f(x)=1In(x+1,1) (10)
Zgodnie z opisem metody (p.I) wyznaczono wartosci btedu maksymalnego w
zaleznosci od liczby punktéw aproksymacji L. Na rysunku 1 przedstawiono
zaleznos¢ btedu BO od liczby uwzglednionych punktéw dla wielomianu czwartego
stopnia. Blad ten przyjmuje warto$¢ minimalng dla L = 19.
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Rys. 1. Wartosci btgdu maksymalnego BO w funkcji liczby uwzglednionych punktéw aproksymacji L
dla wielomianu czwartego stopnia
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Rys. 2. Wartosci modutu bledu dla wielomianu stopnia czwartego. Linia kropkowana bC odpowiada
wielomianowi Czebyszewa, natomiast linia ciagta bO okresla btad wielomianu optymalnego

Na rysunku 2. przedstawiono warto$ci modutu bigedu dla wielomianu stopnia
czwartego. Linia kropkowana bC odpowiada wielomianowi Czebyszewa,
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natomiast linia ciggla bO okresla btad wielomianu optymalnego. Btad maksymalny
wystepuje dla x = -7 1 wynosi 0,149 dla wielomianu Czebyszewa oraz 0,083 dla
proponowanej metody.

Rysunek 3 ilustruje zalezno$¢ liczby optymalnych punktow LO od stopnia
wielomianu N.

Na rysunku 4 zamieszczono wartosci btedu maksymalnego dla poszczegolnych
metod: BC- wielomiany Czebyszewa (linia ciggla z prostokatami) ,BO- wielomian
optymalny (linia przerywana z kotkami), BA- aproksymacja $redniokwadratowa
(linia kropkowana).
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Rys. 3. Zalezno$¢ liczby optymalnych punktow LO od stopnia wielomianu N

Blad BA odnosi si¢ do klasycznej aproksymacji sredniokwadratowej wykonanej
dla L = 5000 punktéw, co odpowiada w przyblizeniu aproksymacji wykonanej dla
funkcji ciagte;j.
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Rys. 4. Wartosci btgdu maksymalnego dla poszczegélnych metod: BC- wielomiany Czebyszewa
(linia ciggla z prostokatami), BO- wielomian optymalny (linia przerywana z kétkami),
BA- aproksymacja $redniokwadratowa (linia kropkowana)
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Z rysunku 4 wynika najwigkszy btad dla klasycznej metody aproksymacji
sredniokwadratowej. Proponowana metoda wielomianu optymalnego prowadzi do
warto$ci btgdu BO mniejszego niz btagd BC metody wielomianéw Czebyszewa.
Jako kolejny przyktad rozpatrzono funkcje:

f()=1-|x da xe(-11) (11)
Rysunek 5 ilustruje wartosci blgdu maksymalnego uzyskanego dla

wielomianéw Czebyszewa BC- linia ciagla z prostokatami) oraz dla wielomianu
optymalnego (linia przerywana z kotkami).

Rys. 5. Wartosci btgdu maksymalnego: BC- wielomian Czebyszewa (linia ciagta z prostokatami),
BO- wielomian optymalny (linia przerywana z kétkami)

Na podstawie rysunku 5 stwierdza si¢, ze wielomian stopnia parzystego
zapewnia mniejszy blad niz wielomian stopnia nieparzystego — szczegélnie
widoczne dla btedu BC. Wynika to z faktu, ze funkcja opisana wzorem (11) jest
funkcjg parzysta, co powinno si¢ uwzgledni¢ w stopniu wielomianu N. W zwigzku
z powyzszym ograniczono si¢ do przypadku, gdy N przyjmuje wartoSci parzyste.

Na rysunku 6 zamieszczono zalezno$¢ liczby optymalnych punktéow LO od
stopnia wielomianu N.
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Rys. 6. Zalezno$¢ liczby optymalnych punktow LO od stopnia wielomianu N
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Na rysunku 7 zamieszczono wartosci btgdu maksymalnego dla poszczegdlnych
metod: BC- wielomiany Czebyszewa (linia ciggla z prostokatami),BO- wielomian
optymalny (linia przerywana z kotkami), BA- aproksymacja $redniokwadratowa
(linia kropkowana). Btad BA odnosi si¢ do klasycznej aproksymacji
sredniokwadratowej wykonanej dla L = 5000 punktow.

Na podstawie rysunku 7 stwierdza si¢ zblizone wartosci btedu maksymalnego
dla aproksymacji $redniokwadratowej oraz wielomianéw Czebyszewa.
Najmniejszym btedem maksymalnym obarczone sg wyniki proponowanej metody.

Rys. 7. Wartosci btgdu maksymalnego dla poszczegolnych metod: BC- wielomian Czebyszewa
(linia ciggla z prostokatami), BO- wielomian optymalny (linia przerywana z kétkami),
BA- aproksymacja $redniokwadratowa (linia kropkowana)
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Rys. 8. fl -funkcja (11) (linia przerywana z kétkami); fi(y)- wynik interpolacji (linia ciggla)

W przypadku stosowania metody interpolacji (wzory (5) i (6); L = N) dla
funkcji (11) obserwuje si¢ tzw. zjawisko Rungego [1] zilustrowane na rysunku 8,
wykonanym dla L = N = 10. Obserwuje si¢ bardzo duze bigedy na koncach
przedziatu interpolacji.
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Jedng z metod eliminacji zjawiska Rungego jest stosowanie wielomianow
Czebyszewa, co zostalo zilustrowane na rysunku 9. Nierownomierne
rozmieszczenie weztdw interpolacji  (wzor (8)) zdecydowanie ograniczyto
oscylacje wystepujace na koncach przedziatu

Na rysunku 10 przedstawiono rezultat zastosowania wielomianu optymalnego
dla L=16, ktore rowniez prowadzi do eliminacji zjawiska Rungego.
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Rys. 9. fl -funkcja (11) (linia przerywana z kotkami); fC(y) - wynik interpolacji wielomianami
Czebyszewa (linia ciggla)
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Rys. 10. fl -funkcja (11) (linia przerywana z kétkami); fo(y) - wynik stosowania wielomianu
optymalnego (linia ciggta)

3. PODSUMOWANIE

W pracy wykorzystano metod¢ aproksymacji  Sredniokwadratowej
wielomianowej, przy czym jako kryterium przyjeto wielko$¢ btedu maksymalnego
uzyskanego przyblizenia. Zmieniajac liczb¢ punktow aproksymacji znajdowano
warto§¢ optymalng LO, dla ktéorej wystgpuje minimum wartosci bledu
maksymalnego. Dla obydwu rozpatrzonych przyktadéw stwierdzono (Rys. 4 oraz
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Rys.5 i Rys.7), ze metoda aproksymacji ,quasijednostajnej” prowadzi do
mniejszych wartosci btgdu maksymalnego, niz metoda wykorzystujaca wielomiany
Czebyszewa.

Autor przetestowal proponowang metode na szeregu przyktadach, m.in., na
nastgpujacych funkcjach:

f(x)=ﬁ L f(x)=areig(4x) (12)
f(x):sin(%x) : f(x)zcos(%x) (13)

okre§lonych na przedziale x (— 1,1> .

Dla funkcji opisanych wzorami (12) i (13), proponowana metoda prowadzita do
btedu maksymalnego mniejszego, niz metoda wielomianéw Czebyszewa. Nalezy
zauwazy¢, ze stosujac metodg interpolacji do funkcji opisanych wzorem (12)
obserwuje si¢ zjawisko Rungego. Zastosowanie wielomianéw Czebyszewa, a takze
proponowanej metody, eliminuje powyzsze zjawisko.
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QUASI-UNIFORM APPROXIMATION

In the paper the polynomial mean-square approximation method was applied, where the
applied criterion was the value of the maximum error of the obtained approximation - hence
the proposed name for this method — ‘quasi-uniform approximation’. The value of this error
depends on the number of approximation points within the range. By changing the number
of points within the range, it can be noticed that the value of the maximum error has the
minimum value for a particular value of L number of considered points. For a polynomial
of N degree, the optimum number of equidistant points of approximation L and the
maximum error of approximation are determined. The proposed method was compared
with a uniform approximation method, namely the Chebyshev polynomial. The examples
included in the paper show that the ‘quasi-uniform approximation’ method yields smaller
values of the maximum error than Chebyshev polynomials.



