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Wprowadzenie do algorytméw rekurencyjnych

Streszczenie. Artykul prezentuje, czym jest rekurencja, jakie sa jej mocne i stabe strony.
Zostalo w nim takze zaprezentowanych i oméwionych kilka prostych algorytméw rekurencyjnych.
W artykule przedstawiono rekurencyjne i iteracyjne wersje algorytmoéw potegowania, obliczania
silni, obliczania wyrazéw ciagu Fibonacciego, a takze rekurencyjne wersje rozwigzania probleméw
wiez Hanoi i reprezentacji liczby naturalnej w postaci sumy naturalnych sktadnikéw.

Stowa kluczowe: algorytm, rekurencja, ztozono$¢ obliczeniowa, silnia, ciagg Fibonacciego, wieza
Hanoi.

1. Wstep

Rekurencja jest jednym z podstawowych poje¢ uzywanych w informatyce. Swiadomie zastosowana
staje sie bardzo mocnym narzedziem programisty. Jesli jednak uzywa sie jej nieodpowiednio, moze sta¢
sie przyczyna wielu ktopotéw. Dlatego tez wazne jest, aby zrozumieé zasade przetwarzania rekurencyjnego
na samym poczatku ksztalcenia inzyniera informatyka.

Niniejszy artykul jest préba przystepnego wyjasnienia pojecia rekurencji. Na kilku prostych przykta-
dach zostana pokazane zalety podejécia rekurencyjnego, a takze zasygnalizowane stabe strony rozwigzan
rekurencyjnych. Prezentowane algorytmy zapisywane sa w postaci fragmentéow kodu w jezyku C. Zakta-
da sie, ze czytelnik w co najmniej podstawowym zakresie zna ten jezyk lub inny jezyk programowania
wywodzacy sie z jezyka C.

Warto zauwazy¢, ze rekurencja nie zostala wymyslona przez czlowieka, ale wystepuje w przyrodzie
niemal od zawsze. Rekurencyjne wzory mozna odnalez¢ u wielu roélin i zwierzat. Przykladem moga by¢é
chociazby zwiniete planspiralnie (w jednej plaszczyznie) muszle morskich glowonogow z rzedu todzikow
(Nautilida), czy cechujace sie samopodobienstwem liscie paproci. Nawet w §wiecie nieozywionym mozna
odnalez¢ przyktady rekurencji. Wystarczy na przyklad przyjrzec si¢ blizej platkom padajacego zima
$niegu, by dopatrze¢ sie powtarzajacych sie ksztattow.
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2. Proste przyktady rekurencji

Istota rekurencji polega na wykorzystaniu w rozwigzaniu problemu zalozenia, ze potrafimy ten sam
problem rozwiaza¢ tylko dla nieco mniejszej skali (np. dla mniejszej wartosci danej wejsciowej). Jezeli
7 tego zalozenia potrafimy wywie$¢ rozwiazanie dla wiekszej skali, otrzymujemy rozwiazanie rekurencyjne.
Przyktadem takiego sposobu myslenia moze by¢ obliczanie n-tej potegi liczby x, gdzie n € N. Aby policzy¢

2™, nalezy najpierw wyznaczyé wartosé z™ !

i nastepnie te warto$¢ pomnozy¢ przez x. Poniewaz jednak
nie znamy wartosci 2”1, do jej policzenia mozemy zastosowaé te sama metode. Taki sposob postepowania
powtarzamy az do momentu, gdy nastepuje potrzeba wyznaczenia wartosci z'. Oczywistym jest ze z' =
i z tej wlasnosci korzystamy®.

Przykladowo zalézmy, ze chcemy policzy¢ wartoéé 3°. Poniewaz nie wiemy, ile to jest, najpierw musimy
wyliczy¢ 3% a nastepnie uzyskana warto$é¢ pomnozy¢ przez 3. Do policzenia 3* musimy najpierw obliczyé
3% i pomnozy¢ obliczong wartosé przez 3. Aby wyznaczy¢ 32, trzeba najpierw ustali¢, ile to jest 32,
a to z kolei wymaga przemnozenia 3! - 3. Wreszcie okreslenie wartosci 3! jest zadaniem trywialnym. Dla
wszystkich jest oczywiste, ze jest to 3. W tym przypadku nie musimy juz odwolywac sie do nizszej potegi
trojki, ale za wynik wprost przyjmujemy wartosé 3. Taka sytuacja jest czyms$ naturalnym w przetwarzaniu
rekurencyjnym i nazywamy ja przypadkiem bazowym lub przypadkiem szczegélnym. Obok przypadku
bazowego wystepuje przypadek ogolny. W omawianym przykltadzie odnosi sie on do tych miejsc, gdzie
postugujemy sie mnozeniem nizszej potegi przez 3.

Formalnie obliczanie warto$ci naturalnej potegi liczby x mozna zapisa¢ za pomocg réwnania

f(a:){ T dlan=1, (1)

2" 1.z dlan>1.

Roéwnanie to moze by¢ podstawa do zdefiniowania odpowiedniej funkcji w jezyku C.
double recpower(double x, int n)
2 {
3 if (n > 1)

return recpower(x, n - 1) * x;
else

return x;

Listing 1. Rekurencyjna wersja funkcji obliczajacej potege

Za pomoca funkcji o nazwie recpower mozna obliczy¢ naturalng potege liczby « w sposéb rekurencyjny
(o ile tylko jako parametr n zostanie podstawiona liczba naturalna wieksza lub réwna 1). Mozna w niej
wyrdznié¢ obydwa elementy typowe dla funkcji rekurencyjnych. Linia 4 kodu to przypadek ogolny, gdzie do
wyliczenia wiekszej potegi liczby korzystamy ze znajomosci potegi mniejszej (czyli wywolujemy ponownie
funkcje recpower). W linii szostej wystepuje za$ przypadek bazowy, dla ktérego rozwiazanie jest oczywiste
i nie jest wymagane wywolywanie funkcji rekurencyjne;j.

Jednym z bledéw popelnianych przez poczatkujacych programistéw jest zbytnie koncentrowanie sie
na przypadku ogdélnym i w konsekwencji pomijanie przypadku bazowego. Listing 2 przedstawia taka
sytuacje.

1Poniewaz zero w matematyce jest czasem traktowane jako liczba naturalna, a czasem nie, w opracowaniu niniejszym
przyjeto, ze liczbami naturalnymi sa wylacznie liczby calkowite wieksze od zera.
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double recpower (double x, int n)
{

return recpower(x, n - 1) * x;

Listing 2. Pominiety przypadek bazowy

W stosunku do wersji poprawnej (listing 1) usunieto tu sprawdzanie warunku (linia 3 na listingu 1),
w efekcie czego obliczenia bedg trwaly niemal w nieskoniczonoéé?. Przeanalizujmy dokladniej, jak w takim
przypadku bedzie obliczana warto$¢ funkcji recpower (3.0, 2). Zgodnie z kodem funkcji nalezy policzy¢
te warto$¢ jako recpower (3.0, 1) * 3.0. Zeby wyznaczy¢ warto$¢ recpower (3.0, 1) trzeba wpierw
policzy¢, ile to jest recpower (3.0, 0), co z kolei wymaga wyznaczenia warto$ci recpower (3.0, -1)
i tak dalej. W zadnym momencie przetwarzania nie wystepuje sytuacja przerywajaca ten nieskonczony
tanicuch wywotan. Obliczenia beda wykonywane az do wyczerpania zasobéw komputera.

Spostrzegawczy Czytelnik zauwazy zapewne, ze potege mozna obliczy¢ takze bez uzycia rekurencji.

" = HJU, (2)

a taka operacje obliczania iloczynu mozna bardzo tatwo zrealizowaé za pomoca petli for, co zaprezento-

Przeciez

wano na listingu 3. Rozwiazanie takie okresla sie¢ mianem metody iteracyjnej.

double itpower(double x, int n)

{
double result = 1.0;
for (int i = 1; i <= n; i++)
result = result * x;
return result;

Listing 3. Iteracyjna wersja funkcji obliczajacej potege

Najczesciej chyba podawanym przyktadem algorytmu rekurencyjnego jest algorytm obliczania silni.
Silnie rekurencyjnie mozna zdefiniowa¢ nastepujaco:

1 dlan=0
I = ’ 3
" {n~(n—1)! dlan > 1. ®)

Bazujac wprost na tej definicji mozna zaproponowa¢ rekurencyjna funkcje obliczajaca silnie:

int factorial(int n)

{
if (n >= 1)
return n * factorial(m - 1);
else
return 1;
3

Listing 4. Rekurencyjna wersja funkcji obliczajacej silnie

Warto zauwazy¢, ze funkcja ta jest bardzo podobna do funkcji recpower liczacej potege (zob. listing 1).
Nalezy zatem oczekiwad, ze takze w tym przypadku mozliwe jest znalezienie rozwiazania znajdujacego

2Proba wykonania takiego kodu zakoriczy sie bledem spowodowanym przepelnieniem stosu, wynikajacym z braku moz-
liwo$ci utworzenia nieskoniczonej liczby zmiennych w pamieci komputera.
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silnie metodg iteracyjna. Tak rzeczywiscie jest. Dla liczb catkowitych dodatnich silnie mozna obliczy¢ ze

n! = Hi, (4)

a wzor ten przektada sie wprost na funkcje liczaca silnie w sposéb iteracyjny:

Wzoru:

int factorial2(int n)

2 {

int result = 1;
for (int i = 1; i <= n; i++)
result = result * 1i;

Listing 5. Iteracyjna wersja funkcji obliczajacej silnie

Bez wzgledu na sposob zapisu obydwie funkcje (rekurencyjna i iteracyjna) do wyznaczenia wartosci
silni uzywaja doktadnie tych samych dziatan. Jest to wielokrotne mnozenie kolejnych liczb catkowitych
poczawszy od 1. Przyjrzyjmy sie, jak wyznaczana bedzie warto§¢ rekurencyjnej funkcji factorial dla
n =4,

factorial(4) =

4 x factorial(3) =

4 x 3 * factorial(2) =

4 x 3 x 2 x factorial(l) =

4 x 3 x 2 x 1 x factorial(0)=
4 x 3 % 2 x 1 % 1,

Poréwnajmy to ze sposobem, w jaki zmienia si¢ warto§¢ zmiennej result podczas obliczania silni itera-
cyjnie. Zmiennej tej nadawana jest warto$¢ poczatkowa réwna 1. Nastepnie w petli zmienna jest mnozona
przez kolejne wartosci poczawszy od 1 a skoniczywszy na n. Koiicowa warto$¢ zmiennej result zwracana
jako wynik funkcji jest zatem wynikiem nastepujacych obliczen

result = 1 x 1 x 2 * 3 % 4,

Znaczy to, ze w obydwu przypadkach wynik jest liczony dokltadnie tak samo. Tak w wersji rekurencyjnej,
jak i iteracyjnej, znalezienie wyniku wiaze sie z wykonaniem tej samej liczby mnozen, na tych samych ar-
gumentach. Jezeli uznamy, ze mnozenie w tym problemie jest operacja dominujaca i pominiemy pozostate
mniej istotne operacje, mozemy stwierdzi¢, ze obydwie funkcje liczace silnie sa rownie dobre. W praktyce
jednak zaniedbanie wplywu pozostatych operacji na czas trwania obliczen nie jest wtasciwe. Wywotanie
kazdej funkcji (takze rekurencyjnej) obcigzone jest duzym narzutem czasowym i dlatego, gdy mamy do
dyspozycji dwie wersje funkcji rekurencyjng i iteracyjna dzialajace tak samo, zawsze nalezy wybieraé
wersje iteracyjna. Jezeli zauwazy sie, ze kazdy program (takze ten zawierajacy funkcje rekurencyjne) jest
kompilowany do kodu binarnego wykonywanego przez procesor sekwencyjnie, mozna doj$¢ do wniosku,
ze zawsze mozna podaé wersje sekwencyjng dla danego algorytmu rekurencyjnego. Jesli nawet cos takiego
jest prawda, to znalezienie sekwencyjnej wersji rekurencyjnych algorytméw nie zawsze jest tak proste,
jak miato to miejsce w przypadku potegowania, czy obliczania silni.
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3. Ciagg Fibonacciego

W 1202 roku matematyk Leonardo z Pizy zwany Fibonaccim napisal rozprawe Liber Abaci, w ktorej
znalazlo sie miedzy innymi zadanie o krélikach o nastepujacej tredci: Ile bedzie po roku par krolikow, ktore
urodzq sie jako potomstwo jednej pary, jesli kazda para wydaje na Swiat co miesigc nowg pare, zdolng
z kolei po miesigcu do rozmnazania, i jesli Zzadna para w tym czasie nie ginie?

Aby rozwiaza¢ zadanie przyjmijmy, Ze pierwsza para narodzila sie w styczniu. Po miesigcu (czyli
w lutym) pierwsza para krolikow osiaga dojrzalo$¢ i w marcu rodzi sie kolejna para, ktora osiggnie
dojrzato$¢ po miesigcu (w kwietniu), a po dwoch (w maju) wyda na §wiat kolejng pare. Pierwsza para
poczawszy od marca co miesigc bedzie generowaé kolejna pare mlodych. Takze kazda kolejna para po
dwoch miesigcach od urodzenia bedzie co miesigce rodzi¢ swoje mtode i tak dalej. W efekcie otrzymujemy
nastepujace liczby par krolikéow w kolejnych miesiacach (zob. tabela 1). W kazdym kolejnym miesiacu
liczba par krélikéw wzrasta w stosunku do miesigca poprzedniego doktadnie o liczbe par, jakie byly o 2

miesiace wczesniej (jako ze te wlasnie pary maja wtedy mlode).

Tabela 1. Liczby par krélikow w kolej-
nych miesigcach

’ Miesiac \ Liczba par krolikow ‘

Styczen 1
Luty 1
Marzec 2
Kwiecien 3
Maj 5
Czerwiec 8
Lipiec 13
Sierpient 21
Wrzesien 34
Pazdziernik 55
Listopad 89
Grudzien 144

Uzyskany w ten sposéb ciag liczbowy, ktorego elementami sg liczby par krolikow w kolejnych miesia-
cach, nazywany jest ciaggiem Fibonacciego. Rekurencyjny wzér na kolejne wyrazy tego ciagu jest naste-

pujacy:
‘ B 1 dla n < 3,

Wzér 5 mozna zapisa¢ w postaci funkcji w jezyku C:

1 int fib(int n)

2
if (n < 3)
4 return 1;
5 else
6 return fib(n - 2) + fib(n - 1);
7}

Listing 6. Rekurencyjna wersja funkcji obliczajacej n-ty wyraz ciagu Fibonacciego
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Przedstawiona na listingu 6 funkcja oblicza warto$¢ n-tego wyrazu ciagu Fibonacciego w sposob
niewydajny. W przypadku, gdy n przekracza 3, funkcja ta, dla niektorych wartosci parametru, oblicza te
sama warto$¢ wielokrotnie. Na rysunku 1 przedstawiono drzewo wywotan funkcji £ib dla parametru n
réwnego 9.

|-'jb1( 5)
Fiblh) - Fibl(3)
e —~— - FibI(1)

Fibl(3) FbN2) ' "

/'// \ |

e -~ Y 1 1

Fib( 2) Fibi(1) 1
|

| |

'l ]
Rysunek 1. Drzewo wywolan podczas obliczania wartosci funkcji Fib(5)

Wyznaczenie wartoéci £ib(5) wymaga zsumowania £ib(4) i £ib(3). Z kolei aby znalez¢ £ib(4)
trzeba wyliczy¢ £ib(3) i £ib(2). Warto$¢ £ib(3) jest zatem liczona dwukrotnie. Warto$é¢ £ib(2), jak
wynika 7z drzewa wywolan, jest wyznaczana nawet trzykrotnie. Co gorsza im wieksza warto$¢ parametru
n, tym wiecej pojawia sie wielokrotnie obliczanych wartosci funkcji. To niewydajne dzialanie (bez zapa-
mietywania wczedniej juz policzonych wartosci) jest jeduym z mankamentow rozwiazan rekurencyjnych.

Opisywana ulomno$¢ nie wystepuje przy iteracyjnym wyznaczaniu elementéw ciggu Fibonacciego.
Jednak napisanie funkcji iteracyjnej nie jest juz tak trywialne, jak bylto to w przypadku potegowania, czy
liczenia silni. We wczesniejszych przypadkach wystarczylo uzyé¢ jednej zmiennej i przechowywaé w niej
poprzednia wartosé czedciowego wyniku. Tym razem potrzeba bedzie wiekszej liczby zmiennych. Listing
7 prezentuje pierwsze przyblizenie funkcji iteracyjnej obliczajacej wyrazy ciaggu Fibonacciego.

int fib1l(int n)

{
int x1 = 1; // poprzedni wyraz ciggu Fibonacciego
int x2 = 1; // aktualny wyraz ciagu Fibonacciego
for (int i = 3; i <= n; i++) {
int tmp = x1;
x1 = x2;
X2 = tmp + x2;
¥
return x2;
¥

Listing 7. Iteracyjna wersja funkcji obliczajacej n-ty wyraz ciagu Fibonacciego

Funkcja £ib1l wymaga dwu zmiennych przechowujacych wartosci miedzy kolejnymi przebiegami petli.
Zmienna x2 na koniec kazdego przebiegu petli przechowuje wartosé aktualnego wyrazu ciagu, zas§ x1
warto$¢ wyrazu poprzedniego. W kolejnym przejsciu petli wezesniejszy wyraz aktualny staje si¢ wyrazem
poprzednim a poprzedni wyrazem poprzedzajacym poprzedni. Aktualny wyraz w kolejnym przebiegu ma
by¢ wynikiem dodania dwéch elementéw poprzednich. Dodawanie to jest wykonywane w linii 8 zataczone-
go na listingu 7 kodu. Poniewaz linie wcze$niej zmienna x1 przyjmuje juz nowa warto$¢ x1, w dodawaniu
uzywa sie zmiennej tymeczasowej tmp, w ktorej wczesniej zapamietano poprzednia wartosé x1. W praktyce
zatem potrzeba trzech zmiennych.

Kod funkcji £ib1 mozna jednak nieco zmodyfikowaé pozbywajac sie zmiennej tymczasowej temp. Te
zmodyfikowang wersje przedstawiono na listingu 8 i wlasnie ta wersja bedzie dalej analizowana.
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int f£ib2(int n)
> {

int x1 = 1;

int x2 = 1;

for (int i = 3; i <= n; i++) {
x2 = x1 + x2;

x1 = x2 - x1;
+

return x2;

Listing 8. Zmodyfikowana iteracyjna wersja funkcji obliczajacej n-ty wyraz ciagu Fibonacciego

W ciele petli w funkcji £ib2 wystepuja dwie instrukcje. Pierwsza (linia 6) to wyznaczenie nowej
wartosci aktualnej x2 jako sumy dwu poprzednich wartoéci (czyli starej wartosci x2 i starej wartosci
x1). W drugiej instrukeji (linia 7) ustalana jest nowa warto$¢ zmiennej x1. Zmienna ta powinna teraz
przechowywaé warto$¢ x2 z poprzedniego kroku. Niestety warto$¢ ta nie jest juz bezposrednio dostepna,
zostata zniszczona w wyniku poprzedniej instrukcji. Dlatego tez nowa warto$é x1 jest wyliczana jako
roznica nowej wartosci x2 i starej wartosci x1.

Poniewaz mamy dwie rézne wersje funkcji obliczajacych wartosci wyrazow ciggu Fibonacciego: re-
kurencyjng £ib (listing 6) i iteracyjna £ib2 (listing 8), nalezy je ze soba porownaé aby wybrac lepsza.
Kryterium poréwnania bedzie liczba operacji tzw. addytywnych, czyli operacji dodawania i odejmowania,
wykonywanych w celu wyznaczenia wartosci danego wyrazu ciagu. Z drzewa wywolan (rysunek 1) mozna
wywnioskowaé, ze w wersji rekurencyjnej wyznaczenie wartosci n-tego wyrazu ciaggu Fibonacciego spro-
wadza sie do zsumowania jedynek, w liczbie rownej warto$ci danego wyrazu ciggu. Do dodania do siebie
fib(n) jedynek potrzeba fib(n) — 1 dodawan. Zatem liczba dodawan potrzebnych do obliczenia n-tego
wyrazu ciggu Fibonacciego w wersji rekurencyjnej jest zawsze o 1 mniejsza od wartosci tego wyrazu.

W wersji iteracyjnej (funkcja £ib2, listing 8) w kazdym przebiegu petli wykonywane jest jedno doda-
wanie (linia 6) i jedno odejmowanie (linia 7), tym samym taczna liczba operacji addytywnych potrzebnych
do wyznaczenia n-tego wyrazu ciagu Fibonacciego w tym przypadku bedzie réwna 2 - (n — 2) (petla wy-
konywana jest n — 2 razy).

Tabela 2. Liczby operacji addytywnych potrzebnych do wyzna-
czenia dziesieciu pierwszych wyrazéw ciagu Fibonac-
ciego

’Algorytm\1\2\3\4\5\6\7\8\9\10‘

rekurencyjny | 0 | O |1 ]2 |4 |7 | 12|20 |33 | 54

iteracyjny 00246 |8|10|12] 14| 16

Tabela 2 zawiera poréwnanie liczby operacji addytywnych potrzebnych do wyznaczenia dziesieciu
pierwszych wyrazéw ciaggu Fibonacciego dla obydwu rozpatrywanych wersji. Dla poczatkowych wartosci
n rozwiazanie rekurencyjne wymaga mniejszej liczby operacji niz iteracyjne. Jednakze wraz ze wzrostem
n obserwuje sie coraz to wieksza przewage rozwigzania iteracyjnego. Bardzo czesto bywa tak, ze dla
niewielkiego rozmiaru zadania zaréwno metoda iteracyjna jak i rekurencyjna sprawdza sie catkiem dobrze.
Ale dla danych wiekszych rozmiaréw czas obliczenn metoda rekurencyjng staje sie nieakceptowalny.

Dla pozostatych dwéch przyktadéw zostanie przedstawione juz tylko rozwiazanie rekurencyjne. Przy-
ktady te pokazuja, w jakich sytuacjach uzycie rekurencji jest uzasadnione.
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4. Reprezentacja liczby w postaci sumy naturalnych skladnikéw

Nalezy poda¢ algorytm, obliczajacy na ile sposobéw mozna przedstawi¢ liczbe naturalng w postaci
sumy naturalnych sktadnikéw, przy czym rozwigzania réznigce sie tylko polozeniem sktadnikéw uwaza-
my za identyczne. Przyktadowo dla liczby 5 beda to nastepujace sumy: 5, 44+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1,
2+1+1+1 i wreszcie 1+1+1+1+1, razem 7 sposobdéw.

Znalezienie algorytmu rozwiazujacego to zadanie nie jest takie oczywiste. Na poczatek pozornie utrud-
nijmy sobie zadanie i postawmy je nastepujaco: na ile sposobéw mozna przedstawic liczbe m za pomoca
sktadnikéw nie wiekszych niz n. Zacznijmy od analizy zadania i znalezienia regut rzadzacych ta dziedzina.
Jesli m = n, to mamy przypadek postawionego zadania. Oznaczmy f(m,n) funkcje okreslajaca na ile
sposob6w mozna przedstawic¢ liczbe m uzywajac do tego sktadnikéw nie wiekszych od n. Jest oczywistym,
ze nigdy nie zostang uzyte sktadniki wieksze od samego m, czyli:

f(m,n) = f(m,m) gdy m < n. (6)

Wystepuje tylko jedna reprezentacja liczby m uzywajaca jej samej, pozostate uzywaja tylko liczb
mniejszych od m, co pozwala zapisaé¢ kolejng regute

fim,n) =14 f(m,m —1) gdy m < n. (7

Wreszcie gdy m > n prawdziwe jest, ze do przedstawienia liczby m mozna uzywaé sktadnika n i takich
reprezentacji m bedzie tyle, na ile sposobéw da sie przedstawi¢ reszte m — n przy uzyciu sktadnikéw
o wartosci co najwyzej n oraz dodatkowo nalezy uwzglednié¢ te reprezentacje liczby m, ktore uzywaja
wytacznie skladnikéw mniejszych od n (a tych jest f(m,n —1) ), a zatem mozna zapisa¢ regule

f(m,n) = f(m —n,n)+ f(m,n —1). (8)

Dodajmy jeszcze, ze liczbe 1 da sie przedstawi¢ wylacznie na jeden sposob (1) oraz, ze kazda liczbe
naturalng da sie przedstawi¢ w postaci samych jedynek na jeden sposéb. Z podanych regul bezposrednio
mozna wyprowadzi¢ funkcje obliczajaca wartosé f(m,n) dla dowolnych wartosci parametrow m i n.
Funkcje te prezentuje listing 9. Czyz nie jest to rozwigzanie proste i eleganckie?

int £f( int m, int n )
5
3 if(n==1 || m==1)

return 1;
else if( m > n )

return f( m - n, n ) + f( m, n - 1 );
else

return 1 + f( m, m - 1 );

o}

Listing 9. Funkcja obliczajaca, na ile sposobéw da sie przedstawié¢ liczbe m w postaci sumy skladnikéw nie
wiekszych niz n

5. Wieza Hanoi

W 1883 roku francuski matematyk, zajmujacy sie miedzy innymi ciggami Fibonacciego, Eduard Lucas
upowszechnil lamigléwke nazwana wieza Hanoi. Jej tresc jest nastepujaca: Dane sq trzy kotki (oznaczone
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jako A, B i C) oraz n krgikow, kazdy o innej Srednicy. Na starcie wszystkie krqzki sq natozone na
pierwszy kotek A w kolejnosci malejgcej od najwiekszego na dole do najmniejszego na gdrze. Zadanie
polega na przeniesieniu wszystkich krezkow z kotka A na kotek B. W trakcie wykonywania zadania nalezy
przestrzegaé kilku prostych requt. Kotek C nalezy traktowaé jako kotek pomocniczy. W danym momencie
mozna przenosié tylko jeden krgzek. Krqzki na kotkach mozna umieszczaé tylko w kolejnosci malejgcej
(kazdy krgzek potozony na innym krozku musi byé mniejszy od tego, ktory jest mizej).

Kotek A Kotek B Kolek C

Rysunek 2. Stan poczatkowy dla zadania o wiezy Hanoi dla 6 krazkow

Na rysunku 2 przedstawiono poczatkowe utozenie krazkéw dla n réwnego 6, a na rysunku 3 stan, do
jakiego nalezy doprowadzi¢ na koniec. Jak wida¢, na poczatku wszystkie krazki znajduja sie na kotku A,
na koniec wszystkie krazki powinny znalez¢ sie na kotku B.

Kotek A Kotek B Kolek C

Rysunek 3. Stan koricowy dla zadania o wiezy Hanoi dla 6 krazkéow

Rekurencyjne podejscie do problemu prowadzi do bardzo prostego rozwigzania. Jezeli n = 1 zadanie
staje sie banalne. Wystarczy przetozy¢ ten jedyny krazek z kotka A bezposrednio na kotek B. W przypadku
dwoch krazkoéw (n = 2) najpierw mniejszy krazek nalezy przeniesé¢ z kotka A na pomocniczy kotek C.
Nastepnie wiekszy krazek powinien zosta¢ przeniesiony z A na B i wreszcie pdzniej mozna przetozy¢ krazek
mniejszy z C na B. Gdy liczba kragzkow n jest wieksza, rozwigzanie zadania przypomina rozwigzanie z
dwoma krazkami. Najpierw n — 1 krazkow nalezy przenie$¢ z kotka A na C traktujac kotek B jako
pomocniczy. Na kotku A bedzie wtedy tylko najwiekszy krazek, wszystkie pozostate beda ulozone na
kotku C (jak ilustruje to rysunek 4).

Nastepnie najwiekszy krazek musi zostaé¢ przeniesiony bezposrednio z kotka A na B i wreszcie pdzniej
trzeba wszystkie pozostale krazki z kotka C przenie$¢ na kotek B, traktujac kotek A jako pomocniczy.
Rozwiazanie to przedstawiono na listingu 10.
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Kotek A Kotek B Kolek C

Rysunek 4. Posredni etap realizacji zadania o wiezy Hanoi dla 6 krazkéw

void hanoi(int n, char A, char B, char C)

{
// przektada n krazkoéow z A na B korzystajac z pomocniczego kotka C
if (n > 0)
{
hanoi(n-1, A4, C, B);
printf ( "%c -> %c\n", A, B );
hanoi(n-1, C, B, A);
}

Listing 10. Rozwigzanie zadania wiezy Hanoi

Eduard Lucas do swojego zadania dolaczyt dalekowschodnig legende, zgodnie z ktora w jednym z klasz-
toréw buddyjskich mnisi nieustannie przekladaja 64 krazki i gdy skoricza wykonywanie tego zadania,
nastapi koniec §wiata. Jesli przyjaé, ze przetozenie pojedynczego krazka zajmuje 1 sekunde, wykonanie

264 — 1 sekund co daje okoto 584 542 miliardéw lat [1]. Konstatacja ta moze

calego zadania bedzie trwac
i jest pocieszajaca (koniec $wiata jeszcze daleko), ale wskazuje na najwieksza stabos¢ rozwiazan reku-
rencyjnych, jaka bardzo czesto jest ztozonosé obliczeniowa, powodujaca drastyczny wzrost czasu obliczen

wraz ze wzrostem rozmiaru zadania.

6. Podsumowanie

W artykule podjeto probe pokazania czym jest rekurencja i w jaki sposéb postugiwaé sie nig prawi-
dlowo. Wskazano na zalety tej metody, jak chociazby prostota wyrazania rozwigzania, ale uwypuklono
takze stabe strony, a w szczegélnosci zwrdcono uwage na wysoka ztozonosé obliczeniowa wielu rozwigzan
rekurencyjnych. Warto raz jeszcze podkresli¢, ze rozwigzania rekurencyjne, mimo swej prostoty, czesto
prowadza do dltugotrwatych obliczen i w wielu przypadkach warto przemysleé¢ zasadno$é stosowania takich
rozwigzan w praktyce.

Duza pomoca dla zrozumienia istoty rekurencji bedzie samodzielne rozwiazywanie zadan z tego zakre-
su, do czego autor zacheca Czytelnikéw. Wiele ciekawych propozycji mozna znalezé na przyktad w drugim
rozdziale ksiazki Sedgewicka i Wayne’a [2]. Co prawda autorzy postuguja sie tam jezykiem Java a nie,
jak w niniejszym opracowaniu, jezykiem C, ale nie powinno to stanowi¢ znaczacego utrudnienia.
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