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					             Cz. 2. Siła sprężająca

tekst: dr inż. PIOTR GWOŹDZIEWICZ, Pracownia Konstrukcji 
Sprężonych, Instytut Materiałów i Konstrukcji Budowlanych, 
Politechnika Krakowska

Nowoczesne Budownictwo Inżynieryjne   Listopad – Grudzień 2014

1. Przyjmowanie wartości siły sprę-
żającej

Sprężenie konstrukcji lub jej elementu 
jest działaniem celowym i ma przynieść 
z  dopuszczalnym prawdopodobień-
stwem zamierzony efekt. Siła sprężająca 
jest wprowadzana w element z zamia-
rem zwiększenia przenoszonych przezeń 
obciążeń, zbyt wielka jej wartość może 
być jednak dla elementu niekorzystna. 
Zasady ograniczenia wartości siły spręża-
jącej muszą zatem uwzględniać dwojakie 
niebezpieczeństwa.

Z punktu widzenia stanów granicznych 
nośności oczekuje się, że siła sprężająca 
będzie spełniała:
�� ograniczenie siły sprężającej od dołu 
(wartość minimalna) z uwagi na speł-
nienie wymagań stanów granicznych 
dla elementu w fazie eksploatacji,

�� ograniczenie siły sprężającej od góry 
(wartość maksymalna) z  uwagi na 
niekorzystny wpływ sprężenia w fazie 
początkowej.
Zarówno w  fazie początkowej, jak 

i w fazie użytkowej graniczne wartości 
siły sprężającej są podyktowane przez ko-
nieczność spełnienia warunków stanów 
granicznych (SG):
�� stanu granicznego nośności na zginanie 
w fazie początkowej,

�� stanu granicznego nośności na zginanie 
w fazie użytkowej,

�� stanu granicznego użytkowalności z uwagi 
na zarysowanie w fazie użytkowej.
Kryteria graniczne dla sytuacji po-

czątkowej są związane z maksymalnymi 
naprężeniami w betonie. Nie dopuszcza 
się do zarysowania betonu rozciąganego 
oraz do przeciążenia betonu ściskanego 
co dla konwencji znakowania, w której 
naprężnie ściskające oznacza się jako do-
datnie, można zapisać według [1]:
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Dla sytuacji użytkowej warunki są po-
dobne, z tym że dla obciążeń długotrwa-
łych naprężenia ściskające są ograniczone 
do 45% wytrzymałości charakterystycznej:
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pod kombinacją stałą:

Str 1 kol. Środek dół wstawienie kreski i zamiana wielkości liter na początku 

-pod kombinacją stałą: ckcc f450,≥σ  

-pod kombinacją rzadką: ckcc f60,≥σ  

Kol.	
  Prawa	
  po	
  słowach	
  :	
  

W powyższych wzorach użyto oznaczeń:	
  

Następująca	
  postać	
  tekstu:	
  

wskaźnik górny i dolny wytrzymałości przekroju csW ʹ′ , csW  

naprężenia dla różnych sytuacji, spełniające ograniczenia podane wyżej permmaxσ , initminσ , excemaxσ  

(dalej jak było: momenty zginające w sytuacji początkowej….) 

Po wzorach na momenty wstawiam linię tekstu: 

moment maksymalny exceM . 

Usuwam cztery ostatnie linie w tej kolumnie: 

v- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi dolnej; 

v’- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi górnej; 

Str. 2 kol środek linia 12d zamiast „za pomocą teorii” jest „w oparciu o teorię” 

Str. 2 kol prawa linia 4g zamiast „niedokładności montażu” jest „pofalowanie trasy” 

Str. 2 kol prawa linia 11g zamiast „kabli z pomiarami” jest „kabli z ich pomiarami”. 

Str. 2 kol prawa linia 5d przecinek na końcu linii po „Ponadto” 

Str. 3 kol lewa linia 9d zamiast „można” jest „należy” 

Str. 4 kol lewa przesunięcie tekstu akapitu „Skurcz autogeniczny…. Wraz ze wzorem ecs” w górę 

ponad akapit „Odkształcenie…” 

Str. 4 kol srodek linia 1d zamiast repsilons i repsilonc wyrażenia jak w orginalnym rekście: 𝑟𝑟!"  , 𝑟𝑟!" 

Str. 4 podpis pod ryc. 1: Odkształcenie	
   betonu	
   pod	
   obciążeniem	
   oraz	
   zwrot	
   odkształceń	
   po	
  

odciążeniu	
  

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  18g	
  zamiast	
  „Często	
  jest	
  ona	
  częścią…”	
  jest	
  „Funkcja	
  pełzania	
  jest	
  częścią…”	
  

pod kombinacją rzadką:

Str 1 kol. Środek dół wstawienie kreski i zamiana wielkości liter na początku 

-pod kombinacją stałą: ckcc f450,≥σ  

-pod kombinacją rzadką: ckcc f60,≥σ  

Kol.	
  Prawa	
  po	
  słowach	
  :	
  

W powyższych wzorach użyto oznaczeń:	
  

Następująca	
  postać	
  tekstu:	
  

wskaźnik górny i dolny wytrzymałości przekroju csW ʹ′ , csW  

naprężenia dla różnych sytuacji, spełniające ograniczenia podane wyżej permmaxσ , initminσ , excemaxσ  

(dalej jak było: momenty zginające w sytuacji początkowej….) 

Po wzorach na momenty wstawiam linię tekstu: 

moment maksymalny exceM . 

Usuwam cztery ostatnie linie w tej kolumnie: 

v- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi dolnej; 

v’- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi górnej; 

Str. 2 kol środek linia 12d zamiast „za pomocą teorii” jest „w oparciu o teorię” 

Str. 2 kol prawa linia 4g zamiast „niedokładności montażu” jest „pofalowanie trasy” 

Str. 2 kol prawa linia 11g zamiast „kabli z pomiarami” jest „kabli z ich pomiarami”. 

Str. 2 kol prawa linia 5d przecinek na końcu linii po „Ponadto” 

Str. 3 kol lewa linia 9d zamiast „można” jest „należy” 

Str. 4 kol lewa przesunięcie tekstu akapitu „Skurcz autogeniczny…. Wraz ze wzorem ecs” w górę 

ponad akapit „Odkształcenie…” 

Str. 4 kol srodek linia 1d zamiast repsilons i repsilonc wyrażenia jak w orginalnym rekście: 𝑟𝑟!"  , 𝑟𝑟!" 

Str. 4 podpis pod ryc. 1: Odkształcenie	
   betonu	
   pod	
   obciążeniem	
   oraz	
   zwrot	
   odkształceń	
   po	
  

odciążeniu	
  

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  18g	
  zamiast	
  „Często	
  jest	
  ona	
  częścią…”	
  jest	
  „Funkcja	
  pełzania	
  jest	
  częścią…”	
  

Na podstawie podanych wyżej ogra-
niczeń naprężeń można wyprowadzić 
uproszczone równania dla określenia 
wymaganych wskaźników wytrzymało-
ści przekroju.

Z uwagi na krawędź górną:
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z uwagi na krawędź dolną:
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W powyższych wzorach użyto ozna-
czeń:
wskaźnik górny i dolny wytrzymałości 
przekroju 

Str 1 kol. Środek dół wstawienie kreski i zamiana wielkości liter na początku 

-pod kombinacją stałą: ckcc f450,≥σ  

-pod kombinacją rzadką: ckcc f60,≥σ  

Kol.	
  Prawa	
  po	
  słowach	
  :	
  

W powyższych wzorach użyto oznaczeń:	
  

Następująca	
  postać	
  tekstu:	
  

wskaźnik górny i dolny wytrzymałości przekroju csW ʹ′ , csW  

naprężenia dla różnych sytuacji, spełniające ograniczenia podane wyżej permmaxσ , initminσ , excemaxσ  

(dalej jak było: momenty zginające w sytuacji początkowej….) 

Po wzorach na momenty wstawiam linię tekstu: 

moment maksymalny exceM . 

Usuwam cztery ostatnie linie w tej kolumnie: 

v- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi dolnej; 

v’- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi górnej; 

Str. 2 kol środek linia 12d zamiast „za pomocą teorii” jest „w oparciu o teorię” 

Str. 2 kol prawa linia 4g zamiast „niedokładności montażu” jest „pofalowanie trasy” 

Str. 2 kol prawa linia 11g zamiast „kabli z pomiarami” jest „kabli z ich pomiarami”. 

Str. 2 kol prawa linia 5d przecinek na końcu linii po „Ponadto” 

Str. 3 kol lewa linia 9d zamiast „można” jest „należy” 

Str. 4 kol lewa przesunięcie tekstu akapitu „Skurcz autogeniczny…. Wraz ze wzorem ecs” w górę 

ponad akapit „Odkształcenie…” 

Str. 4 kol srodek linia 1d zamiast repsilons i repsilonc wyrażenia jak w orginalnym rekście: 𝑟𝑟!"  , 𝑟𝑟!" 

Str. 4 podpis pod ryc. 1: Odkształcenie	
   betonu	
   pod	
   obciążeniem	
   oraz	
   zwrot	
   odkształceń	
   po	
  

odciążeniu	
  

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  18g	
  zamiast	
  „Często	
  jest	
  ona	
  częścią…”	
  jest	
  „Funkcja	
  pełzania	
  jest	
  częścią…”	
  

naprężenie dla różnych sytuacji, spełnia-
jące ograniczenia podane powyżej

Str 1 kol. Środek dół wstawienie kreski i zamiana wielkości liter na początku 

-pod kombinacją stałą: ckcc f450,≥σ  

-pod kombinacją rzadką: ckcc f60,≥σ  

Kol.	
  Prawa	
  po	
  słowach	
  :	
  

W powyższych wzorach użyto oznaczeń:	
  

Następująca	
  postać	
  tekstu:	
  

wskaźnik górny i dolny wytrzymałości przekroju csW ʹ′ , csW  

naprężenia dla różnych sytuacji, spełniające ograniczenia podane wyżej permmaxσ , initminσ , excemaxσ  

(dalej jak było: momenty zginające w sytuacji początkowej….) 

Po wzorach na momenty wstawiam linię tekstu: 

moment maksymalny exceM . 

Usuwam cztery ostatnie linie w tej kolumnie: 

v- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi dolnej; 

v’- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi górnej; 

Str. 2 kol środek linia 12d zamiast „za pomocą teorii” jest „w oparciu o teorię” 

Str. 2 kol prawa linia 4g zamiast „niedokładności montażu” jest „pofalowanie trasy” 

Str. 2 kol prawa linia 11g zamiast „kabli z pomiarami” jest „kabli z ich pomiarami”. 

Str. 2 kol prawa linia 5d przecinek na końcu linii po „Ponadto” 

Str. 3 kol lewa linia 9d zamiast „można” jest „należy” 

Str. 4 kol lewa przesunięcie tekstu akapitu „Skurcz autogeniczny…. Wraz ze wzorem ecs” w górę 

ponad akapit „Odkształcenie…” 

Str. 4 kol srodek linia 1d zamiast repsilons i repsilonc wyrażenia jak w orginalnym rekście: 𝑟𝑟!"  , 𝑟𝑟!" 

Str. 4 podpis pod ryc. 1: Odkształcenie	
   betonu	
   pod	
   obciążeniem	
   oraz	
   zwrot	
   odkształceń	
   po	
  

odciążeniu	
  

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  18g	
  zamiast	
  „Często	
  jest	
  ona	
  częścią…”	
  jest	
  „Funkcja	
  pełzania	
  jest	
  częścią…”	
  

momenty zginające w sytuacji początkowej 
Minit oraz dla kombinacji prawie stałej Mqs 
wyznaczone wg [1],
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moment maksymalny

Pierwsza część artykułu – Konstrukcje sprężone. Ma-
teriały i  wykonanie prac – została opublikowana w  po-
przednim numerze „Nowoczesnego Budownictwa Inży-
nieryjnego” [2014, nr 5 (56), s. 58–63]. Poza obszernie 
zreferowanymi i  bogato zilustrowanymi zagadnieniami 
tytułowymi opisano w  nim m.in. koncepcję i  historię 
sprężania, czyli celowego wprowadzania naprężeń w ma-
teriał, a  także rodzaje badań wykonanych konstrukcji. 
W  tej części autor przedstawia metody obliczenia siły 
sprężającej.

≤

≤

Str 1 kol. Środek dół wstawienie kreski i zamiana wielkości liter na początku 

-pod kombinacją stałą: ckcc f450,≥σ  

-pod kombinacją rzadką: ckcc f60,≥σ  

Kol.	
  Prawa	
  po	
  słowach	
  :	
  

W powyższych wzorach użyto oznaczeń:	
  

Następująca	
  postać	
  tekstu:	
  

wskaźnik górny i dolny wytrzymałości przekroju csW ʹ′ , csW  

naprężenia dla różnych sytuacji, spełniające ograniczenia podane wyżej permmaxσ , initminσ , excemaxσ  

(dalej jak było: momenty zginające w sytuacji początkowej….) 

Po wzorach na momenty wstawiam linię tekstu: 

moment maksymalny exceM . 

Usuwam cztery ostatnie linie w tej kolumnie: 

v- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi dolnej; 

v’- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi górnej; 

Str. 2 kol środek linia 12d zamiast „za pomocą teorii” jest „w oparciu o teorię” 

Str. 2 kol prawa linia 4g zamiast „niedokładności montażu” jest „pofalowanie trasy” 

Str. 2 kol prawa linia 11g zamiast „kabli z pomiarami” jest „kabli z ich pomiarami”. 

Str. 2 kol prawa linia 5d przecinek na końcu linii po „Ponadto” 

Str. 3 kol lewa linia 9d zamiast „można” jest „należy” 

Str. 4 kol lewa przesunięcie tekstu akapitu „Skurcz autogeniczny…. Wraz ze wzorem ecs” w górę 

ponad akapit „Odkształcenie…” 

Str. 4 kol srodek linia 1d zamiast repsilons i repsilonc wyrażenia jak w orginalnym rekście: 𝑟𝑟!"  , 𝑟𝑟!" 

Str. 4 podpis pod ryc. 1: Odkształcenie	
   betonu	
   pod	
   obciążeniem	
   oraz	
   zwrot	
   odkształceń	
   po	
  

odciążeniu	
  

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  18g	
  zamiast	
  „Często	
  jest	
  ona	
  częścią…”	
  jest	
  „Funkcja	
  pełzania	
  jest	
  częścią…”	
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Zaleca się przyjmować w praktyce więk-
sze wartości wskaźników wytrzymałości 
przekroju. 

Przyjęcie wielkości i mimośrodu dzia-
łania siły sprężającej odbywa się metodą 
prostą lub metodą Magnela.

Metoda prosta polega na przyjęciu, że 
maksymalny moment zginający 
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ma być przeniesiony przez zbrojenie sprę-
żające, wówczas uzyskujemy: 
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Metoda złożona pozwala określić za-
równo pożądaną wartość iloczynu siły, jak 
i mimośrodu. Metodę tę zaproponował 
Gustaaf Magnel. 

Zakładając wielkość mimośrodu, można 
wyliczyć pożądaną wielkość siły spręża-
jącej:
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Wartość naprężeń σ z różnymi indek-
sami oznaczają naprężenia dopuszczalne 
w betonie w odpowiedniej fazie.

Powyższe równania krawędziowe poza-
walają na określenie optymalnej wartości 
siły sprężającej oraz jej mimośrodu, a co 
za tym idzie, przebiegu kabli na długości 
elementów. Na podstawie tych danych 
można podjąć obliczenia rozkładu sił sprę-
żających na długości elementów oraz ich 
zmian w czasie, nazywane łącznie obli-
czeniami strat sił sprężających.

Niezależnie od metody określenia po-
czątkowej siły sprężającej, ostateczne 
przyjęcie układu sprężenia wymaga zasto-
sowania któregoś z praktycznych rozwią-

zań i wyboru typu oraz liczby kabli. Przy 
tej operacji należy spełnić ograniczenia 
maksymalnej siły w cięgnach, która nie 
może przekraczać poziomu:
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  2. Straty siły sprężającej
Obliczenia strat siły sprężającej na eta-

pie projektowania prowadzi się zwykle 
dla tzw. kabla wypadkowego. Kablem 
wypadkowym nazywa się fikcyjny kabel 
o trasie wyznaczonej przez środki ciężko-
ści wszystkich kabli w przekrojach na dłu-
gości elementu. Panująca w nim w każ-
dym przekroju wypadkowa siła sprężająca 
to suma sił z wszystkich kabli w przekroju. 
Warto podkreślić, że siły w poszczegól-
nych kablach nie są równe i ich szczegó-
łowe określenie jest konieczne na etapie 
potwierdzania zgodności technologii 
sprężania z założeniami projektu.

Straty siły sprężającej dzieli się na dwie 
grupy: straty doraźne (nazywane też na-
tychmiastowymi) oraz straty opóźnione 
(reologiczne). W elementach kablobe-
tonowych do strat doraźnych zalicza 
się, zgodnie z kolejnością ich wystąpie-
nia w każdym kablu, straty wywołane 
tarciem cięgien o osłonkę kanału, po-
ślizgiem cięgien w zakotwieniach oraz 
odkształceniem sprężystym elementu. 
W takiej kolejności prowadzi się też ich 
obliczenia. Straty opóźnione są wywo-
łane zjawiskami, których postęp jest 
jednoczesny: relaksacją stali sprężającej, 
skurczem betonu i pełzaniem betonu. Ta 
jednoczesność ma swój wyraz w stoso-
wanych obecnie zasadach obliczeń: straty 
opóźnione są obliczane według jednego 
wspólnego wyrażenia.

2.1. Straty doraźne

Straty wywołane tarciem cięgna 
o osłonkę kanału kablowego określa się 
w oparciu o teorię tarcia Eulera. Poza 
siłą docisku oraz współczynnikiem tarcia 
stosowane wzory uwzględniają niezamie-
rzony wpływ niedokładności montażu 
osłonek. Stratę zachodzącą na odcinku 
pomiędzy zakotwieniem czynnym a prze-
krojem oddalonym od czynnego zako-
twienia o  x  określa się według wzoru:
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w którym μ oznacza wartość współ-
czynnika tarcia, θ – sumę kątów zakrzy-

wienia trasy kabla od czynnego zako-
twienia do rozważanego przekroju, a  k  
jest współczynnikiem uwzględniającym 
pofalowanie trasy osłonek.

Współczynniki tarcia dla typowych 
cięgien są podane w normach i zalece-
niach do projektowania. Na podstawie 
doświadczenia można przyjmować w ob-
liczeniach inne wartości, jeżeli zapewnia 
to lepszą zgodność obliczonych wydłużeń 
kabli z ich pomiarami.

Następujące w chwili kotwienia cięgien 
w zakotwieniach szczękowych straty wywo-
łane poślizgiem największą wartość osiągają 
w zakotwieniu i spadają liniowo do zera 
w odległości 0x  od miejsca naciągu kabla. 
Zasięg poślizgu 0x  jest tym większy, im 
mniejsze tarcie występuje na trasie kabla. 
Długość tego odcinka określa się dla cięgien 
o trasie prostej według wzoru:
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a dla trasy zakrzywionej według wzoru:
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Jeśli trasa cięgna jest złożona zarówno 
z odcinków prostych, jak i  zakrzywio-
nych, to do obliczeń przyjmuje się 0x  
o większej z dwóch wartości, można też 
zasięg poślizgu wyliczyć szczegółowo na 
podstawie wpływu tarcia.

Strata wywołana poślizgiem jest wyli-
czana według wzoru:
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gdzie pa  to wielkość poślizgu cięgien 
w  zakotwieniach, przyjmowana z  do-
świadczenia, najczęściej jego wartość to 
ok. 5 mm, pE  i  pA  to odpowiednio 
wartość modułu sprężystości i pole prze-
kroju cięgien sprężających w przekroju. 
Wyeliminowanie straty związanej z pośli-
zgiem jest możliwe, ale wymaga zastoso-
wania zakotwień bezpoślizgowych, co jest 
znacznie bardziej pracochłonne. Warto 
dodać też, że w razie, kiedy zasięg pośli-
zgu jest większy od długości elementu, 
należy w obliczeniach uwzględnić odpo-
wiednie powiększenie straty. Ponadto, 
jeżeli rozważany przekrój znajduje się 
w zasięgu poślizgu liczonym od dwóch 
zakotwień czynnych, to straty od poślizgu 
w obu zakotwieniach należy dodać.

Konstrukcje sprężone  ŚWIAT
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Straty wywołane odkształceniami sprę-
żystymi betonu pojawiają się wskutek 
odkształcenia elementu w chwili przy-
łożenia do niego siły sprężającej i zależą 
przede wszystkim od modułu sprężystości 
betonu. Straty występują w kablach już 
naciągniętych i zakotwionych, w chwili 
kiedy w trakcie naciągu kolejnych kabli 
oparta na czole elementu prasa nacią-
gowa wywiera siłę i powoduje odkształ-
cenie elementu. 

Wartość strat wywołanych odkształce-
niem betonu określa się według wzoru:

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
≤

cp
c

t

exceexcet

z
A
W

MWP max
0

σ ; 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
≥

cp
c

b

exceexceb

z
A
W

MWP minσ
0 . 

 
 

max00 pmpAP σ≤  
( )kppkpm ff 1,0max0 9,0;8,0min=σ  

( ) ( )[ ]kxePxP +−−=Δ θµ
µ 10  

 

0
0 kP

AEa
x ppp

µ
=  

 

rP
AEa

rx
ppp

0

0

1

1ln
µµ

−

=  

 

( ) pppsl AE
x
xxaxP 2

0

02 −
=Δ  

 

0
21

2
1 P

I
Az

n
nP

cs

cs
cppc ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=Δ αρ

 
 

cpz   
 
csA   

 
 csI   
 
a 0P  to  
 
 

cs

p
p A

A
=

0
ρ . 

 
cPΔ   

 
cslm PxPxPPxP Δ−Δ−Δ−= )()()( 00 µ  

 
00 )( pmpm AxP σ=  

 
( )kppkpm ff 1,00 85,0,75,0min≤σ . 

 

w którym n  jest liczbą kabli w prze-
kroju, α – stosunkiem modułów spręży-
stości stali sprężającej i betonu, zcp – mi-
mośrodem działania wypadkowej siły 
sprężającej w przekroju, Acs i Ics to spro-
wadzone charakterystyki geometryczne 
przekroju dla fazy sprężania, a  0P  to 
początkowa siła sprężająca. Stopień zbro-
jenia sprężającego w przekroju określa się 
również względem pola przekroju spro-
wadzonego:
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Stratę ΔPc można przyjąć za zerową wy-
łącznie w przypadku jednoczesnego na-
ciągu wszystkich kabli, co praktycznie nie 
jest możliwe. W celu zmniejszenia wpływu 
tej straty stosuje się jej kompensowanie, 
polegające na naciąganiu wszystkich kabli 
w dwóch etapach. W pierwszym etapie 
naciąga się wszystkie kable do poziomu 
co najmniej 80% siły docelowej. Po wy-
konaniu tego etapu dla wszystkich kabli 
wykonuje się ich dociągnięcie do pełnej 
siły. Spadek sił wskutek odkształcenia ele-
mentu pod wpływem działania 80% siły 
pełnej jest wyrównany w drugim etapie, 
a po operacji pozostaje niewielka część 
straty.

Po wykonaniu obliczeń straty doraźne 
należy podsumować. Dalsze spadki siły 
sprężającej występują z biegiem czasu 
i nie są tak gwałtowne.

2.2. Siła sprężająca po stratach do-
raźnych

Po wystąpieniu strat doraźnych siła 
sprężająca ma wartość:
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a jednocześnie
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Poziom naprężeń nie może przekraczać 
poziomu określonego przez następujące 
ograniczenie:
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2.3. Straty opóźnione

Po wystąpieniu strat doraźnych w prze-
kroju elementu sprężonego panuje usta-
lony stan naprężeń. Podstawowe obli-
czenia pozwalają określić ich poziom 
zarówno dla betonu, stali miękkiej, jak 
i stali sprężającej. Naprężenia te są powo-
dem występowania zjawisk opóźnionych, 
a zarazem będą podlegały zmianom przez 
te zjawiska wywołanym.

Stan naprężeń i odkształceń w mate-
riałach podlega powolnym zmianom na 
skutek działania zjawisk reologicznych: 
skurczu betonu, pełzania betonu i relak-
sacji stali sprężającej –wartości naprężeń 
w materiałach są zatem zarówno funkcją 
lokalizacji, jak i czasu: σpm (x, y, z, t), σcpg 

(x, y, z, t). 
2.3.1. Skurcz betonu
Zjawisko skurczu betonu to nieza-

leżny od obciążenia proces rozwijającej 
się w czasie zmiany objętości materiału. 
W obliczeniach inżynierskich uwzględnie-
nie skurczu sprowadza się do określenia 
odkształcenia skurczowego w  jednym 
(w elementach prętowych) lub dwóch 
prostopadłych (w elementach płytowych) 
kierunkach. Zwykle odkształcenia zwią-
zane ze skurczem są ujemne, w środowi-
sku wodnym beton wykazuje nieznaczne 
odkształcenia dodatnie, nazywane pęcz-
nieniem.

Mechanizm skurczu zaobserwowany 
na poziomie elementu jest w  wyraź-
nym stopniu zależny od ruchu wilgoci. 
Większym odkształceniom skurczowym 
sprzyjają:
�� niewielkie wymiary poprzeczne prze-
kroju (przekroje cienkie),

�� wysoki stosunek w/c mieszanki beto-
nowej,

�� niska wilgotność otoczenia,
�� wczesne rozpoczęcie wysychania ele-
mentu,

�� zawartość kruszywa oraz jego rozmiar 
i moduł sprężystości.
Pomimo istnienia silnej zależności po-

stępu skurczu od transportu wilgoci, od-
kształcenia betonu obserwuje się również 
przy braku wymiany wilgoci z otoczeniem 
(badania próbek zaizolowanych). Na tej 

podstawie przyjmuje się, że na skurcz 
całkowity składają się dwie jego części:
�� skurcz własny (autogeniczny) εca– sku-
tek reakcji hydratacji; jego skala w po-
równaniu z całkowitym odkształceniem 
skurczowym jest niewielka,

�� skurcz wysychania εcd– skutek ucieczki 
cząsteczek wilgoci ze struktury betonu 
do otoczenia, prowadzący do spadku 
objętości żelu cementowego, a w re-
zultacie betonu.
Na dynamikę skurczu wpływają w szcze-

gólności wszelkie parametry przyspiesza-
jące i opóźniające wymianę wilgoci.

2.3.2. Efekty skurczu
Skurcz jest zjawiskiem lokalnym, a jego 

rozwój jest związany z obecnością i ru-
chami wilgoci w materiale. Wskutek dy-
fuzji wewnątrz betonu i parowania z jego 
powierzchni, rozkład pól wilgoci w prze-
kroju elementu w trakcie wysychania staje 
się coraz bardziej nierównomierny. Przyj-
muje się, że odkształcenie skurczu jest 
proporcjonalne do spadku ilości wilgoci 
w punkcie materiału:

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
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W powyższym wyrażeniu przyjęto na-
stępujące oznaczenia: k – funkcja odno-
sząca odkształcenia skurczowe do zmiany 
ilości wilgoci w punkcie (zwykle przyjmo-
wana jako liniowa), C(Γ,t)– ilość wilgoci 
w punkcie Γ w czasie t, C(t0),  – począt-
kowa ilość wilgoci w betonie (przyjmo-
wana jako jednorodna).

Z powyższego wynika, że wskutek pa-
rowania wilgoci z betonu do otoczenia 
przy powierzchni elementu odkształce-
nie skurczowe materiału ma tendencję 
do większej wartości niż wewnątrz prze-
kroju. Jeżeli warunki wysychania i od-
kształceń po obu stronach przekroju są 
takie same, to przekrój ulega jedynie 
skróceniu. Różnica warunków wysycha-
nia przeciwległych powierzchni elementu 
spowoduje różne wartości odkształcenia 
po obu stronach, a odkształcenie ele-
mentu będzie złożone z odkształcenia 
osiowego oraz krzywizny.

Z punktu widzenia sprężenia istotne 
jest przede wszystkim jednowymiarowe 
odkształcenie skurczowe, jakie nastąpi 
w rozważanym przekroju na wysokości 
wypadkowego cięgna sprężającego w cza-
sie od sprężenia elementu (t0) do rozwa-
żanej chwili (t). Wiek betonu w chwili roz-
poczęcia procesu skurczu oznacza się (ts).  
Obliczenie odkształcenia odbywa się przy 
przyjęciu założeń:
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�� wilgotność otoczenia jest stała przez 
cały rozważany okres,

�� powierzchnia, przez którą odbywa się 
wymiana wilgoci z  otoczeniem, nie 
ulega zmianie.
Skurcz autogeniczny jest efektem wią-

zania wody z betonu na potrzeby reakcji 
hydratacji, przez co największa jego część 
zachodzi w czasie wiązania betonu. Skurcz 
od wysychania przebiega wolniej, bo pro-
ces migracji cząstek wody w betonie ku 
powierzchni oraz jej parowania jest znacz-
nie wolniejszy. Całkowite odkształcenie 
skurczu to suma dwóch składowych:
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Odkształcenie skurczowe, jakie obniża 
wielkość siły sprężającej, jest wyznaczane 
jako różnica odkształcenia skurczowego 
dla rozważanej chwili εsh (t,ts) oraz od-
kształcenia skurczowego dla chwili sprę-
żenia εsh (t0,ts):

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
 
ℎ!: 
 

u
Ah c2

0 =  ( cA   

 
𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

             

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
 
ℎ!: 
 

u
Ah c2

0 =  ( cA   

 
𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

Odkształcenie skurczu autogenicznego 
określa się według wzoru:

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
 
ℎ!: 
 

u
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𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

gdzie końcowa wartość odkształcenia 
wynosi:

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
 
ℎ!: 
 

u
Ah c2
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𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

a  funkcja przyrostu odkształcenia 
w czasie ma postać:

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
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𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

Odkształcenie wskutek skurczu od wy-
sychania to:

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!
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𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

w którym funkcja rozwoju w czasie jest 
przyjmowana następująco:

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!
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𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

Wartości współczynnika kh zależą od 
sprowadzonego wymiaru przekroju ele-
mentu h0:

u
Ah c2

0 =
  

( cA  to pole przekroju be-

tonowego, u  – to jego obwód w kontak-
cie z otoczeniem).
Wartość współczynnika kh podaje tablica 1.

Tab. 1. Wartość współczynnika kh

h0 kh

100
200
300

≥ 500

1,00
0,85
0,75
0,70

Skurcz swobodny εcd,0 można wyzna-
czać z wzorów podanych w normach [1], 
można też posłużyć się wartościami po-
danymi w tablicy 2.

Wielkość odkształcenia skurczowego, 
a w rezultacie wielkość wpływu skurczu 
na siłę sprężającą, a także niebezpieczeń-
stwo zarysowania skurczowego można re-
dukować, opóźniając moment sprężenia 
betonu oraz ograniczając swobodę jego 
wysychania.

2.3.3. Pełzanie betonu
Pełzaniem betonu nazywa się proces 

stopniowego wzrostu odkształceń betonu 
poddanego działaniu długotrwałych naprę-
żeń. Efektem pełzania betonu może być 
znaczne (nawet ponad trzykrotne) zwięk-
szenie odkształceń betonu powstających 
w chwili obciążenia. Podstawowym obra-
zem pełzania prostego jest wykres przed-
stawiony na rycinie 1, gdzie wartość łącz-
nego odkształcenia betonu składa się 
z odkształcenia natychmiastowego εe(t0)  
powstałego w chwili obciążenia oraz od-
kształcenia wywołanego pełzaniem εc(t,t0). 
Analogicznie po odciążeniu obserwuje się 
zwrot sprężysty 

Str 1 kol. Środek dół wstawienie kreski i zamiana wielkości liter na początku 

-pod kombinacją stałą: ckcc f450,≥σ  

-pod kombinacją rzadką: ckcc f60,≥σ  

Kol.	
  Prawa	
  po	
  słowach	
  :	
  

W powyższych wzorach użyto oznaczeń:	
  

Następująca	
  postać	
  tekstu:	
  

wskaźnik górny i dolny wytrzymałości przekroju csW ʹ′ , csW  

naprężenia dla różnych sytuacji, spełniające ograniczenia podane wyżej permmaxσ , initminσ , excemaxσ  

(dalej jak było: momenty zginające w sytuacji początkowej….) 

Po wzorach na momenty wstawiam linię tekstu: 

moment maksymalny exceM . 

Usuwam cztery ostatnie linie w tej kolumnie: 

v- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi dolnej; 

v’- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi górnej; 

Str. 2 kol środek linia 12d zamiast „za pomocą teorii” jest „w oparciu o teorię” 

Str. 2 kol prawa linia 4g zamiast „niedokładności montażu” jest „pofalowanie trasy” 

Str. 2 kol prawa linia 11g zamiast „kabli z pomiarami” jest „kabli z ich pomiarami”. 

Str. 2 kol prawa linia 5d przecinek na końcu linii po „Ponadto” 

Str. 3 kol lewa linia 9d zamiast „można” jest „należy” 

Str. 4 kol lewa przesunięcie tekstu akapitu „Skurcz autogeniczny…. Wraz ze wzorem ecs” w górę 

ponad akapit „Odkształcenie…” 

Str. 4 kol srodek linia 1d zamiast repsilons i repsilonc wyrażenia jak w orginalnym rekście: 𝑟𝑟!"  , 𝑟𝑟!" 

Str. 4 podpis pod ryc. 1: Odkształcenie	
   betonu	
   pod	
   obciążeniem	
   oraz	
   zwrot	
   odkształceń	
   po	
  

odciążeniu	
  

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  18g	
  zamiast	
  „Często	
  jest	
  ona	
  częścią…”	
  jest	
  „Funkcja	
  pełzania	
  jest	
  częścią…”	
  

i opóźniony

Ryc. 1. Odkształcenie betonu pod obciążeniem 
oraz zwrot odkształceń po odciążeniu

Do opisu ilościowego zjawiska pełzania 
przyjmuje się oznaczenie współczynnika 
pełzania:

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
 
ℎ!: 
 

u
Ah c2

0 =  ( cA   

 
𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

Dla naprężeń przekraczających 50% 
wytrzymałości betonu należy uwzględnić 
zwiększone wartości odkształceń pełza-
nia. W takich przypadkach współczynnik 
ulega korekcie do postaci tzw. pełzania 
nieliniowego.

Wykorzystanie współczynnika pełza-
nia jest dogodnym sposobem na okre-
ślenie wielkości odkształceń pełzania pod 
obciążeniem niezmiennym przed długi 
okres. Określenie odkształceń pełzania 
pod obciążeniem długotrwałym okre-
sowo zmiennym wymaga wykorzystania 
funkcji pełzania. Funkcja pełzania jest 
częścią reologicznego modelu materiału, 
stworzonego w ramach oprogramowania 
obliczeniowego.

Przyjmuje się, że mechanizm pełzania 
betonu jest związany z ruchem cząsteczek 
wody w żelu cementowym oraz kapilar-
nych porach pod wpływem naprężeń. 
Istnieją też inne teorie, oparte m.in. na 
opisie plastycznych odkształceń żelu 
cementowego. Jest to zjawisko lokalne 
(podobnie do skurczu betonu), jednak 
w obliczeniach inżynierskich ocenia się 
globalny wpływ pełzania na odkształce-
nie elementu. 

Skutki pełzania betonu są związane 
z charakterem powodującego go obcią-
żenia długotrwałego i generalnie mają 
charakter wzrostu odkształceń konstrukcji 
pod przyłożonym obciążeniem. Należy 
również podkreślić łagodzący wpływ peł-
zania, jaki można stwierdzić w odniesie-
niu do sił wewnętrznych generowanych 
przez wolno rosnące odkształcenia wy-
muszone.

Liczba czynników wpływających na 
wielkość odkształceń wywołanych peł-

Konstrukcje sprężone  ŚWIAT

Tab. 2. Wartość skurczu swobodnego od wysychania dla cementu normalnego, w [‰].

fck/fck,cube Wilgotność względna (w %)

(MPa) 20 40 60 80 90 100

20/25 0,62 0,58 0,49 0,30 0,17 0,00

40/50 0,48 0,46 0,38 0,24 0,13 0,00

60/75 0,38 0,36 0,30 0,19 0,10 0,00

80/95 0,30 0,28 0,24 0,15 0,08 0,00

90/105 0,27 0,25 0,21 0,13 0,07 0,00

Str 1 kol. Środek dół wstawienie kreski i zamiana wielkości liter na początku 

-pod kombinacją stałą: ckcc f450,≥σ  

-pod kombinacją rzadką: ckcc f60,≥σ  

Kol.	
  Prawa	
  po	
  słowach	
  :	
  

W powyższych wzorach użyto oznaczeń:	
  

Następująca	
  postać	
  tekstu:	
  

wskaźnik górny i dolny wytrzymałości przekroju csW ʹ′ , csW  

naprężenia dla różnych sytuacji, spełniające ograniczenia podane wyżej permmaxσ , initminσ , excemaxσ  

(dalej jak było: momenty zginające w sytuacji początkowej….) 

Po wzorach na momenty wstawiam linię tekstu: 

moment maksymalny exceM . 

Usuwam cztery ostatnie linie w tej kolumnie: 

v- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi dolnej; 

v’- odległość środka ciężkości przekroju od krawędzi górnej; 

Str. 2 kol środek linia 12d zamiast „za pomocą teorii” jest „w oparciu o teorię” 

Str. 2 kol prawa linia 4g zamiast „niedokładności montażu” jest „pofalowanie trasy” 

Str. 2 kol prawa linia 11g zamiast „kabli z pomiarami” jest „kabli z ich pomiarami”. 

Str. 2 kol prawa linia 5d przecinek na końcu linii po „Ponadto” 

Str. 3 kol lewa linia 9d zamiast „można” jest „należy” 

Str. 4 kol lewa przesunięcie tekstu akapitu „Skurcz autogeniczny…. Wraz ze wzorem ecs” w górę 

ponad akapit „Odkształcenie…” 

Str. 4 kol srodek linia 1d zamiast repsilons i repsilonc wyrażenia jak w orginalnym rekście: 𝑟𝑟!"  , 𝑟𝑟!" 

Str. 4 podpis pod ryc. 1: Odkształcenie	
   betonu	
   pod	
   obciążeniem	
   oraz	
   zwrot	
   odkształceń	
   po	
  

odciążeniu	
  

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  18g	
  zamiast	
  „Często	
  jest	
  ona	
  częścią…”	
  jest	
  „Funkcja	
  pełzania	
  jest	
  częścią…”	
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zaniem betonu jest znaczna. Przyjmuje 
się, że wpływ na odkształcenia pełzania 
mają w szczególności te z nich, które uła-
twiają lub utrudniają ruch wilgoci. Są to 
zarówno czynniki wewnętrzne w betonie, 
jak i zewnętrzne (otoczenie). Wymienia 
się tu przede wszystkim:
�� początkową wartość w/c w mieszance 
betonowej,

�� wiek betonu w chwili obciążenia,
�� czas trwania obciążenia,
�� rodzaj cementu (portland, portland 
szybkowiążący, glinowy),

�� klasę (wytrzymałość) betonu,
�� użycie opóźniaczy wiązania betonu,
�� moduł sprężystości oraz nasiąkliwość 
kruszywa,

�� zawartość kruszywa w objętości be-
tonu,

�� poziom trwałych naprężeń w betonie, 
�� geometrię przekroju,
�� wilgotność otoczenia.
Złożoność zjawiska pełzania betonu nie 

pozwala na szczegółowe uwzględnienie 
wszystkich parametrów w  tworzeniu 
racjonalnego modelu obliczeniowego. 
Stworzone w przeszłości oraz stosowane 
obecnie sformułowania analityczne mają 
charakter empiryczny, uwzględniają czyn-
niki, których wpływ jest wyraźny, a ich 
współczynniki są skalibrowane tak, by 
dawać dobre przybliżenie w typowych 
przypadkach. 

2.3.4. Obliczenia współczynnika peł-
zania
Według zapisów Eurokodu 2, współ-

czynnik pełzania ϕ(t,t0) oblicza się jako 
iloczyn podstawowego współczynnika 
pełzania ϕ0 (zależnego od klasy betonu, 
geometrii elementu i wilgotności otocze-
nia) i współczynnika stopnia zaawanso-
wania procesu pełzania βc(t,t0)

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
 
ℎ!: 
 

u
Ah c2

0 =  ( cA   

 
𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 

gdzie: 

 
σpm (x, y, z, t), σcpg (x, y, z, t).  
 
𝜀𝜀!"  
 

𝜀𝜀!! Γ, 𝑡𝑡 = 𝑘𝑘 𝐶𝐶 Γ, t − 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
𝐶𝐶 Γ, 𝑡𝑡  – ilość wilgoci w punkcie Γ w czasie 𝑡𝑡, 𝐶𝐶 𝑡𝑡!  
 
i 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  oraz odkształcenia skurczowego dla chwili sprężenia 𝜀𝜀!! 𝑡𝑡!, 𝑡𝑡! : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∞−+−= −−− caiasiascdhsidssidsiics ttktttttt εββεββε 10,11 ,,  
 

 
𝜀𝜀!" = 𝜀𝜀!" + 𝜀𝜀!" 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 𝜀𝜀!" ∞ , 

 
𝜀𝜀!" ∞ = 2,5 𝑓𝑓!" − 10 10!! 

 
𝛽𝛽!" 𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 −0,2𝑡𝑡!,! . 

 
𝜀𝜀!" 𝑡𝑡 = 𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! 𝑘𝑘!𝜀𝜀!",! 

 

𝛽𝛽!" 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡! + 0,04 ℎ!
!

 

 
𝑘𝑘!  
 
ℎ!: 
 

u
Ah c2

0 =  ( cA   

 
𝜀𝜀!",!  
 
 
 

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝜀𝜀! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!
𝜀𝜀! 𝑡𝑡!

 

 
𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!   
𝜑𝜑! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  

𝜑𝜑 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! = 𝜑𝜑!𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡!  
𝜑𝜑! = 𝜑𝜑!"𝛽𝛽 𝑓𝑓!" 𝛽𝛽 𝑡𝑡!  

 
 współczynnik zależny od wilgotności 

otoczenia RH:

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

!  dla 𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

! 𝛼𝛼! 𝛼𝛼! dla 𝑓𝑓!" > 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

 
𝛽𝛽 𝑓𝑓!" = !",!

!!"
𝑓𝑓!"  

 
𝛽𝛽 𝑡𝑡! = !

!,!!!!
!,!"  

 
ℎ! =

!!!
!

 –  

𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝛽𝛽! + 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

!,!
 

𝛽𝛽! = 1,5 1 + 0,012𝑅𝑅𝑅𝑅 !" ℎ! + 250            𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑤𝑤𝑤𝑤ę𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑛𝑛𝑛𝑛ż  1500            𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 
𝛽𝛽! = 1,5 1 + 0,012𝑅𝑅𝑅𝑅 !" ℎ! + 250𝛼𝛼!            𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑤𝑤𝑤𝑤ę𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑛𝑛𝑛𝑛ż  1500𝛼𝛼!            𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑓𝑓!"

≥ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

𝛼𝛼! =
35
𝑓𝑓!"

!,!

𝛼𝛼! =
35
𝑓𝑓!"

!,!

𝛼𝛼! =
35
𝑓𝑓!"

!,!

 

𝛼𝛼 = −1      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑆𝑆
𝛼𝛼 = 0      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑁𝑁
𝛼𝛼 = 1      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑅𝑅

 

 
 
∆𝜎𝜎!"! („% od 𝜎𝜎!!” na osi pionowej), odniesioną do wytężenia początkowego !!

!!"
.  

 
∆𝜎𝜎!" 

 
∆𝜎𝜎!"!.  

𝜎𝜎! = 𝜎𝜎!"! − 0,3∆𝜎𝜎!,!!!!! 
 
gdzie: ∆𝜎𝜎!,!!!!!  

 
 

𝜎𝜎! = 0,85𝜎𝜎!"! 
 

𝜌𝜌!"""  
 
𝜇𝜇,  
 
 

∆𝜎𝜎!"
𝜎𝜎!"

= 1,98𝜌𝜌!"""𝑒𝑒!!
𝑡𝑡

1000

!,!" !!!
10!! 

 
 

2 ∆!!"
!!"

= 0,66𝜌𝜌!"""𝑒𝑒!,!!
!

!"""

!,!" !!!
10!! 

współczynnik zależny od wytrzymałości 
betonu w wieku 28 dni

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
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współczynnik zależny od wieku betonu 
w chwili obciążenia
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Współczynnik rozwoju pełzania w cza-
sie:

Wartość współczynnika pełzania można 
też odczytywać z nomogramów umiesz-
czonych w przepisach normowych.

2.3.5. Relaksacja stali sprężającej
Stal poddana trwałemu stałemu (lub 

w przybliżeniu stałemu) odkształceniu 
z biegiem czasu wykazuje spadek naprę-
żeń w niej panujących.

Najprostszym opisem procesu relaksacji 
jest tzw. relaksacja prosta. Proces relak-
sacji jest długotrwały. W stosowanych 
modelach obliczeniowych przyjmuje się, 
że ok. 1/3–1/2 całkowitego spadku na-
prężeń wywołanego relaksacją następuje 
w pierwszych 1000 godz. procesu.

Skutkiem relaksacji jest zmniejszenie 
siły sprężającej. Proces ten przebiega 
równolegle do skurczu i pełzania betonu. 
Wielkość spadku naprężeń zależy od cech 
stali oraz od poziomu naprężeń począt-
kowych. Zwykła stal poddana trwałym, 
wysokim naprężeniom ulega znacznej 
relaksacji. Stal produkowana z przezna-
czeniem do zastosowania jako stal sprę-
żająca, posiadając wyższą wytrzymałość, 
pozwala na osiągnięcie wysokich naprę-
żeń przy akceptowalnie niskiej relaksacji. 
Obecnie technologia produkcji stali sprę-
żającej oraz wymagania jej dopuszczenia 
do zastosowania wykluczają przeważnie 

użycie stali, której relaksacja po 1000 
godz. działania naprężeń na poziomie 
70% wytrzymałości charakterystycznej 
przekracza 2,5%. Stal spełniającą to 
ograniczenie nazywa się stalą o niskiej 
relaksacji.

Stosowane w starszych, również mię-
dzynarodowych przepisach (Model Code 
1978. 1990, PN-B-03264:1999) graficzne 
określenie wpływu relaksacji (zob. ryc. 2) 
pozwala w sposób czytelny przedstawić 
zależność pomiędzy klasą relaksacji stali 
oraz jej wytężeniem a wielkością straty 
w naprężeniach Δσprp ( „% od σpo” na osi 
pionowej), odniesioną do wytężenia po-
czątkowego 
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Należy podkreślić, że war-
tości pokazane na wykresie są wynikami 
badania relaksacji przy wytężeniu stałym 
na poziomie 60%,70% i 80% oraz czasie 
trwania badania równym 1000 godz. Cał-
kowitą wartość relaksacji Δσpr przyjmuje się 
dwukrotnie wyższą od wartości z wykresu 
Δσprp. Aby uwzględnić zmienne warunki 
procesu (równoległy postęp skurczu i peł-
zania betonu, które zmniejszają wstępne 
odkształcenie stali), wytężenie początkowe 
przyjmowano obniżone o 30% szacowa-
nych strat opóźnionych w postaci:
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gdzie:  Δσp,c+s+r– założona łączna wielkość 
strat wywołanych efektami reologicznymi, 
którą po zakończeniu obliczeń strat należy 
skorygować. W uproszczeniu dla budynków 
można było przyjmować także:

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

!  dla 𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

! 𝛼𝛼! 𝛼𝛼! dla 𝑓𝑓!" > 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

 
𝛽𝛽 𝑓𝑓!" = !",!

!!"
𝑓𝑓!"  

 
𝛽𝛽 𝑡𝑡! = !

!,!!!!
!,!"  

 
ℎ! =

!!!
!

 –  

𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝛽𝛽! + 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

!,!
 

𝛽𝛽! = 1,5 1 + 0,012𝑅𝑅𝑅𝑅 !" ℎ! + 250            𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑤𝑤𝑤𝑤ę𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑛𝑛𝑛𝑛ż  1500            𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 
𝛽𝛽! = 1,5 1 + 0,012𝑅𝑅𝑅𝑅 !" ℎ! + 250𝛼𝛼!            𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑤𝑤𝑤𝑤ę𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑛𝑛𝑛𝑛ż  1500𝛼𝛼!            𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑓𝑓!"
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𝛼𝛼 = 1      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑅𝑅
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∆𝜎𝜎!"
𝜎𝜎!"

= 1,98𝜌𝜌!"""𝑒𝑒!!
𝑡𝑡

1000

!,!" !!!
10!! 

 
 

2 ∆!!"
!!"

= 0,66𝜌𝜌!"""𝑒𝑒!,!!
!

!"""

!,!" !!!
10!! 

ŚWIAT  Konstrukcje sprężone
𝜑𝜑!" = 1 +

!!!"!""
!,! !!

!  dla 𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

! 𝛼𝛼! 𝛼𝛼! dla 𝑓𝑓!" > 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

 
𝛽𝛽 𝑓𝑓!" = !",!

!!"
𝑓𝑓!"  

 
𝛽𝛽 𝑡𝑡! = !

!,!!!!
!,!"  

 
ℎ! =

!!!
!

 –  

𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝛽𝛽! + 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

!,!
 

𝛽𝛽! = 1,5 1 + 0,012𝑅𝑅𝑅𝑅 !" ℎ! + 250            𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑤𝑤𝑤𝑤ę𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑛𝑛𝑛𝑛ż  1500            𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 
𝛽𝛽! = 1,5 1 + 0,012𝑅𝑅𝑅𝑅 !" ℎ! + 250𝛼𝛼!            𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑤𝑤𝑤𝑤ę𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑛𝑛𝑛𝑛ż  1500𝛼𝛼!            𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑓𝑓!"

≥ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 
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Ryc. 2. Graficzna metoda określenia strat wywołanych relaksacją stali sprężającej (PN-B-03264:1999)



Podejście proponowane w normie Eu-
rokod 2 [1] jest oparte na wzorach em-
pirycznych opartych na wyrażeniach wy-
kładniczych. Norma twierdzi, że „straty od 
relaksacji można otrzymać ze świadectw 
z badań prowadzonych przez producentów 
lub można je określać, stosując jeden z po-
danych poniżej wzorów”. Takie określenie 
strat dotyczy procesu relaksacji prostej (bez 
zmian naprężeń początkowych), przez co 
w przypadku obiektów budowanych eta-
powo uzyskane wartości mogą odbiegać 
od ich rzeczywistej pracy. Podane w normie 
wzory uzależniają stratę od wytężenia stali 
μ, podając następujące formuły:
�� dla prętów sprężających 

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

!  dla 𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

! 𝛼𝛼! 𝛼𝛼! dla 𝑓𝑓!" > 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

 
𝛽𝛽 𝑓𝑓!" = !",!

!!"
𝑓𝑓!"  

 
𝛽𝛽 𝑡𝑡! = !
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ℎ! =
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 –  

𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝛽𝛽! + 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!
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𝛽𝛽! = 1,5 1 + 0,012𝑅𝑅𝑅𝑅 !" ℎ! + 250            𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑤𝑤𝑤𝑤ę𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑛𝑛𝑛𝑛ż  1500            𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 
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𝛼𝛼 = 0      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑁𝑁
𝛼𝛼 = 1      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑅𝑅
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�� dla drutów i splotów sprężających klasy 2 

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

!  dla 𝑓𝑓!" ≤ 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

𝜑𝜑!" = 1 +
!!!"!""
!,! !!

! 𝛼𝛼! 𝛼𝛼! dla 𝑓𝑓!" > 35𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

 
𝛽𝛽 𝑓𝑓!" = !",!

!!"
𝑓𝑓!"  

 
𝛽𝛽 𝑡𝑡! = !

!,!!!!
!,!"  

 
ℎ! =
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𝛽𝛽! 𝑡𝑡, 𝑡𝑡! =
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!

𝛽𝛽! + 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡!
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�� dla drutów i splotów sprężających klasy 1 
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2.3.6. Łączne straty reologiczne
Mimo że opisane powyżej procesy reolo-

giczne postępują równolegle i nie można 
zaprzeczyć ich wzajemnym wpływom, 
obliczenia strat wywołanych skurczem 
i pełzaniem betonu oraz relaksacją stali 
sprężającej sprowadzają się do dodania do 
siebie ich skutków wyznaczonych w naprę-
żeniach, a następnie skorygowania uzyska-
nej wartości z uwagi na geometrię prze-
kroju oraz charakterystyki materiałowe.

Sformułowanie strat opóźnionych ma 
postać:
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W powyższym wzorze:
�� część straty wywołana przez skurcz be-
tonu to iloczyn przyrostu odkształcenia 
skurczu εcs(t,to) i modułu sprężystości 
stali sprężającej pE ;

�� część straty wywołana przez relaksację 
stali sprężającej wynosi Δσp,r (t,to); 

�� część straty wywołana przez pełzanie 
betonu jest oparta na wartości współ-
czynnika pełzania φ (t,to).

Łączne straty opóźnione są korygowane 
w zależności od sztywności przekroju, za-
leżnej od cech materiału i geometrii, co ma 
odzwierciedlenie w mianowniku.

Takie określenie strat odpowiada pracy 
elementów konstrukcyjnych wykonywanych 
w jednym etapie i użytkowanych w warun-
kach reprezentowanych przez stabilny mo-
del obliczeniowy. Dla przypadków bardziej 
złożonych (obiekty budowane etapowo lub 
obciążane w różnych okresach) norma prze-
widuje jedynie korektę sposobu wyznaczenia 
straty wywołanej relaksacją stali sprężającej. 
Zmienne warunki skurczu, o ile występują, 
można uwzględnić, wykorzystując kilku-
krotnie to samo podejście obliczeniowe. 
Zarówno obiekty z betonu, które przez kilka 
miesięcy po zabetonowaniu i rozdeskowaniu 
oddają wilgoć do otoczenia, a następnie są 
pokrywane szczelną powłoką malarską, jak 
i obiekty budowane etapowo wymagają bar-
dziej złożonego podejścia obliczeniowego, 
w którym procesy są rozważane sukcesywnie 
w kolejnych przedziałach czasowych.

2.4. Siła po stratach

Siła sprężająca po wszystkich stratach, 
nazywana trwałą siłą sprężającą,  jest okre-
ślana na podstawie siły początkowej 0P :
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Naprężenia trwałe w cięgnach sprężają-
cych po wszystkich stratach nie powinny 
przekraczać granicy, która odpowiada gra-
nicy relaksacji.

3. Wartości obliczeniowe siły sprę-
żającej

Po określeniu wartości siły sprężającej 
po wszystkich stratach dokonuje się spraw-

dzenia poziomu naprężeń w materiałach. 
Podstawowym powodem takiej kontroli 
jest konieczność weryfikacji, czy założe-
nia przyjęte w sformułowaniu warunków 
stanów granicznych są zgodne z przewidy-
waną pracą materiałów (brak uplastycz-
nienia, brak lokalnych mikrozarysowań).

Graniczne naprężenia dla stali spręża-
jącej są sprawdzone na wcześniejszych 
etapach obliczeń strat. Naprężenia trwałe 

w betonie powinny spełniać warunki po-
dane w [1], dotyczące zabezpieczenia ele-
mentu przed zarysowaniem oraz przed 
nadmiernym obciążeniem betonu na 
ściskanie. Naprężenia trwałe w betonie 
muszą spełniać nierówność: 
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Przekroczenie powyższego poziomu na-
prężeń uniemożliwia dalsze korzystanie 
z teorii liniowego pełzania i wymaga skory-
gowania wartości współczynnika pełzania 
w obliczeniach ze względu na panujące 
naprężenie rzeczywiste.

Spełnienie powyższych warunków po-
zwala na przeprowadzenie weryfikacji 
nośności elementu, a  także spełnienie 
warunków użytkowalności.

Określona wartość długotrwałej siły spręża-
jącej po wszystkich stratach Pmt jest wartością 
średnią. Sprawdzenie stanów granicznych no-
śności (SGN) wymaga wykorzystania wartości 
obliczeniowych siły sprężającej dla SGN.

Obliczeniowa siła sprężająca:
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gdzie γp ma wartość zależną od sposobu 
działania siły sprężającej.

Stany graniczne użytkowalności (SGU) 
elementów sprężonych sprawdza się przy 
wykorzystaniu wartości obliczeniowych 
dla SGU (dawniej nazywanych wartościami 
charakterystycznymi):
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Wartości współczynników przyjmuje się 
następująco:

Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  7d	
  proszę	
  połączyć	
  akapit	
  „Należy	
  również…”	
  z	
  poprzednim	
  

Str.	
  5	
  kol	
  lewa	
  linia	
  3d	
  proszę	
  usunąć	
  „w	
  MPa”	
  z	
  początku	
  linii	
  

Str.	
  5	
  kol	
  srodek	
  linia	
  5	
  d	
  zamiast	
  „pozwalała”	
  jest	
  „pozwala”	
  

Str.	
  5	
  kol	
  prawa	
  linia	
  17d	
  zamiast	
  „na	
  poziomie	
  70%”	
  jest	
  „na	
  poziomie	
  60%,	
  70%	
  i	
  80%”	
  

Str.	
  6	
  kol	
  lewa	
  linia	
  2g	
  po	
  „Eurokod	
  2”	
  dodaję	
  [1]	
  

Str.	
  6	
  kol	
  lewa	
  linia	
  12g	
  zamiast	
  „jej”	
  jest	
  „ich”	
  

Str.	
  6	
  kol	
  srodek	
  linia	
  16d	
  po	
  „granicy	
  relaksacji.”	
  Dodaję	
  wzór:	
  

pkpmt f65,0max =σ 	
  

Str.	
   6	
   kol	
   prawa	
  przesunięcie	
  wzoru	
  drugiego	
   i	
   dwóch	
   linii	
   poniżej	
   („gdzie	
  𝛾𝛾!	
  ma	
  wartość…”)o	
  dwa	
  

akapity	
  niżej,	
  nad	
  „Stany	
  graniczne	
  użytkowalności…”	
  

Str.	
  6	
  kol	
  prawa	
  po	
  akapicie	
  kończącym	
  się	
  na	
  „siły	
  sprężającej	
  dla	
  SGN.”	
  Początek	
  kolejnego	
  akapitu:	
  
„Obliczeniowa	
  siła	
  sprężająca”,	
  po	
  niej	
  jest	
  przeniesiony	
  wzór	
    

𝑃𝑃! = 𝛾𝛾!𝑃𝑃!"	
  

Str, 6 kol prawa linia 18d korekta wzoru zamiast: 
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nie kroki pozwalające na potwierdzenie 
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, dla elementów 
strunobetonowych oraz cięgien bez przy-
czepności,
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 dla elementów 
kablobetonowych z przyczepnością.

Tak określone siły są następnie wyko-
rzystywane do sprawdzania stanów gra-
nicznych konstrukcji.
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Str.	
  4	
  kol	
  prawa	
  linia	
  7d	
  proszę	
  połączyć	
  akapit	
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  z	
  poprzednim	
  

Str.	
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  80%”	
  

Str.	
  6	
  kol	
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  „granicy	
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  Dodaję	
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