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Streszczenie. W pracy zanalizowano problem propagacji stabonieliniowych plaskich fal elektroma-
gnetycznych w nieliniowych, izotropowych dielektrykach. Stosujac metode stabonieliniowej asymp-
totyki, wyprowadzono kwadratowo-nieliniowe réwnania transportu dla amplitud tych fal. Wykazano,
ze warunkiem uzyskania kwadratowo-nieliniowych réwnan transportu dla fal elektromagnetycznych
w nieliniowym izotropowym dielektryku jest nieznikanie sktadowej poprzecznej pola elektrycznego
w stanie poczatkowym. Obliczono explicite wspétczynnik samooddzialywania fal wystepujacy w tych
réwnaniach transportu. Wynik zilustrowano na przykladzie o$rodka Kerra.

Stowa kluczowe: propagacja fal elektromagnetycznych, nieliniowe izotropowe dielektryki, stabonie-
liniowa asymptotyka, kwadratowo-nieliniowe réwnania transportu

1. Wstep

Fale elektromagnetyczne maja ogromne zastosowanie w nauce oraz technice,
zaréwno tej cywilnej, jak i wojskowej. Ich wykorzystanie stalo si¢ mozliwe dzieki
teorii stworzonej przez Maxwella [1]. Prace takich uczonych jak Oersted, Ampere,
Gauss czy Faraday doprowadzily Jamesa Clerka Maxwella w latach 1854-1864 do
opracowania teorii pola elektromagnetycznego i sformulowania stynnych réwnan*

* Wspolczesna postaé rownan Maxwella podat Oliver Heaviside [2], ktory wyrazil je jako pierwszy

w jezyku analizy wektorowej. Oryginalne réwnania Maxwella w [1] byly zapisane za pomoca
rachunku kwaternionéw.
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rzadzacych makroskopows elektrodynamika. Po opublikowaniu ksigzki Maxwella
[1] nastapit bujny rozwdj zastosowan teorii elektromagnetyzmu. Radio, telegraf, te-
lefon, radar, telewizor czy laser to tylko niektdre przyktady urzadzen, ktére powstaty
z wykorzystaniem tej teorii. Fale elektromagnetyczne stuza nie tylko do przesylania
informacji, lecz takze na przyktad do uzyskania wiadomosci o wewnetrznej struk-
turze obiektu poddanego ich dzialaniu. Wykorzystywane w medycynie rezonans
magnetyczny czy tomografia komputerowa sg przykladami takiego wlasnie ich uzy-
cia. Zakres wykorzystania makroskopowej teorii fal elektromagnetycznych rozciaga
sie od kilkudziesieciu Hertzéw do az 10'7 Hz w przypadku promieni Roentgena.
Odpowiada to dlugo$ciom fal od 10” metra az do 10~° metra.

Podstawy teorii propagacji fal elektromagnetycznych w nieliniowych o$rod-
kach pod nazwg ,,Nieliniowa optyka” przedstawione sa np. w podrecznikach [3-5].
W ksigzkach tych zaprezentowane s rézne aspekty zagadnienia rozprzestrzeniania
sie fal w nieliniowych materiatach, w szczegélnosci np. generacja drugiej harmoniki,
rezonansowe oddzialywanie fal itd.

W naszej pracy koncentrujemy si¢ na wyprowadzeniu réwnan transportu dla
amplitud fal elektromagnetycznych propagujacych si¢ w nieliniowych, izotropowych
dielektrykach. Na ogo6! rownania te charakteryzujg si¢ szeScienna nieliniowoscia.
Oryginalnym rezultatem pracy jest znalezienie warunkéw na dane poczatkowe, przy
ktorych otrzymujemy kwadratowo-nieliniowe réwnania transportu dla amplitud
tych fal. Warunki te s sformutowane w twierdzeniu 1.

Uktlad pracy jest nastepujacy: po wstepie prezentujemy réwnania Maxwella
dla nieliniowych dielektrykéw zapisane w postaci quasi-liniowego uktadu réwnan
czastkowych pierwszego rzedu. W czesci trzeciej wyprowadzamy rownania dla fal
plaskich, a nastepnie, w czgsci czwartej, obliczamy predkosci fazowe tych fal (war-
tosci wlasne macierzy A(u)) iich polaryzacje (wektory wlasne tej macierzy). Czes¢
piata zawiera szczegolowe przedstawienie metody stabonieliniowej asymptotyki oraz
wyprowadzenie kwadratowo-nieliniowych réwnan transportu. Na zakonczenie tej
czesci sformutowany jest glowny rezultat pracy w postaci twierdzenia 1. Rozstrzyga
ono, dla jakich stanéw poczatkowych istnieja kwadratowo-nieliniowe réwnania
transportu dla quasi-poprzecznych fal elektromagnetycznych w nieliniowych izo-
tropowych dielektrykach.

2. Réwnania Maxwella dla nieliniowych dielektrykow

Rozwazmy réwnania Maxwella (por. [6]):

a—B=—r0tE, a—DzrotH, (1)
ot ot
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divB =0, divD =0, (2)

gdzie wektory D, B, E i H oznaczaja odpowiednio wektory indukcji elektrycznej
i magnetycznej oraz wektory natezenia pola elektrycznego i magnetycznego.

Nietrudno jest pokaza¢, ze jezeli warunki (2) sg spelnione w pewnej chwili
czasu t = t;, to s one takze spelnione w dowolnej chwili czasu ¢ > t;, bedziemy wiec
traktowac te warunki jako ograniczenia na dane poczatkowe. Poniewaz interesuje
nas propagacja fal elektromagnetycznych w nieliniowych dielektrykach, zasadni-
czymi réwnaniami do ich opisu beda réwnania (1) uzupelnione poprzez zwiazki
konstytutywne dla nieliniowych dielektrykow:

D=c€&(E)E, B=uH, (3)

gdzie E(E) jest funkcjg klasy C?, a € oraz u sg stale.
Po wstawieniu relacji (3) do (1), uwzgledniajac, ze
oD & o€ OF, OE
—=€ ) — E+e€
Jot ‘S OE, ot ot

oraz
JB_ OH
a Mo

otrzymujemy réwnania, przy pomocy ktérych mozemy zapisa¢ rownania Maxwella
(1) w jednolitej postaci quasi-liniowego uktadu réwnan czastkowych pierwszego
rzedu
Ju &, Ou
A (u)—+ YA —=0, 4
0()8t ;"axj )

gdzie u (t, x) =[E (t, x),H (t, x)]T.

Macierz A, ma nastepujaca postac

& 0
€ E() j’ %)

A"(u)z( 0 ul

gdzie
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o€ E+E o€ E o€ £
oE, oE, OE,
o€ o€ o€
E(u)=| —E —FE +& —F . 6
() 0E, ° OE, ° 0E, ° (6)
0€ 0E 0E
—~E —E —E+¢&
0E, 0E, ° 0K, o

Natomiast macierze A; maja postac:

J Kf 0) (7)
gdzie
0O 0 O 0 0 -1 0 1
K =/0 0 1|, K,=/0 0 0|, K;=-1 0
0 -1 0 1 0 O 0 0

3. Elektromagnetyczne fale plaskie

Interesuje nas propagacja fal ptaskich. W idealnym jednorodnym i izotropowym
dielektryku nie wystepuja swobodne fadunki, a parametry elektryczne nie zaleza od
wspolrzednych punktu obserwacji. Mozna wowczas znalez¢ rozwigzanie réwnan
Maxwella, ktére zalezy wylacznie od wspolrzednej wzdluz jednego kierunku i jest
niezmienne w kazdej plaszczyznie prostopadlej do tego kierunku. Pole elektroma-
gnetyczne odpowiadajace temu rozwigzaniu nazywa sie ptaska falg elektromagne-
tyczng. Ograniczenie zagadnienia do fal ptaskich pozwala na sprowadzenie analizy
problemu w trzech wymiarach przestrzennych do zagadnienia jednowymiarowego
okreslonego przez kierunek fali ptaskiej. Zakladamy, ze:

u(t,x)zu(t,n-x)zu(t,x), (8)
gdzie n=[n,,n,,n,]", x=[x,x,,%,]", x=n-x=nx, +n,x, + n,x, — kierunek pro-
pagacji fali plaskiej.

Mamy

du Jdudx  Jdu
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wiec

3 Ju Ju
ZAf o T A g, AL

Jj=1
gdzie przyjelismy, ze \
Am)=Y4n,. (9)

J=1

Zatem uklad réwnan (4) w przypadku fal plaskich sprowadza si¢ do ukladu

Ao(u)%—l;+A( >?,: 0, (10)
przy czym
0 K(n
A(n)=(K(n)T g )j, (11)
gdzie
0 n, -n
K(n)=|-n, 0 n
n, -n 0

Zakladajac, ze macierz Ay(u) z (5) jest nieosobliwa, mozemy przeksztalci¢ uktad
(10) do nastepujacej postaci:

Jdu Ju
—+A 0, 12
o TAwmS (12
gdzie
A(u,n)=A;' (u)A(n), (13)
przy czym A(n) jest takie jak w (11), za$
. e'€'m) 0
Aol(u)z( 0 ﬂ_lJ. (14)

4. Warto$ci i wektory wlasne

Policzymy teraz warto$ci wlasne A; macierzy A(u, n), czyli pierwiastki rownania
det(A(u,n)—4,1)=0. Sg to predkosci fal elektromagnetycznych w nieliniowym
dielektryku scharakteryzowanym przez funkcje E(E).
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Bez zmniejszania ogolnosci rozwazan przy rozpatrywaniu osrodka izotropowego
wystarczy zatozy¢, ze wektor n ma postaé n = [1, 0, 0] . Wtedy macierz

0 0
K(n)=K=/0 0 1|, (15)
-1 0
s 0 e'g'wK
Alu,n)=A(u)= . 16
=at{ o < 5] 16
Wartosci wlasne macierzy A(u) sa nastepujace:
A,=4,=0 (17)
oraz
1 JE+E E
Ay=m——=4,, A =— =, (18)

3= = Ay 5
JE(E 3
VNBLE) v\/82+28’jEj
=1

gdzie € =%, a v=4€eu.

J

‘ 3
Zaktadamy, ze €>0, E+& E, >0 oraz & +28’jEj >0. Gwarantuje to rze-
=1

czywisto$¢ wartosci whasnych A;, co implikuje hiperbolicznos¢ uktadu (12).

Odpowiadajgce wartosciom wlasnym A; wektory wlasne r; majg nastepujacy
postac:

r, =[1,0,0,0,0,0]",
r, =[0,0,0,1,0,0]",
r,=[0,u1,E,,~1rE,.0.€,.€,]
r, =[0,u2,€,,~uA,E,,0,€,,€,] .

T
v, =[-VEE, (€,E, + € ,E ) v& A E, v& A E, 0.~ E Ay By |
T

v, =|VEE, (€, +€,E) V& A E, vE€ A By 0.~ E A E A |

Mamy wiec dwie pary fal, z ktérych jedna (z indeksami 3 i 4) jest spolaryzowana
poprzecznie, a druga (z indeksami 5 i 6) quasi-poprzecznie. Zbadamy, czy fale te
spelniaja warunek istotnej nieliniowosci Laxa (por. [7]):
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[V,2, ()]r, (u) % 0. (19)
Oznaczajac lewg strong tej nieréwnosci jako I'j(u), mamy
dlaj=34
I'y(u)=1",(u)=0 dlakazdego u, (20)
natomiast dla j = 5,6 s \
N E.E|E(E+EE)+E EE+ Zs,jEj)}
L) =T¢(u)=- = 3 =
2¢(E+E,E)(€+ D€ E)E
j=1

(21)

Zatem tylko fale oznaczone indeksami 5 i 6 moga by¢ istotnie nieliniowe, natomiast
fale z indeksami 3 i 4 sg liniowo zdegenerowane i nie spetniaja warunku Laxa (por. [7]).

5. Stabonieliniowa asymptotyka

Chcemy wyprowadzi¢ réwnania transportu dla amplitud fal elektromagnetycz-
nych propagujacych si¢ w nieliniowych, izotropowych dielektrykach. W tym celu
zastosujemy metode stabonieliniowej asymptotyki [8, 9]. Zakladamy, ze staly stan
poczatkowy jest zaburzony przez fale o malej amplitudzie, propagujaca si¢ w stanie
poczatkowym z predkoscia A. Dokonujgc odpowiedniego skalowania (przy pomocy
malego parametru €) w rozwinigciu asymptotycznym, uzyskamy kwadratowo-
-nieliniowe réwnania opisujgce zachowanie si¢ amplitudy tej fali. Wykazemy, ze
dla nieliniowych, izotropowych dielektrykéw warunkiem koniecznym obecnosci
kwadratowej nieliniowosci w réwnaniach transportu jest istnienie niezerowej po-
przecznej sktadowej pola elektrycznego w statym stanie poczatkowym.

W nastepnej czesci omowimy metode stabonieliniowej asymptotyki.

5.1. Rozwiniecie asymptotyczne

Rozwazamy nastepujace zagadnienie Cauchyego:

ou’ Aou’
¥+A(u )g—o (22)

u_, =u, +eu(0,x),

gdzie ¢ jest malym parametrem, wektor u® =[E° (¢,x),H (£,x)]", u, = [E,,H,]" =
= const, a macierz A jest taka sama jak we wzorze (16). Zakladamy, ze A jest jedng
z niezerowych wartosci wlasnych macierzyA (u,).
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Szukamy rozwigzania problemu (22) w postaci
u’ (6,x)=u, +eu, (et,x — At) + &’u, (et,x — A1) + O(?), (23)

gdzie symbol O(¢?) oznacza wyrazy rzedu co najmniej &2,
Zakladamy, ze macierz A(u®) rozwija si¢ w szereg Taylora wokot stalego stanu uy:

A(u)=A(u, +¢i)= A(u,) +eBii +&°Cilli +O(e?), (24)
gdzie
Bi=B a=V, (A(u)d ,
i=B(u )=V, (A, (25)
Ciili = C(u, )adi =V, [V, (A(w)i)i ],
oraz

i=u, +eu, +0(e).

Wprowadzajac nowe zmienne 7 = et oraz 6 = x — At i traktujac je jako zmienne
niezalezne, zastosujemy metode wieloskalowej asymptotyki. W tym celu policzymy
najpierw pochodne, wyrazajac je w nowych zmiennych:

ou’ E)u1 or  0Ju, d6 ,0u,dr ,0u, df ;
WU 20Ot 20OV, 3\
e e AL i v e G

(26)
=£(—l)%+82(%—lau2)+0(e ),
200 or 00
ou’ 8u1 00  ,du, 00 3 du, ,0du
= —=—+0 =e—- —=+0(&’). 2
o = a0 3 O )Tty O @)
Biorac pod uwage (24) oraz (27), mamy
ou’ ou Jdu Jdu
A Alu))=—L+&°| A o
(1) 5 e ) e | A ) 2+ B, St 0,
zatem
A A5 = e Aw) - 1]
! (28)

ou, 8u Ju
Bu,—-+| A(u,)— AL |2+ O(&").
{ + +[ J89}+ (&)
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5.2. Roéwnanie transportu dla amplitud fal

Nastepnym krokiem jest przyréwnanie do zera kolejnych wyrazéw wystepuja-
cych przy tych samych potegach & we wzorze (28):

1) O(g)=0=> [A(uo)—llj%:o,
stad 0
u,(7,0)=0(z,0)r(u,), (29)

gdzie r(u,) = r jest prawym wektorem wlasnym macierzy A(u,), odpowiadajacym
wartosci wlasnej 4, za$ o(t, 0) jest szukang amplituda fali.

2) O(e’)=0=> A(u, - ,11) 8“2 =F, (30)

gdzie przez F oznaczyli$my nastepujace wyrazenie:

du Jdu
F=| 2y, S,
(aﬁ 1ae)

Z alternatywy Fredholma (por. np. [10]) wynika, Ze niejedorodne réwnanie
(30) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wektor JF jest ortogonalny do lewych
wektorow wlasnych macierzy A(uy), to znaczy gdy:

1.F =0, (31)

gdzie 1 = 1(u) jest lewym wektorem wlasnym macierzy A(u,) odpowiadajacym
wartoéci wlasnej 4. Zakladamy, zel - r = 1.

Uwzgledniajac wzor (29) oraz wzér (25), mamy ze wzoru (31):

do do
1 ra—+l -V [ (u )r]r‘ru“ a£=0,

skad otrzymujemy szukane réwnanie transportu (nielepkie rownanie Burgersa):

—+T'o—=0, (32)
gdzie or 20

I'= uo —l( [A r]ruzuo), (33)

nazywamy wspoéltczynnikiem samooddzialywania fali.
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Zbadamy teraz, czy mozliwe jest, aby dla nieliniowych izotropowych dielektry-
kéw ten wspdtczynnik byt rézny od zera. Wykazemy, ze zalezy to od postaci statego
stanu poczatkowego u, = [E,,H,]", a doktadniej od wektora E,. Z uwagi na fakt,
ze fale z indeksami 3 i 4 s liniowo zdegenerowane (20), interesowa¢ nas beda
tylko fale z indeksami 5 i 6. Rozwazymy cztery stany poczatkowe, ktére pokrywaja
wszystkie mozliwosci:

a) E,=1[0,0,0]" =[0,0]",

b) Eo = [E()H ,O’O]T = [E()H 90]T >

o) E,=[0,E,,E;] =[0,E, T,

d E,= [E019E029E03]T = [E0||9E0L]T9

gdzie £ #0 oraz E;, #0.

W przypadku a), gdy w stanie poczatkowym wystepuja wylacznie zerowe skla-
dowe pola elektrycznego, mamy:
€
I'(u,)=-—2 .
( 0) e 82 ‘u:uo

W przypadku b), gdy w stanie poczatkowym wystepuje niezerowa tylko skltadowa
podluzna pola elektrycznego, zas skladowe poprzeczne sg zerowe, wspotczynnik
samooddziatywania fal przyjmuje postac:

T (uy)=

8,2
€E[E+EE}, .,

Wiadomo, ze dla o$rodka izotropowego € = 8(|E|2), skad wynika, ze 82‘,‘:,‘0 =0,
wiec w obu przypadkach, gdy stan poczatkowy jest postaci a) lub b), to I'(u,) = 0.
Obliczymy teraz explicite wspdlczynnik I'(uy) w przypadkach c) i d). Dla danych

poczatkowych postaci c), to jest gdy E, = [0,E,,,E,]" # 0, mamy dla pary fal quasi-
-poprzecznych

8,2E02 + 8,3E03
2€(E+€,E,+E,E,)

T (u,)=-

Natomiast dla danych poczatkowych postacid), tojestgdy E, = [E,,,E,,Ey;]' #0,
analogiczny wspotczynnik:
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3 3
N €,E,|E(E+E E,)+E,E, (E+ Y E E,)
k=2

Jj=1

I (u,)=-

2¢(E+E,E, )€+ ie,onj)zs
Jj=1

Whioskujemy stad, ze istnienie w stanie poczatkowym niezerowej skladowej
poprzecznej pola elektrycznego implikuje fakt nieznikania wspétczynnika I'(u,) wy-
stepujacego w rownaniach transportu (32). Wniosek ten sformutujemy nastepujaco:

Twierdzenie 1

Nielepkie rownanie Burgersa (32) z kwadratowa nieliniowo$cig jest nieliniowym
réwnaniem transportu dla amplitudy quasi-poprzecznej fali elektromagnetycznej
w nieliniowym izotropowym dielektryku pod warunkiem, ze w stanie poczatkowym
przynajmniej jedna ze sktadowych poprzecznych pola elektrycznego jest niezerowa.

Przyklad 1

Osrodek Kerra

Rezultat przedstawiony w twierdzeniu zilustrujemy na przykladzie izotropowego
os$rodka Kerra, dla ktérego:

¢(|E[')=c, +c,E-E
(Ef)=c, +c.EE,

gdzie ¢, oraz c, sa stalymi materiatowymi.
Zakladajac stan poczatkowy taki jak w przypadku c), mamy:

3c, |EOl

€(c, +3c, |E0J_|2 )’ ‘

|2

F(“0):_

Natomiast gdy stan poczatkowy jest taki jak w przypadku d), to:

2 ) 2\ TP ) 2
3, |E,, | {[c0+c2 (3Ea7 +[Eaf) | -4Ey7 B, }

€ (CO +c, |E0|2)(CO +3c, |E0|2)(c0 +c, (3E0”2 + |E0L|2 ))

F(u )=—

0
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6. Uwagi koncowe

W pracy wyprowadzono réwnania transportu dla amplitud quasi-poprzecz-

nych fal elektromagnetycznych propagujacych si¢ w izotropowym nieliniowym
dielektryku. W przeciwienstwie do typowej sytuacji, gdzie réwnania ewolucyjne dla
fal quasi-poprzecznych w izotropowym osrodku i zerowym stanie poczatkowym
zawierajg sze$cienng nieliniowo$¢, znalezlismy przypadki, gdzie ta nieliniowos¢
moze by¢ kwadratowa. Wplyw na to ma stan poczatkowy. Wykazalismy, ze istnienie
niezerowych sktadowych pola elektrycznego w stanie poczatkowym sprawia, ze
wspolczynniki samoodziatywania fal, ktére wystepuja przy cztonach kwadratowo-
-nieliniowych w réwnaniach transportu, stajg si¢ rézne od zera.
Podobna sytuacja moze miec tez miejsce, gdy zamiast osrodka izotropowego roz-
wazymy osrodki anizotropowe. Taka analiza, ale w przypadku fal sprezystych dla
o$rodkéw anizotropowych, zostala przeprowadzona migdzy innymi w pracach [11],
[12], gdzie wykazano, ze kwadratowa nieliniowos$¢ pojawia sie dla nieliniowych
plaskich fal quasi-poprzecznych, gdy wybierzemy specjalny kierunek ich propagacji.
Kwadratowa nieliniowo$¢ jest $cisle zwigzana z wystepowaniem nieciaglosci,
a w szczegdlnosci powstawaniem fal uderzeniowych. Analiza tego typu zjawisk
bedzie tematem kolejnych prac autoréw. Warto podkresli¢, ze w cyklu prac (Gawi-
necki et al. [13-15]) przedstawiono matematyczng analiz¢ zwigzang z implikacjami,
jakie wnosi kwadratowa nieliniowo$¢ na zachowanie fal sprezystych, w szczegdélnosci
na powstawanie niecigglodci i tzw. ,,blow-up”. Podobne zjawiska mozna réwniez
zaobserwowac dla fal elekromagnetycznych opisanych przez réwnania ewolucyjne
z kwadratowg nieliniowoscig.
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W. DOMANSKI, M. LIPINSKA

Transport equations for the amplitudes of electromagnetic waves
in nonlinear isotropic dielectrics

Abstract. Propagation of weakly nonlinear plane electromagnetic waves in nonlinear isotropic dielectrics
was analyzed. Transport evolution equations for waves’ amplitudes with quadratic nonlinearity were
derived using the method of weakly nonlinear asymptotics. It was shown that in order to obtain
quadratically nonlinear transport equations for waves’ amplitudes it is necessary to have a nonzero
transverse component of the electric field in the initial state. The (so called self-interaction) coefficients
which appear in these equations were calculated explicitly. The result was illustrated by the example
of Kerr medium.

Keywords: propagation of electromagnetic waves, nonlinear isotropic dielectrics, weakly nonlinear
asymptotics, transport equations with quadratic nonlinearity






