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Obliczanie przesunięć osi toru 
przy modernizacji układów geometrycznych1

Streszczenie. Jednym z istotnych problemów przy modernizacji dróg kolejowych jest zapro-
jektowanie nowych układów geometrycznych torów, które będą spełniały założone parametry eksplo-
atacyjne. Najczęściej jest to związane ze zwiększeniem prędkości jazdy pociągów, co w konsekwencji 
prowadzi do zmiany promienia łuku kołowego i wydłużenia krzywych przejściowych. W artykule 
przedstawiono algorytmy obliczeń wielkości przesunięć osi toru kolejowego dla różnych układów 
geometrycznych. Szczegółowo omówiono przypadek przejścia z łuku kołowego i parabolicznego na 
łuk kołowy z symetrycznymi krzywymi przejściowymi. Przedstawiono przykład zastosowania pro-
gramu MUGO do obliczeń przesunięć osi toru dla wybranych rozwiązań.

Słowa kluczowe: drogi kolejowe, układy geometryczne torów, modernizacja torów kolejo-
wych

1. Wprowadzenie

Pojęcie terminu modernizacja (fr. modernisation) Słownik Języka Polskiego [16] 
definiuje jako proces unowocześniania lub uwspółcześnienia. Według Dyrektywy 
Parlamentu Europejskiego 2008/57/WE [2] oraz Technicznej Specyfikacji Intero-
peracyjności dla podsystemu „Infrastruktura” [4], modernizację linii kolejowych 
należy rozumieć jako większe prace modyfikacyjne prowadzone w danym podsys-
temie lub jego części, których celem jest poprawienie całkowitych osiągów podsys-
temu. Modernizacja zatem ma na celu poprawę parametrów użytkowych obiektu 
w stosunku do dotychczasowych wartości.

W przypadku drogi kolejowej, poprzez inwestycje modernizacyjne rozumie się 
wykonanie robót, mających na celu uzyskanie podwyższonych (założonych w pro-
jekcie) parametrów techniczno-eksploatacyjnych, poprzez zmianę układu geome-
trycznego toru, w połączeniu z możliwością wymiany podstawowych elementów 
konstrukcyjnych [1,11,12].

Głównym zadaniem modernizacji jest zaprojektowanie takiego układu geome-
trycznego toru, który będzie spełniał założone parametry techniczno-eksploatacyjne, 
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a w szczególności kryterium maksymalnej prędkości jazdy pociągów. Projekt moder-
nizacji powinien zatem uwzględniać dotychczasowy układ geometryczny toru, stan 
istniejącej infrastruktury, jak również aspekty ekonomiczne przebudowy [5, 6, 7].

W wyniku modernizacji następuje przesunięcie osi toru, a w zależności od wielko-
ści tego przesunięcia możemy mówić o regulacji lub przebudowie układu torowego 
[9, 10]. Wartość przesunięcia ma również istotne znaczenie z uwagi na wielkość ro-
bót ziemnych, a tym samym koszty przebudowy. Należy poszukiwać takich rozwią-
zań projektowych, w których wartość przesunięcia osi toru pozwala na zachowanie 
istniejących nasypów lub przekopów przy założonej zwiększonej prędkości [5, 6, 7].

Na obecnym etapie budowy algorytmów obliczeń przesunięć osi toru przy mo-
dernizacji przyjęto dwa podstawowe założenia. Po pierwsze kąt zwrotu trasy dla 
układu istniejącego i projektowanego jest taki sam, a pomiędzy dwiema styczny-
mi przebiega łuk kołowy, koszowy lub paraboliczny. Nowy układ geometryczny 
składa się z łuku kołowego i symetrycznych krzywych przejściowych w postaci 
paraboli trzeciego stopnia.

Na podstawie przyjętych algorytmów przesunięć osi toru opracowany został pro-
gram MUGO (akronim od Modernizacja Układów Geometrycznych tOru) wspo-
magający proces obliczeń, którego podstawowe moduły przedstawia rysunek 1.

Rys. 1. Podstawowe moduły programu MUGO

Na obecnym etapie prac oprogramowano moduł obliczania przesunięcia osi 
toru między układem istniejącym i projektowanym oraz moduł obliczania współ-
rzędnych dowolnego układu geometrycznego [15]. W pracach [6, 7,13-15] przed-
stawione zostały algorytmy obliczeń przesunięć osi toru dla układu geometrycz-
nego składającego się z łuku kołowego i krzywych przejściowych, w którym za-
projektowano wydłużenie krzywych przejściowych i zwiększenie promienia łuku. 
Projektowanie nowego układu geometrycznego w przypadku układu złożonego 
z łuków koszowych przedstawia praca [8].

W artykule omówiono algorytmy obliczeń przesunięć osi toru dla układów 
istniejących w postaci łuków parabolicznych i kołowych.
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2. Charakterystyka stosowanych modeli

W celu obliczenia wartości przesunięć osi toru projektowanego układu geo-
metrycznego względem istniejącego, układy zostały podzielone na strefy, które 
związane są z punktami głównymi łuku (początek, środek i koniec) oraz krzywych 
przejściowych (początek i koniec). Takie podejście pozwala na uproszczenie obli-
czeń i wyodrębnienie sześciu różnych algorytmów, nazwanych modelami.

Na rysunku 2 przedstawiony został podział na strefy i odpowiadające im mo-
dele dla układów geometrycznych składających się z łuków kołowych i symetrycz-
nych krzywych przejściowych [6, 7]. Istniejący łuk kołowy opisany został punkta-
mi B,C (odpowiednio początek i koniec łuku), a krzywe przejściowe punktami A,B 
i D,C (odpowiednio początek i koniec krzywej przejściowej). Projektowany układ 
został opisany przez punkty 0,K (krzywa przejściowa), K,M (łuk kołowy) i N,M 
(krzywa przejściowa). Początek układu współrzędnych znajduje się w punkcie 0 (tj. 
w początku projektowanej krzywej przejściowej), a oś odciętych jest styczną dwóch 
układów geometrycznych.

Obliczenia przesunięć projektowanej osi toru względem układu istniejącego 
wykonywane są według następujących modeli:

LM - nazwany od długości projektowanej krzywej przejściowej LM
. Obejmuje 

obliczenia przesunięć od punktu początkowego 0 do punktu A lub końca 
projektowanej krzywej przejściowej (punkt K). Na rysunku 2 model LM 
ma zastosowanie w przedziale odciętych (0;x

A
>, w którym obliczane są 

wartości rzędnych z dowolnym krokiem.

Rys. 2. Podział układu geometrycznego na strefy i odpowiadające im modele
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LM-L – obejmuje strefę obliczeń od punktu A (początek istniejącej krzywej 
przejściowej - L) do punktu K (koniec projektowanej krzywej przejścio-
wej – L

M
), a zatem mieści się w przedziale odciętych (x

A
;x

K
>. Wartość 

przesunięcia w tym modelu jest różnicą rzędnych krzywej przejściowej - 
projektowanej i istniejącej (rys. 2).

RM-L – model ten obejmuje strefę obliczeń od punktu K (początek nowego 
łuku o promieniu R

M
) do punktu B (koniec istniejącej krzywej przejścio-

wej o długości L) i mieści się w przedziale odciętych (x
K
;x

B
>. Na rysunku 

2 przedstawiono strefę obejmującą obliczenia według tego modelu.
RM-R – obejmuje strefę od punktu B (początek istniejącego łuku) do środka 

łuków kołowych (rys. 2). Obliczenia przesunięć nowego łuku o promie-
niu R

M 
względem łuku istniejącego o promieniu R są wyznaczane wzdłuż 

istniejącego promienia łuku, w przedziale odciętych (x
B
 ;x

S
>.

RM – wykorzystywany jest przy modernizacji łuków kołowych (rys. 3) i koszo-
wych, a obejmuje strefę od punktu K (początek łuku projektowanego) do 
punktu A (początek łuku istniejącego) w przedziale odciętych (x

K
;x

A
>. 

Moduł ten pozwala obliczyć przesunięcie osi projektowanego łuku o pro-
mieniu R

M
 względem stycznej.

LM-R – stosowany przy obliczeniach przesunięć projektowanej krzywej przej-
ściowej o długości L

M
 względem istniejącego łuku kołowego o promieniu 

R (rys. 4) w przedziale odciętych (x
B
 ;x

K
>.

Rys. 3. Strefa obliczeń w modelu RM
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Rys. 4. Strefa obliczeń w modelu LM-R

Przedstawione modele do obliczania przesunięć osi toru projektowanego ukła-
du geometrycznego względem układu istniejącego, pozwalają na analizę warian-
tów modernizacji trasy i wybór najlepszego rozwiązania. W zależności od rodzaju 
istniejącego układu geometrycznego, a w szczególności długości krzywych przej-
ściowych i promienia łuku stosowane są wybrane modele obliczeniowe. Proces 
doboru modeli odbywa się automatycznie w opracowanym programie, co znacznie 
skraca czas obliczeń i pozwala na analizowanie większej liczby rozwiązań dopusz-
czalnych.

Dobór modeli i algorytmy obliczeniowe dla układów, w których wydłużono 
krzywą przejściową i zwiększono promień łuku został przedstawiony w pracach 
[6, 7], a zastosowanie programu MUGO dla tych przypadków w pracach [13-15].

W przypadku modernizacji łuków koszowych bez krzywych przejściowych do 
układu geometrycznego składającego się z łuku kołowego i symetrycznych krzy-
wych przejściowych mogą wystąpić modele LM, RM, LM-R, RM-R, a rozwiązanie 
tego przypadku zostało przedstawione w pracy [8].

3. Łuk paraboliczny

Opracowany algorytm dotyczy istniejącego układu geometrycznego w posta-
ci łuku parabolicznego złożonego z dwóch krzywych przejściowych o długości L 
i promienia R. Modernizację takiego układu (poprzez zwiększenie prędkości) moż-
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na uzyskać projektując w tym miejscu nowy łuk kołowy o promieniu R
M
 z syme-

trycznymi krzywymi przejściowymi o długości L
M
.

Do obliczenia przesunięć osi toru wykorzystywane są cztery modele:
LM - przesunięcia projektowanej krzywej przejściowej względem osi odciętych 

(odcinka toru prostego),
RM-L - przesunięcia projektowanego łuku o promieniu R

M
 względem istnieją-

cej krzywej przejściowej o długości L,
RM - przesunięcia projektowanego łuku o promieniu R

M
 względem osi odcię-

tych,
LM-L - przesunięcia projektowanej krzywej przejściowej L

M
 względem istnie-

jącej krzywej L.
W praktyce obliczenia mogą być wykonane według dwóch wariantów obli-

czeń. Wariant pierwszy wystąpi wówczas, gdy odcięta punktu K (koniec projekto-
wanej krzywej przejściowej) jest krótsza od odciętej punktu A (początku krzywej 
istniejącej). Wówczas obliczenia wykonywane zostaną według trzech modeli: LM, 
RM, RM-L. Wariant drugi obejmuje przypadki, gdy odcięta punktu K jest dłuższa 
od odciętej punktu A. Wówczas obliczenia wykonywane zostaną według modeli: 
LM, LM-L, RM-L (rys. 5).

W pierwszej kolejności należy obliczyć wartości odciętych, od których zależy 
podział układu geometrycznego na strefy obliczeniowe, gdzie zastosowane zostaną 
odpowiednie modele.

Wartość odciętej w punkcie A (odcinek OA) można obliczyć z zależności 
(rys. 5):

	 (1) 
gdzie: 
T0M – długość stycznej układu projektowanego, 
T

0ip 
– długość stycznej układu istniejącego.

Styczną główną układu projektowanego T
OM

 opisuje zależność: 

	
(2) 

gdzie: 
R

M 
- promień projektowanego łuku [m],

n
M 

- przesunięcie łuku do wewnątrz [m],

x
M
 - kąt nachylenia stycznej do krzywej 

w - kąt zwrotu trasy [o].
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Rys. 5. Schemat istniejącego łuku parabolicznego i projektowanego łuku 
z krzywymi przejściowymi - Wariant 2

Przesunięcie łuku do wewnątrz obliczamy z wyrażenia: 

	 (3) 
gdzie:
y

kM
 - rzędna końca krzywej przejściowej ,

L
M
 - długość projektowanej krzywej przejściowej.

Styczną główną istniejącego łuku parabolicznego można wyznaczyć za pomocą 
wyrażenia:

	
(4) 

gdzie: 
R - promień łuku parabolicznego [m],
L - długość istniejącej krzywej przejściowej [m].

Odciętą punktu K (końca projektowanej krzywej przejściowej) wyznacza się 
z zależności:

	 (5)

W opisywanym przypadku występuje symetria układu. Przesunięcia osi toru są 
więc obliczane do punktu S, który wyznacza środek łuku o promieniu R

M
. Odcięta 

punktu S wyznaczana jest za pomocą wyrażenia:

	

(6)

MK Lx =
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4. Łuk kołowy

W przypadku istniejącego układu geometrycznego, w którym występuje tylko 
łuk kołowy o promieniu R bez krzywych przejściowych, modernizacja będzie wy-
magała zaprojektowania nowego łuku kołowego o promieniu R

M
 z symetrycznymi 

krzywymi przejściowymi o długości L
M
.

Do obliczeń przesunięć osi toru projektowanego układu względem układu ist-
niejącego wykorzystuje się cztery modele: LM, LM-R, RM i RMR, a w zależności 
od położenia punktów A i K mogą wystąpić dwa warianty rozwiązania. Pierwszy 
z nich będzie miał miejsce, gdy odcięta punktu K (końca projektowanej krzywej 
przejściowej) jest krótsza od odciętej punktu A (początek łuku kołowego – rys. 6). 
Wówczas obliczenia wykonywane zostaną według modeli: LM, RM i RM-R. Wa-
riant drugi obejmuje przypadki, gdy odcięta punktu K jest dłuższa od odciętej 
punktu A, a obliczenia wykonywane będą według modeli: LM, LM-R i RM-R.

Rys. 6. Schemat istniejącego łuku kołowego i projektowanego łuku kołowego 
z krzywymi przejściowymi - Wariant 1

Wartość odciętej punktu A (odcinek OA) wyznaczana jest z zależności (rys. 6):
	 (7) 
gdzie:
T

0M - styczna układu projektowanego opisana wyrażeniem (2), 
T

0ik - styczna istniejącego łuku kołowego [m].
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Długość stycznej istniejącego łuku kołowego można wyznaczyć korzystając 
z zależności:

	 (8) 

gdzie:
R - promień istniejącego łuku kołowego [m],
w - kąt zwrotu trasy [o].

Długość odciętej xK (końca krzywej przejściowej) wyznaczana jest z zależności 
(5), natomiast długość odciętej xS z wyrażenia (6). 

5. Przykład zastosowania programu MUGO

Istniejący układ geometryczny to łuk paraboliczny o długości krzywych przej-
ściowych L = 129,436 m, promieniu R = 800 m i kącie zwrotu trasy w = 9,25o, 
gdzie maksymalna prędkość jazdy pociągów wynosi V = 120 km/h.

Zaprojektowane zostały trzy nowe układu geometryczne składające się z łuku 
kołowego o promieniu R

M
 z symetrycznymi krzywymi przejściowymi o długości 

L
M
 (tabela 1).

Tabela 1. Parametry nowych układów geometrycznych i maksymalne przesunięcie osi toru
Nr układu RM [m] LM [m] Vmax [km/h] wmax [m]

I 1450 140 160 1,816
II 1700 180 170 2,861
III 3000 140 170 6,587

Do obliczeń przesunięcia osi toru projektowanego układu geometrycznego 
względem układu istniejącego wykorzystano program komputerowy MUGO. Po 
uruchomieniu aplikacji użytkownik wybiera opcje modernizacji układu geome-
trycznego i wprowadza dane (rys. 7). Program oblicza wartości przesunięcia osi 
toru z wybranym krokiem, a wyniki podawane są w tablicy (rys. 8).

Rys. 7. Okno wprowadzania danych i obliczeń
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Rys. 8. Okno z wartościami przesunięć osi toru

Przykład drugi dotyczy istniejący układ geometryczny w postaci łuku kołowe-
go o promieniu R = 800 m i kącie zwrotu trasy w = 9,25o, gdzie maksymalna 
prędkość jazdy pociągów wynosi V = 60 km/h.

Zaprojektowane zostały dwa nowe układu geometryczne składające się z łuku 
kołowego o promieniu R

M
 z symetrycznymi krzywymi przejściowymi o długości 

L
M
 (tabela 2).

Tabela 2. Parametry nowych układów geometrycznych i maksymalne przesunięcie osi toru
Nr układu RM [m] LM [m] Vmax [km/h] wmax [m]

I 950 100 120 0,938
II 1450 140 160 2,698

Do obliczeń przesunięcia osi toru projektowanego układu geometrycznego 
względem układu istniejącego wykorzystano program komputerowy MUGO. Po 
uruchomieniu aplikacji użytkownik wprowadza dane (rys. 9), a obliczone wartości 
przesunięcia osi toru z wybranym krokiem podawane są w tablicy (rys. 10).

Rys. 9. Okno wprowadzania danych i obliczeń
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Rys. 10. Okno z wartościami przesunięć osi toru

6. Wnioski

Na obecnym etapie prac program MUGO pozwala wyznaczyć wartości prze-
sunięć osi toru względem układu istniejącego w postaci łuków kołowych, parabo-
licznych, koszowych i kołowych z krzywymi przejściowymi.

Obliczone wartości przesunięć pozwalają na analizę możliwości modernizacyj-
nych rozpatrywanej linii kolejowej, a w ramach tej analizy podejmowane będą 
decyzje o konieczności przeprojektowywania położenia konstrukcji podtorza (na-
sypów, przekopów).

Dalszy kierunek prac będzie dotyczył optymalizacji projektowanych układów 
geometrycznych z wykorzystaniem algorytmów genetycznych, z jednoczesnym 
uwzględnieniem kosztów wykonania przebudowy i eksploatacji (np. zużycia szyn).
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