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Streszczenie: W artykule przedstawiono metode
wyznaczania iloéci ciepta do ogrzewania i chlodzenia budynku,
wykorzystujaca model budynku w postaci sieci przeptywu ciepta
z elementami galezi 0 skupionych parametrach pojemnosci
i przewodnosci cieplnej. Analogia matematyczna sieci przeptywu
ciepta i sieci elektrycznych pozwala na zastosowanie podobnych
metod rozwigzywania tych uktadow. W artykule opisano metodg
potencjatéw weztowych oraz wskazano jej wady, ktore czesto
uniemozliwiaja zastosowanie tej metody do opisu sieci przeptywu
ciepta w budynku. W dalszej czgsci przedstawiono modyfikacje
metody potencjatldow weztowych, ktora usuwa wykazane wady
metody klasycznej, pozwalajac na opis sieci przeptywu ciepta
w budynku z wykorzystaniem sieci z weztami w ktorych zadane
sg wartoSci temperatury. Przedstawiona metoda pozwala na
automatyczne, komputerowe, formutowanie ukladu réwnan
opisujacych sie¢ przeptywu energii W budynku umozliwiajac
szybkie modyfikowanie schematéw modeli budynku uzywanych
do analiz energetycznych. W przeciwienstwie do rownan
podanych w normie PN EN ISO 13790, opisana metoda nie
wymaga  wyprowadzania nowych rownan  opisujacych
uproszczony godzinowy model dynamiki cieplnej budynku. Uktad
rownan zmodyfikowanego modelu godzinowego budynku moze
by¢ automatycznie generowany na podstawie topologii schematu
modelu przyjetego do obliczen. Na koncu artykutu w dodatku
przedstawiono przyktadowe macierze skladowe galezi oraz
macierz glowng i wektor wyrazow wolnych dla modelu 5R1C
wyznaczony zmodyfikowana metoda potencjatow weztowych.

Stowa kluczowe: Symulacje energetyczne, teoria grafow, model
parametrow skupionych, zmodyfikowana metoda potencjatow
weztowych.

1. WPROWADZENIE

Glownym celem analizy procesOw wymiany ciepla
w stanach nieustalonych jest wyznaczenie zaleznoSci
pozwalajacych na okreSlenie rozkltadu temperatury
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wewnatrz rozpatrywanego ciata, W jego bezposrednim
otoczeniu, w dowolnej chwili czasu. Charakter tych
zaleznos$ci wynika wylacznie z natury zjawiska i zatozen,
jakie beda przyjete do jego opisu. Jezeli przyjmiemy, ze nie
interesuje nas rozktad przestrzenny temperatury wewnatrz
przegrody, przez ktora przenika ciepto, wowczas opis
zjawiska znakomicie si¢ upraszcza i prowadzi do metody
skupionej pojemnosci cieplnej. Pozwala on na wyznaczenie
zmiennej W czasie S$redniej temperatury wewnatrz
przegrody, w warunkach nieustalonej wymiany ciepta
z otoczeniem. Nalezy pamigta¢ 0 przyjetym zatozeniu
i stosowa¢ te¢ metode tylko wtedy, gdy wspotczynnik
przewodnosci cieplnej wewnatrz ciala jest duzy
W poréwnaniu ze wspolczynnikiem przejmowania ciepta na
jego powierzchni.

Przedstawione zalozenia mozna przyja¢ w stosunku do
wigkszosci budynkow, przy czym, warstwy izolacji cieplnej
nie zalicza si¢ do czgséci konstrukcyjnej 0 duzej pojemnosci
cieplnej. Przyjmuje sie, ze wspotczynnik przejmowania
ciepla na powierzchni przegrdd jest maty w porownaniu ze
wspofczynnikiem  przewodnosci  cieplnej  materialow
konstrukcyjnych, co prowadzi do modelu 5R1C skupionej
pojemnosci cieplnej catego budynku [3]. Rozbudowany
model 6R1C [6] ma analog elektryczny w postaci uktadu
potaczonych ze soba szesciu rezystorow i jednego
kondensatora, w ktorym napigcia elektryczne odpowiadaja
roéznicy temperatury, a prady elektryczne strumieniom
ciepta.

Rozwigzanie zagadnienia nieustalonego przeptywu pradu
W sieci zawierajgcej elementy 0 skupionych parametrach
umozliwia wyznaczenie ukladu réwnan uproszczonej
metody godzinowej, ktdra stuzy do obliczania godzinowych
wartosci energii niezbgdnej do ogrzewania albo chtodzenia
budynku. Zastosowanie zmodyfikowanej metody potencja-
6w weztowych umozliwia tworzenie zaréwno prostych jak
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réwniez bardziej ztozonych modeli godzinowych z uwzgle-
dnieniem dynamiki cieplnej.

2. METODA SKUPIONYCH PARAMETROW
CIEPLNYCH

W celu przypomnienia metody skupionej pojemnosci
cieplnej rozwaza si¢ prosty przypadek, w ktéorym cialo
doznaje naglej zmiany parametrow cieplnych otoczenia.
Przykladem, moze by¢ jak na rysunku 1, ogrzane ciato
wrzucone do wody lub przegroda budynku poddana
zmianie temperatury powietrza zewnetrznego. Zaktadajac
duza warto$¢ wspotczynnika przewodzenia ciepta wewnatrz
ciala oraz malg warto§¢ wspolczynnika przejmowania
ciepta na jego powierzchni, przyjmuje si¢ brak zmienno$ci
przestrzennej temperatury wewnatrz cialta w danej chwili
czasu. Warto$¢ poczatkowa temperatury ciata To jest
jednakowa w calej objetosci ciata i jest wigksza niz
temperatura otoczenia, w ktorym to ciato si¢ znalazto T, <
To W poczatkowej chwili czasu t = 0. Ciato bedzie styglo w
czasie t > 0 do momentu, az osiggnie temperatur¢ swojego
otoczenia T.. Zmiana temperatury wewnatrz ciala jest
spowodowana wymiang ciepta migedzy powierzchnig
zewnetrzng ciata a jego otoczeniem.

Rys. 1. Przyktad naglej zmiany parametrow otoczenia ciata
Fig. 1. Example of sudden change of environment parameters

Z prawa Fouriera wynika, Zze przy braku rdéznicy
temperatury przewodno$¢ cieplna materiatu dazy do
nieskonczono$ci, co W rzeczywistosci nigdy nie ma
miejsca. Jednak wlasnie to =zalozenie przy matlych
warto$ciach  wspotczynnika przejmowania ciepta na
powierzchni ciata jest istota metody skupionej pojemnosci
cieplnej. Okreslenie ,,skupiona” jest tu uzasadnione, gdyz
oznacza, ze cala masa ciala skupiona jest w jednym
punkcie. Znika zmienna przestrzenna, a wigc znika gradient
temperatury wewnatrz ciata.

Q=-1Q (€
Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki ilo$¢ energii Q
dostarczonej do ciala 0 masie m i cieple wlasciwym przy
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statej objetosci Cy, ktore nie wykonuje pracy zewnetrznej,
réwna jest zmianie W czasie t jego energii wewngtrznej U:

Q= v _ E[mcv(T -T,)|= mcvd—T @)

dt dt dt

Ilo$¢ ciepta przejmowana na powierzchni ciata roéwna jest

iloczynowi wspolczynnika przejmowania ciepta o, pola

powierzchni ciata As oraz r6éznicy temperatury T pomiedzy
wnetrzem ciala i jego otoczeniem T.:

Q=aA(T-T,) 3)
Wstawiajgc rownania (2) i (3) do réwnania bilansu energii
(1) otrzymuje si¢ zaleznosc:

mc,dT =—aA (T -T,)dt (4)

Po wprowadzeniu pojecia potencjatu temperatury jako
réznicy pomigdzy temperaturag ciala a temperaturg
odniesienia (moze to by¢ na przyktad punkt zero dowolne;j
skali termometrycznej lub temperatura otoczenia ciata):

O=T-T, (5)
i zauwazeniu, ze do = a7 mozna zapisac:
dt dt
pVC,dO =—aA,.6Odt, (6)

gdzie V jest objetoscig ciata, a p jego gestoscia.

Iloczyn gestosci, objetosci i ciepla wlasciwego jest
pojemnoscia  cieplng ciata C, natomiast iloczyn
wspotczynnika przejmowania ciepta a i pola powierzchni
zewngtrzne] jest przewodno$cig cieplna nazywang takze
wspotczynnikiem przenoszenia ciepta H. Odwrotnos¢
przewodnosci cieplnej to opor cieplny R. W zwiazku z tym
réwnanie (6) mozna zapisa¢ W postaci:

do 1
= ™
dt  RC

Metoda skupionych parametréw cieplnych jest bardzo
uzyteczna W analizie nieustalonej wymiany ciepla. Jednak
jej zastosowanie jest ograniczone poprzez Kkryterium
stosowalnosci [5]. Nalezy zatem, gdy ma by¢ ona
zastosowana do rozwigzania analizowanego problemu,
sprawdzi¢ czy zjawisko przejmowania ciepta na
powierzchni ciata jest poréwnywalne z przewodnoS$cia
cieplng w jego wnetrzu. Powszechnie stosowanym
kryterium stosowalnosci metody skupionych parametréw
cieplnych jest wyznaczenie dtugo$ci charakterystyczne;j:

L=—. (8)
A
a nastegpnie wyznaczenie liczby Biota:
. al
Bi=—= 9)
A

Metoda skupionych parametrow cieplnych moze by¢
stosowana w przypadku gdy:

Bi<0,1. (10)



W przypadku wymiany ciepta W przegrodach budynkow
czgsto warunek ten jest spelniony co pozwala zastosowac
metod¢ skupionych parametréw cieplnych w analizie
zapotrzebowania na energi¢ budynkow.

Metoda skupionych parametrow stosowana jest rowniez
wteorii obwodow  elektrycznych. Istnieje  analogia
rébwnania (6) W teorii obwoddw liniowych. Odpowie-
dnikiem procesu wymiany ciepla mi¢dzy cialem a jego
otoczeniem, w metodzie skupionych parametrow cieplnych,
jest przeptyw pradu elektrycznego w ukladzie ztozonym
z rezystora i kondensatora przedstawiony na rysunku 2.
Uktad taki to czwornik RC, ktory jest filtrem
dolnoprzepustowym tlumigcym wymuszenia okresowe o
czestotliwosciach wigkszych niz czgstotliwos¢ graniczna
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Rys. 2. Czwornik RC — analog elektryczny procesu wymiany
ciepta pomiedzy ciatem i otoczeniem

Fig. 2. Two-port RC network — electric analog of lumped
parameters heat exchange between body and its environment

Zgodnie z prawem Ohma spadek napiecia elektrycznego Ur
= U; - U; na oporze réwny jest iloczynowi oporu
elektrycznego R i natgzenia pradu elektrycznego |, ktory
plynie przez ten opor. W przypadku napigcia zmiennego
prawo Ohma mozna zapisac:
Up(®) =1:(OR (11)

Z definicji pojemnos$ci elektrycznej wynika, ze ladunek
elektryczny Q zgromadzony w kondensatorze jest rowny
iloczynowi jego pojemnosci elekirycznej C i napigcia Uc na
jego zaciskach. W wypadku zmiany napigcia na zaciskach
kondensatora mozna zmienny fadunek elektryczny
zmagazynowany W kondensatorze zapisa¢ W postaci

Q(t) =C(V,(t) ~Vypy )-

Korzystajac z definicji pradu elektrycznego zmiennego

(12)

W czasie |(t):dQ prad  elektryczny  tadowania
dt

i roztadowania kondensatora bedzie wynosit:
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dt dt
Po zapisaniu pierwszego prawa Kirchhoffa dla czwornika
RC i wstawieniu do niego wyrazen opisujacych prady
plynace przez rezystor i kondensator otrzymuje si¢
roOwnanie rozniczkowe:

VZ(t) Vl(t) +C dVZ(t) + |2(t) :0
R dt
Przyjmujac, ze prad l»(t) w dowolnej chwili czasu jest
rowny zero, co oznacza brak polaczenia zacisku
z jakimkolwiek innym elementem, oraz przyjmujac, ze
potencjat Vi(t) = Vgng, (zwarcie do zera) otrzymuje si¢
réwnanie:

(13)

(14)

dVv, (t 1
2Ll _ ——=V, (1) (15)
dt RC
Réwnanie (12) jest analogiczne do rownania (7) i opisuje
proces rozladowywania kondensatora 0 pojemnosci

elektrycznej C natadowanego do napigcia poczatkowego
V(0) = Vo przez rezystor o oporze R. Identyczny zwiagzek
ilosciowy opisuje proces stygnigcia rozgrzanego ciala
0 temperaturze poczatkowej To 0 skupionej pojemnosci
cieplnej C i oporze przejmowania ciepta z jego powierzchni
R w otoczeniu o temperaturze nizszej niz temperatura ciata.

3. MODEL BUDYNKU 0]
PARAMETRACH CIEPLNYCH

SKUPIONYCH

W jednowgzlowym modelu cieplnym budynku zaktada sig,
ze caty budynek stanowi jedno ciato 0 skupionej pojemno-
sci cieplnej. Przyjecie tego zatozenia powoduje, ze
wymiana ciepta budynku z otoczeniem jest analogiczna do
stygnacego ciata przedstawionego W poprzedniej czgsci
i opisywana jest tymi samymi rownaniami. W najprostszym
wypadku wszystkie czesci budynku stanowia jedna zwarta
catos¢, ktorg przedstawia si¢ w postaci skupionej
pojemnosci cieplnej C. Pojemno$¢ cieplna konstrukcji jest
analogiem  pojemnosci  elektrycznej  kondensatora
w czworniku RC. Opory przenikania ciepta Ry i Ry przez
powloke zewnetrzng budynku odpowiednio do przestrzeni
zewngtrznej 0 temperaturze @ i przestrzeni wewnetrznej
budynku o temperaturze 6; sg odpowiednikami rezystancji
w obwaodzie elektrycznym. Strumienie ciepta @ri1, Pr2, Dc
i @, ktore odpowiadaja energii doptywajacej do konstrukcji
budynku od strony przestrzeni zewngtrznej, wewnetrzne;j,
energii akumulowanej w masie konstrukcji oraz energii
dostarczanej bezposrednio do konstrukeji budynku, zostaja
zbilansowane zgodnie z pierwszym prawem Kirchhoffa
odpowiadajagcym zasadzie zachowania energii W we¢zle 0
temperaturze 6, bedacej $rednig wartoScig temperatury
budynku w czasie t. Wyznaczajgc przewodnosci cieplne Hi
i Hz bedace odwrotnosciami opordéw cieplnych, réwnanie
bilansu energii dla jednowegztowego modelu cieplnego
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budynku o skupionych parametrach, przedstawionego
w [6], mozna zapisa¢ w postaci:

C(jj—?z—Hl(@—@e)—Hz(@—@i)HD. (16)

Powyzsze rownanie rozniczkowe zwyczajne opisuje $rednig
zmienng W czasie temperatur¢ konstrukcji budynku o
znanej pojemnos$ci cieplnej i znanych przewodnosciach
cieplnych po stronie zewnetrznej i wewnetrznej dla
zmiennych w czasie warto$ci temperatury przestrzeni
zewngtrznej, wewnetrznej i strumienia ciepta dostarczanego
do konstrukcji budynku.

Przedstawiony model budynku o skupionych parametrach
cieplnych moze by¢ rozwijany do coraz Dbardziej
szczegblowych postaci. Wprowadzenie dodatkowych
weztow, dla ktorych wyznacza sie wartosci temperatury
zwigksza zlozono$¢ obliczeniowg modelu. Przyktadowo
wprowadzenie weztow reprezentujacych $rednig tempera-
ture powierzchni wewnetrznych budynku oraz $rednia
temperature powietrza wewnetrznego prowadzi do znanego
modelu 5R1C budynku. Dalsze rozwijanie modeli
skupionych parametréow cieplnych umozliwia uwzglednie-
nie réznych zjawisk cieplnych zachodzacych w analizo-
wanych energetycznie budynkach. Zwigksza to oczywiscie
ztozono$¢ sieci przeptywu energii w tych modelach ale
pozwala precyzyjniej wyznaczaé warto$ci temperatury oraz
strumienie ciepta W poszczegélnych modelowanych
elementach budynkéow.

4. ROZWIAZANIE NUMERYCZNE MODELU
BUDYNKU O SKUPIONYCH PARAMETRACH
CIEPLNYCH

Przedstawione W  poprzednim rozdziale rdéwnanie
rozniczkowe zwyczajne (13) nie nastrecza trudnosci
Wrozwigzaniu W  przypadku prostych  warunkow
brzegowych i poczatkowych. Przyktadowo rozwigzanie
analityczne rownania (7) dla znanej temperatury
poczatkowej To i stalej temperatury otoczenia T., opisuje
wyktadniczg zmiane w czasie temperatury T(t) ciata:

T(M)-T
( ) © _ e—bt, (17)
T,-T,
gdzie:
1 o
=—= —A% (18)
RC pVc,
W  przypadku ztozonych  warunkow  brzegowych

i poczatkowych réwnanie rézniczkowe (16) w wielu
przypadkach nie moze by¢ rozwigzane analitycznie.
Zachodzi to na przyktad w przypadku gdy funkcje
temperatury przestrzeni zewngtrznej 6. 1 przestrzeni
wewnetrzne] budynku 6 nie maja postaci analitycznej
i znane sg w postaci dyskretnej w okre$lonych chwilach
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czasowych. W celu rozwigzania rownania (16) z tak
okre§lonymi warunkami brzegowymi nalezy zastosowac
metod¢ numeryczna. Istnieje wiele metod stosowanych do
rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych.
Najprostsza metoda numeryczng pozwalajaca na
rozwigzanie rownania réozniczkowego zwyczajnego typu:

dy(t) _
gt f(y@)t),

gdzie y(t) jest poszukiwang funkcja czasu t, jest metoda
Eulera, ktora jest zaliczana do grupy metod jawnych.
W metodzie tej zastepuje si¢ pochodng funkcji jej
przyblizeniem w postaci ilorazu réznicowego dla
przyjetego kroku czasu At. W metodzie tej obserwuje si¢
narastajacy btad obliczeniowy zwigzany z tym, ze warto$¢
funkcji z prawej strony rdéwnania przyjmuje wartosci
z poczatku lub konca przyje¢tego przedziatu czasu. Prosta
modyfikacja metody prowadzi do zwigkszenia doktadnosci
obliczen | poprawienia stabilnosci algorytmu. Polega ona
na przyjeciu zatozenia, ze aproksymuje si¢ wartosé
pochodnej funkcji y w polowie dlugosci przedziatu At
zmiennej niezaleznej. Wynika z tego, ze warto$¢ pochodnej
funkcji y jest $rednig arytmetyczng warto$ci funkcji f
obliczonych dla dwoch kolejnych wartosci zmiennej
niezaleznej t odleglych od siebie 0 At=tn-tn-1:

- 1
PE AN =

n n-1

(19)

Dalsza poprawe jakosci i stabilnosci rozwigzania uzyskuje
si¢ stosujac metode Cranka-Nicholsona [4] przyjmujac do
dalszych obliczen wartos¢ funkcji y(t) w chwili n, jako
$rednig arytmetyczng z wyznaczonej wartosci funkcji
w chwili n oraz n-1 z poprzedniego kroku obliczeniowego

You = (yn + yH) /2. Stosujac te metode do réwnania
(16) otrzymuje si¢ zaleznosc:

6,-06 1
CHTH:_E[(H1+H2)@H +(H,+H,)0,,]+o. (21)

W réwnaniu (21) symbol 6, oznacza niewiadomg warto$¢
temperatury konstrukcji budynku w chwili biezacej,
natomiast 6h.1 jest znang wartoscia tej temperatury w chwili
poprzedniej. Wyznaczenie wartosci 6h mozliwe jest po
przeksztalceniu rownania, co prowadzi do zalezno$ci:

0,,(CIA-0,5(H,+H,))+d

= 22
" C/At+0,5(H,+H,) 22)

oraz
0, = (6 +61) +2@“) (23)



gdzie On.1" jest wartoécig przyjmowang W kolejnym kroku
obliczeniowym w rownaniu (22).

Wykorzystujac metode¢ skupionych parametréw cieplnych
ijej analogi¢ elektryczng oraz przedstawione powyzej
rozwigzanie numeryczne mozna budowaé¢ modele wymiany
ciepfa budynku w stanach nieustalonych w oparciu
0 schematy elektryczne. Przykladem moze by¢ model
5R1C z normy PN EN ISO 13790 przedstawiony na
rysunku 3.

W przypadku modeli budynkéw opartych 0 jednoweztowy
model pojemnosci cieplnej rozwigzanie polega na redukcji
uktadu do postaci ktoéra moze by¢ opisana rdéwnaniem (16).
Rozwigzanie dla modelu 5RIC przedstawionego na
rysunku 3 polega na wyznaczeniu w kazdej chwili czasu
trzech warto$ci potencjatow weztowych odpowiadajacych
$redniej temperaturze konstrukcji budynku 6m, $redniej
temperaturze  powierzchni  wewngtrznej  konstrukcji
budynku 65 oraz $redniej temperaturze powietrza
wewnetrznego 6. Zaleznosci te zostaly przedstawione

w pracy [6].

—©

o]
|

—@— Zrodto potencjatu
—@— Zrédto strumienia

Rys. 3. Model 5R1C budynku o skupionych parametrach wg PN
EN 1SO 13790

Fig. 3. Whole building lumped parameters 5R1C model - PN EN
1SO 13790 standard
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Wyznaczone dla przyjetego schematu obliczeniowego
roéwnania pozwalaja na wyznaczanie wartosci potencjalow
weztowych w dowolnej chwili czasu. Jednak tego typu
analiza energetyczna budynku nie pozwala na modyfikacje
modelu. W przypadku jakiejkolwiek zmiany w modelu
budynku wymagane jest ponowne wyznaczenie réwnan
opisujacych model i ich rozwigzanie. Metoda ta nie
pozwala na szybkie zmiany w modelach obliczeniowych
i porownywanie ich pomigdzy sobg. Rozwigzaniem
zagadnienia tworzenia réznorodnych modeli budynkow
0 skupionych parametrach cieplnych jest zastosowanie
teorii grafow do ich opisu wraz z metodami analizy
uktadéw liniowych i nieliniowych opisanych za jej pomoca.

5. TOPOLOGIA SIECI PRZEPLYWU CIEPLA
MODELU BUDYNKU

Sieci przeptywowe 0 skupionych parametrach spetniaja
nastepujace zaleznosci: | i Il prawo Kirchhoffa oraz
rownania charakterystyk galgzi opisujace poszczegodlne
elementy sieci. Pierwsze i drugie prawo Kirchhoffa opisuja
odpowiednio zasade zachowania strumienia oraz zasade
zachowania  potencjalu.  Rdéwnania  charakterystyk
gateziowych opisuja zalezno$¢ pomiedzy strumieniem
energii i potencjatu W poszczegolnych gateziach sieci. Oba
prawa Kirchhoffa sg liniowymi, algebraicznymi wig¢zami
nalozonymi na strumienie energii W gateziach i potencjaty
w weztach sieci przepltywowej, wynikajacymi jedynie
Z potaczen galezi i sa niezalezne od ich charakterystyk.

Sie¢ modelujaca przeptyw ciepta w catym budynku
obejmuje galezie, ktéore polaczone sa w wezlach.
Strumienie ciepta ptynace poszczegdlnymi gateziami sieci
wywotane sg roéznicami temperatury, ktdre przypisane sa
poszczegdlnym weztom sieci. Opis topologiczny sieci
0 parametrach  skupionych wymaga jedynie danych
identyfikujacych potaczenia gatezi. Do opisu topologii sieci
stosuje si¢ teorie grafow [1]. Teoria graféw pomocna jest
w komputerowym formutowaniu roéwnan opisujacych
analizowang sie¢. Umozliwia ona proste modyfikowanie
modelu catego budynku z wykorzystaniem skupionych
parametrow cieplnych jego elementéw. Pelny opis sieci 0
parametrach skupionych musi zawiera¢é nast¢pujace
informacje: sposob potaczenia galezi, przyjete kierunki
przeptywu energii i r6znic potencjatéw oraz charakterystyki
wszystkich galezi sieci. W przypadku opisu sieci przeptywu
ciepta w budynku i jego interakcji ze $rodowiskiem
zewnetrznym, — strumienie ciepta przypisane zostajg
galeziom, natomiast warto$ci temperatury weztom sieci.
Charakterystyka gat¢zi sklada si¢ z zaleznosci pomigdzy
strumieniem ciepla ptynacym dang galezig oraz rdznica
temperatury weztow poczatkowego i koncowego danej
galezi. Zalezno$¢ ta moze by¢ liniowa — jak w przypadku
przewodzenia ciepta lub nieliniowa w przypadku konwekcji
lub promieniowania. Naturalnym sposobem opisu sieci



Narowski P., Zmodyfikowana metoda potencjatow weztowych w analizach energetycznych budynkow

0 parametrach skupionych jest narysowanie grafu zoriento-
wanego z dowolnie przyjetym kierunkiem strumieni W
poszczegodlnych galeziach. Galezie sieci moga zawieraé
elementy charakteryzujace si¢ okreslonymi wlasciwos$ciami
takimi jak zastepcza przewodno$¢ — np. odwrotnos¢ oporu
cieplnego elementu budynku, lub przewodno$¢ zastepcza
wyznaczona dla okreslonej pojemno$ci cieplnej elementu
budynku. Galezie moga rowniez zawiera¢ zrodla strumienia
energii lub potencjatu. Strumien energii promieniowania
stonecznego jest przyktadem zrodta strumienia energii,
natomiast temperatura powietrza zewngtrznego to przyktad
zrodta potencjatu. Istnieje wiele metod matematycznego
opisu grafu skierowanego.

Rys. 4. Przyklad sieci o parametrach skupionych ze Zrddiem
strumienia energii i jej graf skierowany

Fig. 4. Example of lumped parameters network with energy source
and it’s oriented graph

Najczesciej wykorzystywane to listy przylegania, macierze
przylegania oraz macierze wzajemnosci (incydencji).
Informacja zawarta w grafie skierowanym reprezentujgcym
sie¢ 0 parametrach skupionych moze by¢ jednoznacznie
zapisana w macierzy incydencji.

Wykorzystywana w analizie sieci macierz incydencji to

macierz  wierzchotkowo-krawgdziowa A= I:aij ]
mxn

posiada liczbe wierszy m odpowiadajacej liczbie
wierzchotkow grafu oraz liczbe kolumn n odpowiadajacej
liczbie galezi (krawedzi lub tukéw) grafu. W przypadku
sieci przedstawionej na rysunku 4 macierz incydencji
bedzie wymiaru 4 x 6, co odpowiada czterem
wierzchotkom i sze$ciu krawedziom grafu skierowanego
reprezentujacego ta sie¢. Elementy macierzy incydencji
przyjmuja nastgpujace wartosci:

1 jezeli i-ty wierzchotek jest poczatkiem j-tej krawedzi

aij =40 jezelii-ty wierzchotek nie przylega do j-tej krawedzi (24)
-1 jezeli i-ty wierzchotek jest koncem j-tej krawedzi
Zgodnie z przyjetymi powyzej definicjami macierz

incydencji A dla grafu skierowanego z rysunku 4 mozna
zapisac jako:

40

a b ¢ d e f
1 0 1 0 0 -1|1
-1 1 0 0 1 2
A= . (25)
O 0 -1 1 -1 013
0O -1 0 -1 0 114

Wiersze i kolumny macierzy incydencji mozna w dowolny
sposob przestawia¢, co nie powoduje utraty zapisanej
wniej informacji o grafie zorientowanym. Macierz
incydencji grafu A pomnozona przez wektor strumieni
energii (ciepta) @® przeptywajacej W poszczegdlnych
galeziach opisuje uogodlnione na wszystkie wezty | prawo
Kirchhoffa AX® = (), co mozna zapisaé jako:

q)a
1 0 1 0 0 -1| |D, 0
-1'1 0 0 1 O (OR 0
X = . (26)
o 0 -1 1 -1 D, 0
0 -1 0 -1 0 1 D, 0
@,

Wektor roznicy potencjalow dla galezi mozna wyznaczyé
za pomocg iloczynu transponowanej macierzy incydencji
i wektora ~ potencjaldow  wezlowych  (temperatury)

A"x@®=A0®. Dla sieci z rysunku 4 mozna zatem
zapisac:

(1 -1 0 O] [A@, |
0 1 0 -1| [\, ] |AG,
1 0 -1 0| |0,| |A6,
X = (27)
0 0 1 -1||0,| |A9,
0 1 -1 0|0, |AB,
-1 0 0 1 |AO |

Definiujac macierz H 0 wymiarach nxn przewodno$ci
(wspblczynnikdw przenoszenia energii) elementow galezi
grafu, bedacych odwrotno$ciami oporu, jako macierzy
w ktoérej gtowna przekatna zawiera wartosci przewodno$ci
elementow mozna wyznaczy¢ zalezno$¢ pomiedzy
spadkiem potencjatu gatezi i jej strumieniem energii jako
® =HXA®. Jako przyklad zostanie zapisane mnozenie
tych wartosci dla sieci przedstawionej na rysunku 4.



®7H, 0 0 0 0 0]/[a0,
o |0 H 0 0 0 0]|]|a®,
® | |0 0 H 0 0 0]|ae,| (@8
o, /7|0 0 0 H, 0 0|20,
o,| [0 0o 0 0o H, 0] |ae,
® | [0 0 0 0 0 H| |40,

gdzie: Ha=1/Ra, Ho=1/Rp, Hc=1/R¢, Hi=1/Rg, He=0 i H=0.
Teoria grafow dostarcza wiele metod pozwalajacych
W sposOb  szczegdtowy analizowaé zalezno$ci w grafie
zorientowanym opisujacym sie¢ przeptywu energii. Sieci
takie sg najczesciej pierscieniowe. W grafach tych sieci
mozna wyznaczy¢ minimalne drzewo rozpinajace oraz
gatezie domykajace, ktore tworza cykle elementarne
planarnego grafu zorientowanego. Liczba cykli w grafie
zalezy od liczby gatezi b oraz liczby wezlow n i wynosi
c=b—(n-1). Macierze incydencji, drzewa rozpinajacego
oraz dopelnien stuza do wyznaczania ukladow roéwnan
liniowych lub nieliniowych opisujacych wszystkie
zaleznoéci pomiedzy strumieniami energii i potencjatow
w sieciach przeptywowych. W zaleznosci od zastoso-
wanych metod wyznaczania tych réwnan otrzymuje si¢
metode strumieni galeziowych, metode potencjatow
weztowych lub metode strumieni cykli zwang rowniez
metoda oczkowa. W przypadku metod weztowych dla
kazdego wezla sieci bilansowane sg strumienie energii
doptywajacej do wezta, natomiast w przypadku metod
oczkowych  bilansowane sa  spadki  potencjalow
gateziowych cykli grafu. Obie metody maja swoje zalety,
lecz posiadaja rowniez wady, ktore uniemozliwiajg
stosowanie ich do ogdlnego opisu sieci przeptywowych ze
wzgledu na brak mozliwosci opisu dowolnego elementu W
sieci. Metody te podlegajg roéznym modyfikacjom
pozwalajacym na rozwigzywanie danej klasy probleméow w
sieciach przeptywowych. W dalszej czgsci przedstawiona
zostanie metoda weztowa wraz z przedstawieniem jej wad
oraz zmodyfikowana metoda weztowa pozwalajaca na opis
dowolnej sieci przeptywowe;.

6. METODA POTENCJALOW WEZELOWYCH

Metoda potencjatlow weztowych umozliwia rozwiagzanie
sieci o parametrach skupionych, czyli znalezienie
wszystkich strumieni energii w poszczegdlnych gateziach
oraz potencjatbw W wezlach sieci przy zadanych
przewodnos$ciach gatezi oraz znanych Zrodtach strumieni
i potencjalow W poszczegolnych gateziach sieci.

Metoda potencjatéw weztowych prowadzi do wyznaczenia
ukladu rownan, w ktérych niewiadome to warto$ci
potencjatldow w wezlach sieci wzgledem potencjalu
dowolnie wybranego w sieci wezta odniesienia. Umownie
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wezlowi odniesienia przyporzadkowuje si¢ potencjat rowny
zero, ale moze to by¢ dowolna wartos¢ wzglgdem ktorej
wyznaczane beda potencjaly pozostatych  weztow.
Strumienie energii przeptywajacej W sieci zaleza tylko od
réznicy potencjalow wezlow danej galezi oraz od
charakterystyki danej galezi i nie zaleza od warto$ci
potencjalu odniesienia.

Z tego wzgledu z macierzy incydencji usuwa si¢ wiersz
odnoszacy si¢ do wezta odniesienia. Powstata w ten sposob
macierz Ar 0 wymiarach (m-1)xn nazwana jest
zredukowang macierzg incydencji. Przyjmujac jako wezet
odniesienia wezetl 0 numerze 4 dla sieci przedstawionej na
rysunku 4 zredukowana macierz incydencji dla jej grafu
powstaje poprzez skre§lenie czwartego wiersza pelnej
macierzy incydencji. W metodzie weztowej [2] uogélnia si¢
galaz sieci.

Uogolniona gataz by zawiera element o okreslonej
przewodnosci zastepczej H=1/R, szeregowo potaczone
z nim Zrédto potencjatu A@s oraz potaczone rownolegle do
obu tych elementéw zrodto strumienia energii @s. Schemat
uogoélnionej gatezi dla metody weztowej przedstawiono na
rysunku 5.

& A0, =Z-®, A®, 'b
: % - - ) : ‘ —@— Zrédio potencjatu
|
if : Zrodio strumienia
) ! b
i N S
i A® J

A® = AG, +AO

Rys. 5. Uogoélniona gataz sieci dla metody weztowe;j
Fig. 5. General branch for nodal network analysis

Uogolniona galgz zawiera dwdjnik by podigczony do
weztow i oraz j. Reprezentuje on dowolng gataz grafu
skierowanego. Dwojnik by W poszczegdlnych gatgziach
sieci moze zawieraé niezalezne zrodlo potencjalne,
niezalezne zrédlo strumienia energii lub element 0 oporze
zastgpczym Z. Dwojnik ten moze by¢ rowniez sterowanym
zrodtem strumienia energii zaleznym od dowolnej réznicy
potencjalow W sieci, co moze by¢ przydatne przy
modelowaniu elementéw, dla ktorych strumien energii
zalezy od roznicy potencjaldéw np. materialy fazowo
zmienne PCM zastosowane w elementach konstrukcji
budynku. Dowolna gatgz w grafie zorientowanym
reprezentujacym sie¢ moze zawiera¢ jeden lub wszystkie
opisane elementy dwojnika bx. Wektory rdznicy
potencjatow gateziowych (29), spadkdéw potencjalow na
oporach galgzi oraz roznicy potencjatow  zrodet
potencjalnych dla catego grafu mozna zapisac jako:
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A®, A@Z1 A@S1

e , A@,, = A0, , A@ = A(f)sz  (29)
AO, Aézn AOg

gdzie n oznacza liczb¢ gatezi grafu. Wektory

reprezentujace strumienie energii W sieci (30) opisuja
odpowiednio strumien energii gatezi uogdlnionej, strumien
energii przeptywajacej przez opor galezi oraz strumien
energii niezaleznego zrdodla.

D, (Dzl CDS1
() () ()

®=| |, ®,=| 7| ®;=| *| (30
®n ®Zﬂ ®Sn

Zgodnie z definicja galezi uogodlnionej przedstawionej na
rysunku 5 wartos$ci gatgziowych roznic potencjatdéw oraz
galeziowych strumieni energii mozna zapisac jako:

A® = A0, +A0,

D=0, +D,
Bilans energii w weztach 0 nieznanych potencjatach moze
by¢ zapisany w postaci iloczynu zredukowanej macierzy

incydencji grafu i wektora strumieni energii w gateziach
grafu:

31)

A xD=0. (32)

Powyzsze réwnanie jest zapisem | prawa Kirchhoffa dla
weztdw sieci 0 nieznanych wartosciach potencjatow.
Wykorzystujac zalezno$¢ pomigdzy wektorami strumieni
energii W gateziach powyzsze réwnanie mozna zapisaé
w postaci:

A XD, +A XD, =0 (33)
Przyjmujac zgodnie z rownaniem (28) zalezno$¢ pomigdzy
strumieniami energii w gateziach i r6znica potencjatlow na
ich koficach réwnanie (33) mozna zapisa¢ W postaci:

A, xHxA®, =-A, x D, (34)

Uwzgledniajac W powyzszym réwnaniu wektor roznicy
potencjatow na oporach gatgzi obliczony z réwnania (31)
otrzymuje si¢ wzor:

A, xHx(A@-AQ)=-A x®;  (35)

Wektor réznicy potencjalow galezi grafu mozna wyznaczy¢
mnozac transponowana zredukowana macierz incydencji
przez wektor potencjalow wezlowych zredukowany o0

A®=ArT><®r. Wstawiajac  te
zalezno$¢ do rownania (35) i przeksztalcajac je

algebraicznie uzyskuje si¢ roOwnanie macierzowe metody
wezlowej:

wezet  odniesienia:
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A xHxA! x0, =A x(HxAQ;-®;).  (36)
Réwnanie to zapisuje si¢ W postaci:
Mx®, =N, (37)

gdzie: M =A, XHXA: jest macierzg gtdéwng uktadu
roOwnan, zwang macierzg przewodnos$ci weztowych, @r to
wektor poszukiwanych potencjatow weztowych, natomiast
N=A, x (H XA® -(I)S) jest wektorem wyrazow

wolnych uktadu rownan, nazywany wektorem weztowych
wydajnosci strumieni energii. Rozwigzanie ukladu m-1
réwnan (37) dowolng metoda algebraiczng lub numeryczna
prowadzi do wyznaczenia poszukiwanych potencjalow
weztowych wzgledem wybranego na poczatku obliczen
wezta odniesienia. Wyznaczenie potencjaldéw w weztach
sieci umozliwia znalezienie wszystkich strumieni energii W
jej gateziach. Metoda ta moze by¢ stosowana do analiz sieci
z elementami liniowymi lub nieliniowymi w poszcze-
golnych gateziach. W przypadku sieci z elementami
nieliniowymi metoda weztowa prowadzi do uktadu rownan
nieliniowych, ktore nalezy rozwigza¢ metoda numeryczna
np. Newtona-Raphsona lub metoda Broydena [4]. Jezeli
W analizowanej sieci wystepuja zrodta 0 zmiennej w czasie
réznicy potencjatéw lub zrodita dostarczajace zmienne
w czasie  strumienie  energii, metod¢ potencjalow
wezlowych stosuje do obliczen dla kazdego kroku
czasowego wykorzystujac dla pierwszego kroku czasu
warunek poczatkowy. Obliczone dla chwili biezacej
wartos$ci potencjatow traktowane sg nastgpnie jako wartoSci
z chwili poprzedniej dla obliczen kolejnego kroku
czasowego. Jezeli W sieci znajduja si¢ elementy
pojemnosciowe wowczas zalezno$¢ pomiedzy strumieniem
energii takiego elementu &(z), a zmiang W czasie roznicy
potencjalow na jego brzegach 4@ nalezy przyblizyé¢
ilorazem roznicowym. Strumien energii doplywajacy lub
odptywajacy od elementu o pojemnosci C w chwili czasu t
opisany jest rownaniem:

o) = c 449

dt
Rownanie to mozna przyblizy¢ réwnaniem réznicowym,
w ktorym pochodna roznicy potencjatéw wzgledem czasu
zastepuje si¢ ilorazem rdéznicowym:
C
() == (40, -40, ;) =

: (39)

(38)

= < A®, — <

At At

gdzie: At jest przyjetym krokiem czasowym dla obliczen
sieci 0 zmiennych w czasie parametrach zasilania. Dla tak
przyjetych zatozen wyrazenie H=C/At jest zastepcza
przewodnoscia gatezi z elementem pojemnoSciowym.
Element taki moze by¢ zastapiony uogoélniona galezia,

A®,



w ktorej znajduje si¢ tylko opdr zastgpczy oraz zrodio
strumienia energii zgodnie z rysunkiem 5. Dla danej chwili
czasu wartos¢ strumienia energii przeplywajacej przez
zrodlo strumienia wyznacza si¢ jako:
C

D5 =400,
przy czym A6 jest wartoscig rdznicy potencjatow gatezi
zawierajacej element pojemnoSciowy wyznaczony dla
chwili poprzedniej.

(40)

1,1 s 1
R " R Ra Re
o C
M=| -+ 2+,1.C G
R, R, "R, T At At
1 Ce 1,1, G
R At R, "Ry Tt
(41)
c} -0,
—_— — Ce
0, =0, N=| Za0,
© S
: a2 A0 |
Rozwigzanie powyzszego uktadu réwnan wyznacza

warto$ci potencjalow w biezacej chwili czasu na podstawie
biezacej warto$ci strumienia energii zrodta w gatezi f oraz
roznicy potencjatow w chwili poprzedniej w galezi e.
Najpowazniejsza wada metody potencjalow wezlowych
jest brak mozliwosci reprezentowania w galeziach sieci
elementow czysto potencjalnych. W elementach tego typu
nie wystepuje opér zastepczy. Przykladem moze by¢ gatgz
ze zroédlem potencjalnym. W tym przypadku uogolniona
galaz rezystancyjna zawiera jedynie zrodlo potencjalne co
prowadzi do sytuacji, w ktorej przewodnos¢ takiej galezi
wynosi nieskonczono$¢ poniewaz jej opor zastepczy
wynosi zero. W przypadku sieci przeptywu ciepta
w budynkach przypadek ten wystepuje bardzo czesto i jest
réwnoznaczny Z przyporzadkowaniem okreslonej wartosci
temperatury w wezlach sieci np. temperatury powietrza
zewnetrznego, powietrza wentylacyjnego nawiewanego do
budynku Ilub temperatury powietrza w strefie cieplnej
obiektu. Innymi przypadkami elementow, ktorych nie
mozna reprezentowa¢ za pomocg klasycznej metody
wezlowej jest galgz reprezentujagca zwarcie W Sieci
(przerwa w galezi reprezentowana jest poprzez
nieskonczony opor, dla ktorego przewodnos¢ H=0), zrodio
potencjalne sterowane strumieniem lub dowolna rdéznica
potencjatlow itp. Wady tej nie posiada zmodyfikowana
metoda potencjatéw weztowych przedstawiona
W nastgpnym punkcie artykutu.
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7. ZMODYFIKOWANA METODA
POTENCJALOW WEZLOWYCH

W klasycznej metodzie potencjatow wezlowych istnieje
ograniczenie w postaci braku mozliwosci reprezentacji
galezi sieci zawierajacych elementy 0 wlasciwosciach
czysto potencjalnych. Zwiazane jest to Z tym, ze elementy
takie nie wykazuja opornosci zatem ich przewodno$¢ jest
nieskonczona. Zatem nie mozna jej wpisa¢ do macierzy
przewodnosci weztowych uktadu réwnan. Istnieja metody
pozwalajagce uwzgledni¢ gatezie potencjalne w uktadzie
rownan metody potencjatéw weztowych lecz nie nadajg si¢
one do automatyzacji formutowania réwnan sieci. Brak tej
mozliwo$ci nie umozliwia uproszczonego komputerowego
generowania uktadu réwnan dla sieci na podstawie jej
topologii. Rozwigzaniem tego problemu jest modyfikacja
metody potencjalow weztowych. Modyfikacja ta polega na
podzieleniu gatezi sieci na dwie grupy. Pierwsza grupa
zawiera tylko te galezie sieci, ktore mogg by¢ opisane za
pomoca klasycznej metody potencjatow weztowych. Do
grupy tej zalicza si¢ galezie, ktore zawieraja zrodia
strumienia energii i potaczone z nimi réwnolegle element.
Druga grupa galezi to te, ktore nie moga by¢ opisane
w klasycznej metodzie potencjatow weztowych lub takie
ktore moga by¢ opisane klasyczng metoda weztowa, ale ze
wzgledéw obliczeniowych Iub decyzja uzytkownika
przypisane zostaja do tej grupy. Upraszczajac opis podziatu
galezi w zmodyfikowanej metodzie potencjatléw wezto-
wych do grupy pierwszej zalicza si¢ uogélnione galezie
strumieniowe. Ich rownania gat¢ziowe wyrazaja zalezno$ci
strumieni energii od zastepczych przewodnosci elementow.
Nazywane s3 one roéwniez gateziami admitancyjnymi.
Najczesciej sg to galezie, ktorych uogdlniony opis zawiera
rébwnolegle potaczone zrddta strumienia i elementy opisane
przewodnosciami zastepczymi H. Do drugiej grupy zalicza
si¢ przede wszystkim wszystkie galezie potencjalne,
ktérych réwnania opisuja zalezno$¢ roznicy potencjatow
potaczonych szeregowo zrodet potencjatu i elementow
0 oporach zastepczych Z. Galezie te nazywane sg rowniez
gateziami impedancyjnymi Uogdlniona gataZ impedancyjna
zawiera zrodta potencjatu i szeregowo potaczone z nimi
elementy o znanych oporach zastepczych. Do grupy drugiej
mozna réwniez zaliczy¢ wybrane galezie admitancyjne.
Jezeli galaz taka zaliczana zostaje do grupy drugiej
woOwczas nie jest reprezentowana W grupie pierwszej.
Wszystkie gatezie grupy drugiej wnosza do uktadu rownan
niewiadome, ktore sa strumieniami energii ptynacymi
wtych galeziach. W klasycznej metodzie potencjatow
wezlowych wszystkie niewiadome to warto$ci potencjatow
we wszystkich weztach oprocz wezla odniesienia.
W zmodyfikowanej metodzie potencjalow weztowych
powstaje uklad rownan, w ktérym liczba niewiadomych
odpowiada sumie liczby weztow sieci pomniejszonych o
wezet odniesienia plus liczbie galezi zaliczonych do drugiej
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grupy. Zredukowana macierz incydencji grafu sieci zostaje
podzielona na dwie podmacierze zawierajace galezie
pierwszej grupy Ar oraz drugiej grupy Ara. Wektor
strumieni energii w gateziach sieci zostaje podzielony na
dwa podwektory @i i ®2 odpowiadajacy grupie galezi
admitancyjnych i grupie gatezi impedancyjnych. Iloczyn
macierzy incydencji i wektora strumieni energii:

(42)

reprezentuje | prawo Kirchhoffa dla weztow o nieznanych

potencjatach. Pozostale roéwnania ukladu rownan to
réwnania galeziowe galezi admitancyjnych
i impedancyjnych zaliczonych do grupy drugiej:
D,=0 z, + (I)82
(43)

A®,=A0O, +AO

Na podstawie uogdlnionej gatezi sieci i majac na uwadze,
ze W galezi admitancyjnej nie ma zrodlta potencjatu,
natomiast w gatezi impedancyjnej nie ma Zrodta strumienia,
powyzsze rGwnania mozna zapisa¢ W postaci:

-H,xAO, +K, x®, = ®

; (44)

L,xA®,-Z, x®, = AO_
gdzie Hz i Z2 to odpowiednio przewodno$ci i opory
zastepcze gatezi zaliczonych do grupy drugiej, natomiast
Kz i L2 to wektory bezwymiarowych wspotczynnikow.
W zwigzku z tym, ze oba réwnania macierzowe zawieraja
te same niewiadome wektory roznicy potencjalow A®:
i strumieni energii ®2 mozna je przedstawi¢ W postaci:

-H, K, @,
xA®, + xP, = (45)
L, -Z, AG)SZ
Przyjmujac, nastgpujace oznaczenia wektorow:
~ -H A K A D
H{ } Z{ } W,=| | @)
L, -Z, AG)S2
Roéwnanie (45) mozna wyrazi¢ w postaci:
H,xA@, +Z,x®, =W, (47)

Zaktadajac, ze W galeziach pierwszej grupy nie znajduja si¢
zrodla potencjatow, zgodnie z definicja uogodlnionej galtezi
sieci przedstawionej na rysunku 5 mozna zapisac:

A XD, =A, xD, +A_ XD .
1 1 1 1 1

Wstawiajac  do rownania (42) powyzsza zalezno$§é
i przeksztalcajac otrzymuje sig:

A XD, +A XD, =-A XD . (49

Uwzgledniajac  zalezno$ci dla gatezi admitancyjnych
opisanych wzorem (36) uktad rownan (49) mozna zapisaé
jako:

(48)
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A, xH, XA:; X@, +A, x®,=-A x® . (50

W  rownaniu tym niewiadome to wektor warto$ci
potencjatow weztowych @r oraz wektor strumieni energii
galezi impedancyjnych ®2. W uktadzie rownan (50) liczba
rownan roéwna jest liczbie nieznanych — wartosci
potencjatow. Brakujace roéwnania W liczbie rownej liczbie
nieznanych strumieni energii gat¢zi zaliczonych do grupy
drugiej wyznacza si¢ z zaleznosci (47) uwzgledniajac,
wektor réznicy potencjalow gatezi opisanych iloczynem
transponowanej macierzy incydencji galezi grupy drugiej
i wektora potencjatow weztowych:

H,xAl x@ +Z,x®, =W, (51)

Réwnania (50) i (51) to uktad réwnan zmodyfikowanej
metody potencjatdéw weztowych opisujacych analizowang
siecc. W obu roéwnaniach wystepuja identyczne wektory
niewiadomych potencjatéw weztowych i strumieni energii
gatezi drugiej grupy, zatem uktad réwnan przyjmuje postac:

2

Jako przyktad wykorzystania zmodyfikowanej metody
potencjalow weztowych zostanie wyznaczony uktad
roéwnan opisujacych sie¢ przedstawiong na rysunku 6. Sieci
Z rysunkow 5 i 6 rdznig si¢ miedzy sobg jedynie rodzajem
zrodta w galezi f, w ktorej zrodlo strumienia energii
zastapiono zrodlem rédznicy potencjalow 0 wartosci 4Ost.
W zwigzku z tym, ze opOr zastepczy tej gatezi wynosi Z=0,
a zatem jej przewodno$§¢ =zastepcza H=1/Z jest
nieskonczenie wielka i nie mozna jej opisa¢ jako gataz
admitancyjna, Klasyfikuje si¢ ja jako galaz impedancyjna.
Analogicznie galgz e zawierajaca pojemno$¢ mozna
zaklasyfikowaé¢ jako impedancyjna, w ktorej strumien
energii zalezy od zmiany roznicy potencjatdéw weztow 2 i 3.
W sieci przedstawionej na rysunku 6, przyjmuje si¢ jako
wezet odniesienia wezet nr 4. Niewiadome to potencjaty
w weztach 1, 2 i 3 oraz strumienie energii w gatezi e i f.

Rys. 6. Sie¢ 0 parametrach skupionych ze Zzrodtem potencjatu i jej
graf skierowany

Fig. 6. Example of lumped parameters network with potential
difference source and it’s oriented graph

Zredukowana macierz incydencji gatezi grupy pierwszej
An to kolumny a , b, c, d i wiersze 1,2,3 macierzy A (25)



natomiast zredukowana macierz incydencji gatezi grupy
drugiej Arz2 to kolumny e i f oraz wiersze 1,2,3 macierzy A.
Macierze przewodnosci weztowych, oporow zastgpczych
i przewodno$ci zastepczych gatezi grupy drugiej zapisuje
si¢ w postaci:

11 1 1
4.1 _1 _1
Ra RC Ra RC
T _ 1 1 1
Arlelerl_ R, R, T Ry 0
1 1.1
R 0 R. "R (53)

H,xAT :{0
2 |1

c c
2
0 O 0 0
Wektor wyrazow wolnych uktadu rownan (54) dla sieci
przedstawionej na rysunku 6 przyjmuje postac:

C o ]
0
0
= . (54)
—AO,
At
A®Sf
Uktad réwnan zmodyfikowanej metody potencjatow
weztowych mozna tworzy¢é za pomoca macierzy
sktadowych  galezi sieci  uogdlnionego  wezta
przedstawionego na rysunku 7. W najprostszych

przypadkach przeptywu ciepta w budynkach rozpatruje si¢
galezie zawierajace opdr cieplny, pojemnos¢ cieplna,
zrodto potencjalne (temperatury) oraz zrodlo energii
(strumienia ciepta). Elementy takie wystepuja w schemacie
modelu 5R1C z normy PN EN ISO 13790 przedstawionym
na rysunku 3.

Rys. 7. Uogdlniony wezet zmodyfikowanej metody potencjalow
weztowych
Fig. 7. General node of modified nodal method

Macierze sktadowe dla galezi zawierajacych przewodnosé
zastepcza, pojemno$é lub zrédlo strumienia energii moga
by¢ utworzone zarowno dla galezi grupy pierwszej jak

i grupy drugiej. W przypadku galezi zawierajacych jedynie
zrodlo potencjalne mozna utworzy¢ tylko szablon gatezi
grupy drugiej.

Tabela 1. Macierze sktadowe galezi grupy pierwszej
Table 1. Element branch matrices assigned to first group
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Element Macierz skladowa — grupa |
M |© 0, @-:N
i |H -H & {0
H f
i |-H H 4 0
-6 b 0 9
M| © @: N
i c & o EAG)F1
C At At At
[ R Rt —EA(BH
AU AL LA
b~ | & O O O
M|6 ©, & N
i |0 0 i6!-0
D !
m|O0 O 8O0
% |6 6 66
40 Nie istnieje

Uktad réwnan zmodyfikowanej metody potencjalow
weztowych uzyskuje si¢ poprzez dodanie do siebie
macierzy skltadowych galgzi sieci. Sumujac sktadowe
macierze M galezi, otrzymuje si¢ macierz glownag uktadu
rownan, natomiast dodajac do siebie sktadowe wektory N
galezi, uzyskuje si¢ wektor wyrazow wolnych uktadu
roOwnan. Zastosowanie macierzy sktadowych galezi sieci
umozliwia pelng automatyzacje formulowania uktadu
rownan opisujgcych analizowang sie¢. Automatyzacja ta
umozliwia komputerowe tworzenie 1 rozwigzywanie
zagadnienia przeptywu ciepta w budynku za pomoca
dowolnego modelu o parametrach skupionych bez potrzeby
recznego wyprowadzania réwnan za pomocg ktorych
Wyznacza si¢ wartosci temperatury w poszczegodlnych
wezlach modelu.
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Tabela 2. Macierze sktadowe galezi grupy drugiej
Table 2. Element branch matrices assigned to second group

Element Macierz skladowa- grupa Il
M|© © @, :N

i |0 0 110

H i |0 0i-1:0
PR e e b

M|{® © o N

i |0 0 1! 0O

C 1o 0 -1i 0
o, |-S S 1 i,

At At At

M|{® ©, ®:N

i|0 0 110

¢ m{0o 0 —-1i0

ST 0 T

40

8. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W analizie energetycznej i symulacjach energetycznych
catych budynkow czesto stosuje sic modele o parametrach
skupionych. W modelach tych przyjmuje si¢, skupione
pojemnosci i opory cieplne elementéw budynku. Zatozenie
takie pozwala na tworzenie schematow przeptywu ciepta
odpowiadajacych przyjetemu modelowi budynku. Istnieje
analogia pomiedzy przeplywem ciepta w modelowanej
sieci i przeptywem pradu elektrycznego w uktadach
liniowych i nieliniowych. Jednym ze sposobow
wyznaczenia warto$ci potencjalow w weztach i strumieni
energii w galeziach sieci modelujacej przeptyw ciepta
w budynku jest zastosowanie metody potencjalow
weztowych. Metoda ta jest skuteczna w przypadkach sieci,
ktore nie zawieraja galezi z elementami czysto
potencjalnymi. W przypadku modelowania przeptywu
ciepta przez budynek gatezie takie wystepuja bardzo czgsto
i charakteryzuja wezty 0 zadanej warto$ci temperatury, na
przyktad wezetl reprezentujacy temperatur¢ powietrza
zewnetrznego lub  wezel reprezentujacy temperature
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wewnetrzng W pomieszczeniu 0 zadanej wartoSci.
W przypadkach, w ktorych sie¢ modelujaca przeptyw
ciepla zawiera tego typu elementy, nie mozna utworzy¢
odpowiadajacego jej ukladu rownan, ze wzgledu na
nieskonczona warto§¢ przewodnosci zastgpczych tych
galezi. W celu rozwigzania sieci przeptywu ciepta
w budynkach modyfikuje si¢ metod¢ potencjatéw
weztowych traktujac wybrane galezie sieci w odmienny
sposob umozliwiajacy wprowadzenie do uktadu réwnan
dodatkowych niewiadomych wartosci strumieni energii
tych galezi i rownan galeziowych okreslajacych zaleznosci
pomiedzy réznicg temperatury gatezi i strumieniem ciepta.
Na podstawie analizy metody zmodyfikowanych
potencjatéw weztowych wyznacza si¢ sktadowe macierze
i wektory wyrazéw wolnych elementéw galeziowych co
pozwala na komputerowe formulowanie uktadu réwnan
opisujacych sie¢ przeplywu ciepta w budynku. Podejscie
takie znakomicie utatwia modyfikacje modelu stosowanego
od obliczania zapotrzebowania na energi¢ dla budynku.
W przypadku metod 5R1C lub 6R1C przyjete rozwigzanie
sieci przeptywu ciepta w budynku w formie wyznaczonych
rownan modelu nie pozwala na jego bezposrednie
modyfikowanie. Modyfikacja taka jest mozliwa, ale zmusza
uzytkownika do rgcznego wyznaczania nowych rdéwnan
modelu. Przedstawiona w artykule zmodyfikowana metoda
potencjalow  weztowych moze by¢ wykorzystana
w analizach stanu ustalonego lub nieustalonego zaréwno
dla sieci liniowych jak roéwniez sieci nhieliniowych
modelujacych przeptyw ciepta w budynkach.

MODIFIED NODAL ANALYSIS FOR BUILDING ENERGY
SIMULATIONS

Summary:  This paper presents principles of modified nodal
analysis used to solve lumped parameters networks which model
whole building heat exchange. The lumped capacitance and
resistance 5R1C or 6R1C method used for whole building
modelling with simple hourly method utilize predefined equations
presented in PN EN 1SO 13790 standard. Modification of building
energy network model causes that the model equations have to be
determined again. The problem can be solved with graph theory
and classic nodal analysis used for determining node potentials,
which are in the case of building energy analysis, nodes
temperature. This method whatever is very useful, cannot be used
for networks containing branches with ideal potential sources.
Modified nodal analysis combines dual graph topology with
network admittance branches classified for the first group, and
impedance branches classified for second group. Branch elements
can be presented as stamp matrices which are used for define main
matrix and right hand side vector of network equation system.
Modified nodal analysis can be used for automatic formulation of
equation set which then can be solved with any efficient numerical
method. This approach allows to quickly modify building model
and provide energy analysis without deriving new equations for
that model as presented in PN EN ISO 13790 standard.
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DODATEK

Dodatek zawiera przyklad zastosowania zmodyfikowanej
metody potencjatéw weztowych dla modelu 5SR1C budynku
z zastosowaniem macierzy sktadowych gatezi. Na
schemacie tym wyrézniono 6 wezlow. Wezet ©g przyjeto
jako wezel odniesienia, zatem warto$ci temperatury
W pozostatych pieciu weztach stajg si¢ niewiadomymi
w uktadzie rownan. Model ten posiada dwie galezie
zawierajace zrodla potencjalu — temperatury — ktorych
strumienie ciepta ®. i @, Staja si¢ dodatkowymi
niewiadomymi. Uktad réwnan sktada si¢ zatem z siedmiu
roéwnan z siedmioma niewiadomymi. Ponizej przedstawio-
no wybrane macierze sktadowe galgzi modelu 5RI1C
przedstawionego na rysunku 3. Macierz gldwna oraz
wektor wyrazo6w wolnych powstaja poprzez dodanie do
siebie wszystkich elementéw macierzy sktadowych.
Macierz sktadowa gatezi z przewodno$cia Hirem przypisanej
do grupy pierwszej:

® © 0, © O, d o N
.. 0 0 -H, 0 0 0!0
0o 0 0 0 0 0 0:0
0 0 0 0 0 0 0:0
v 0 0O H, 0O 0 0i0
o 0o 0o 0 0 0 00
o o0 0 0 0 0 01i0
o 0o 0 0 0 0 0!0
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Macierz sktadowa galezi z pojemnoscig Cr przypisanej do
grupy pierwszej:

©, © ©, 6 0, ® o N
% 9 0o 0o o o o0 e
At CAL
0o 0 0 0 0 0 0! o0
o 0 0 0 0 0 0! O
0 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 0 0O 0 0 0: O
0O 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0O 0 0 0! 0

Macierz sktadowa gatezi ze zrodlem strumienia energii @ia
przypisanej do grupy pierwszej:

® © 06, 6 0, & & N
0 0 0 0 0 0 0:0
0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0o
0 0 0 0 0 0 0:i0
0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0!0
0 0 0 0 0 0 0:0

Macierz sktadowa galezi ze zrodtem potencjatu AOsyp
przypisanej do grupy drugiej:

® © ©,6 0 6, o o i N
o 0 0 0 0 0 0! 0
0o 0 0 0 0 0 0! 0
0o 0 0 0 0 0 0! 0
0o 0 0 0 0 0 0: 0
0O 0 0 0 0 -1 0! 0
0 0 0 0 -1 0 0};ae,
0o 0 0 0 0 0 0 0
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Macierz gtéwna i wektor wyrazow wolnych uktadu rownan modelu 5R1C budynku, wyznaczone za pomocg sktadowych

macierzy gatezi grafu zmodyfikowanej metody potencjatow weztowych.

®m ®s ®air ®e ®sup q)a q)b f N
%+ Htr,em + Htr,ms _Htr,ms 0 _Htr,em 0 0 0 : %Gm,t—l +@
_Htr,ms Htr,ms + Htr,w + Htr,is _Htr,is _Htr,w 0 0 0 5 (Dst
0 _Htr,is Htr,is + Hve 0 _Hve 0 0 f q)ia + q)HC
_Htr,em _Htr,w 0 Htr,em + Htr,w 0 0 -1 ; 0
0 0 —H,, 0 H, -1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 O,
0 0 0 -1 0 0 O A®
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