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Jak powstawatla analiza funkcjonalna*

Przestrzen... Co wiaze si¢ nam z tym pojeciem? Moze chwila, kiedy sie-
dzieliSmy nad brzegiem morza i patrzeliSmy w dal. Gdzie$, na horyzoncie,
znikaly powoli maszty jachtu. Za chwile byla juz tylko przestrzef,, wypel-
niona od dotu ciemnym lustrem wody, a od géry blekitem nieba. Pustka.
A moze przypomina nam si¢ moment, gdy odpoczywajac podczas wycieczki,
spogladaliSmy na odlegly lancuch gérski, w przestrzen zapelniong wielo$cia
rekwizytéw? Zawsze jednak myS$limy o naszej, swojskiej przestrzeni tréj-
wymiarowej. PrzywykliSmy co prawda juz do tego, ze do jej trzech wspéi-
rzednych dodaje sie czwartg, czas, otrzymujac przestrzen czterowymiarows.
Mechanicy zgadzaja sie od dawna, by uklad n punktéw, poruszajacy sie
w czasie, uznac za punkt przestrzeni (3n + 1)-wymiarowej. Ale dalej to juz
chyba i§¢ nie mozna.

Punkt przestrzeni n-wymiarowej mozna, w ustalonym ukladzie wspél-
rzednych, identyfikowaé z uporzadkowanym ukladem n liczb, jego wspél-
rzednych. Dlaczego jednak ograniczaé si¢ do ukladu skonczonego? Ciag nie-
skonczony mozna tez uwazaé za ,punkt” tyle, ze przestrzeni nieskoncze-
nie wymiarowej. Mozna rozpatrywaé np. przestrzen wszystkich ciggéw. Ma
ona te wlasnoé¢, ze suma dwéch jej ,punktéw” jest znowu jej ,punktem”,
tak samo jest z iloczynem ,punktu” przez liczbg. Méwimy, ze to jest prze-
strzen liniowa, albo przestrzen wektorowa, w tym drugim przypadku zamiast
»punkt” méwiac ,wektor”. Jest widoczne, ze zawiera ona mniejsze przestrze-
nie liniowe, jak przestrzeh ciagéw ograniczonych, przestrzen ciggéw zbiez-
nych, czy tez przestrzen ciggédw, dla ktérych szereg kwadratéw ich wyrazéw
jest zbiezny. Te ostatnia przestrzeh oznacza sie symbolem 12. Mozna p6jsé
jeszcze dalej, zamiast przestrzeni ciggdéw rozpatrywaé przestrzenie funkcji,
réwniez nieskonczenie wymiarowe. Ale po co?

Bylo to okolo 100 lat temu, gdy matematyk niemiecki Dawid Hilbert
zajal si¢ rownaniami calkowymi i w krétkim czasie, w latach 1904-1910

* Wyklad wygloszony 4 czerwca 2007 r. na uroczystosci nadania doktoratu honoris
causa Uniwersytetu Zielonogérskiego.
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ogtosit na ten temat 6 prac w czasopi$mie Nachrichten der Wissenschaften,
Universitat Goéttingen [11]. W tym samym czasie 2 prace na ten sam temat
napisat inny matematyk niemiecki, Erhard Schmidt. W ten sposéb powstata
teoria Hilberta-Schmidta réwnan catkowych. Opierata sie ona na wynikach,
dotyczacych przestrzeni 12 ciggéw oraz odpowiadajgcej jej przestrzeni L2
funkcji catkowalnych z kwadratem. Fundamentalne okazato sie traktowa-
nie tych klas jako przestrzeni o pewnych wiasnosciach geometrycznych, jak
ditugos¢ wektora czy kat miedzy wektorami. Wspomniane przestrzenie zo-
staty nazwane przestrzeniami Hilberta i rychto znalazty wazne zastosowa-
nia. Wspomne o dwéch z nich. Jedno dotyczy teorii prawdopodobienstwa,
interpretowanego jako miara unormowana do jedynki w klasie zdarzen loso-
wych. Okazato sie, ze wariancja zmiennej losowej wyraza sie za pomocag pew-
nej catki, wiec zmienna ta jest punktem przestrzeni Hilberta. Drugie z za-
stosowan dotyczy klasycznej mechaniki kwantowej, w ktérej funkcja stanu
jest punktem przestrzeni unitarnej, czyli przestrzeni Hilberta pozbawionej
aksjomatu zupetnosci. W centrum zainteresowania znajdujg sie operatory
w przestrzeni funkcji stanu. Okazuje sie, ze stynna zasada nieoznaczonosci
Heisenberga w odniesieniu do operatoréw potozenia i pedu sprowadza sie do
pewnej nieréwnosci, wynikajacej z zespolonej postaci nieréwnosci Schwarza.
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Do badan w tym kierunku dotgczyt w latach 1907-1913 ([17]—{20]) miody
matematyk wegierski, Fryderyk Riesz, ktory w badaniach Hilberta zastgpit
kwadrat potega p > 1, rezygnujac tym samym z pojecia kata. Teorie roéwnan
catkowych Hilberta-Schmidta zastgpit teorig operatora liniowego, nazwang
teorig Riesza. Niezaleznie od tego, w czterech pracach ([8],[9]) z lat 1904-
1907 badania abstrakcyjnych przestrzeni liniowych podjat francuski mate-
matyk Maurice Frechet. Wreszcie w roku 1914 niemiecki matematyk Felix
Hausdorff opublikowat dzieto ,,Grundzuge der Mengenlehre” [10], wprowa-
dzajac i rozwijajac teorie przestrzeni metrycznych. Tym mozna zamknaé
okres powstawania nowego kierunku badann w matematyce, ktéry zresztag
nie nosit wéwczas nazwy analiza funkcjonalna. Z inicjatywy Frecheta, kie-
runek ten nazywano teorig operacji liniowych. W okresie pierwszej wojny
Swiatowej nie ukazata sie zadna istotna dla nowej dziedziny publikacja.

Po wojnie badania zostaty podjete na nowo. Podstawowym problemem
byto stworzenie optymalnej definicji przestrzeni. Powinna ona mie¢ dwie
cechy. Po pierwsze, winna opierac¢ sie na mozliwie prostym systemie aksjo-
matow, dajacych sie tatwo zinterpretowa¢ geometrycznie. Po drugie, winna
prowadzi¢ do wielu niebanalnych zastosowan w réznych dziedzinach ma-
tematyki, takze poza tak zw. matematyka czystg. Udato sie to zrobi¢ we
Lwowie, miescie o duzych tradycjach w Polsce, ktéra wiasnie odzyskata
niepodlegtosé. taczg sie z tym dwa wielkie nazwiska: Hugona Steinhausa
i Stefana Banacha. Mozna by powiedzie¢, ze Steinhaus wynalazt Banacha,
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a Banach wynalazt wiasciwe podejscie do teorii operacji liniowych. Stalo
sie to juz w jego pracy doktorskiej, opublikowanej we roku 1922 w Funda-
menta Mathematica [1]. Tytul tej pracy Banacha, ,Sur les opérations dans
les ensembles abstraits et leur application aux équations intérgales” moéwi,
7e badania teoretyczne lgczyl on z zastosowaniami do réwnan catkowych,
nawigzujgc wyraznie do swych wielkich poprzednikéw. Rozwingl to w swo-
jej fundamentalnej monografii ,,Teoria operacyj, Tom I” z roku 1931 [2] i jej
rozszerzonej wersji ,,Théorie des opérations linéaires” z roku 1932 [3].

Podstawowa definicja przestrzeni Banacha jako zupelnej przestrzeni li-
niowej z aksjomatycznie okre§lonym pojeciem dlugosci wektora (normy)
okazala si¢ niezwykle efektywna. Umozliwitla budowe teorii, zawierajacej
glebokie twierdzenia, a réwnoczesnie majacej rozlegle zastosowania i inspi-
rujacej nowe pytania w matematyce. Z wynikéw Banacha wymieni¢ pod-
stawowe trzy zasady: jednostajnej ograniczono$ci, odwzorowania otwartego
oraz twierdzenie o rozszerzaniu funkcjonatu liniowego. Charakterystyczne
jest m.in. stosowanie tak zw. metody generycznej, polegajacej na wyod-
rebnieniu zbioréw ,malych” i ,duzych” w sensie ich kategorii. Szczegdlnie
wazng role petnity funkcjonaly liniowe ciagle nad przestrzenia Banacha X,
tj. funkcje addytywne, jednorodne i ciaggle nad taka przestrzenig, o war-
tosciach liczbowych. Ich zbiér X’ stanowi tez przestrzen Banacha, zwana
przestrzenia sprzezong do X, a pare (X, X’) nazywa si¢ para dualng. Jezeli
X jest przestrzenig Hilberta, to przestrzen sprzezona X' jest jakby fotogra-
ficzng kopig X, nie réznia si¢ one od siebie zadnymi istotnymi wlasno$ciami.
W ogélnym przypadku przestrzeni Banacha wcale tak byé nie musi. Teorie
operacji mozna przyréwnaé do sztuki dramatycznej. Sceng jest zadana prze-
strzen X, a wlasnosci jej to rekwizyty sceny. Aktorami w sztuce sg operatory
liniowe ciaggle z jednej przestrzeni X do drugiej, Y. Akcja, toczaca sie miedzy
operatorami podlega konwencji, ktérej ramami sa rekwizyty, czyli wlasnosci
obu przestrzeni X i Y. Gdy aktoréw jest wielu, np. caty cigg operatoréw, to
ro$nie dynamika akcji. Wazna jest nie tylko sama akcja, ale takze elegancja
dowodéw, czyli warto$é estetyczna sztuki. Stosujac otrzymane w pelnej og6l-
nosci wyniki do przypadkdéw konkretnych przestrzeni i operatoréw, uzyskuje
si¢ szeroki wachlarz istotnych zastosowan w takich dziedzinach, jak réwna-
nia catkowe i rézniczkowe, teoria aproksymacji, teoria interpolacji, teoria
sumowalnoéci i inne.

We Lwowie powstala ceniona w §wiecie polska szkola analizy funkcjonal-
nej, a szczegbly jej dzialalnoSci sg dobrze znane. Mozna uznaé, ze ten drugi
etap rozwoju teorii operacji liniowych zakonczyl si¢ wybuchem drugiej wojny
swiatowej. Teoria ta w swych dwéch pierwszych okresach byla genialnym
dzielem nauki europejskiej. Na zachodzie do jej powstania przyczynili si¢
gléwnie Francuzi i Niemcy, na wschodzie Polacy i Wegrzy. Zresztg takze inne
dzialy matematyki nowoczesnej powstaly w Europie. Teorie miary i calki
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tworzyli wtedy Francuzi, Wlosi i Rosjanie, topologia zajmowali si¢, proécz
Francuzéw i Niemcéw takze Polacy, Czesi i Rosjanie. W Anglii ogromna
role odegral G.H. Hardy i jego szkotla, pod ktérej wptywem byli uczeni hin-
duscy. Wreszcie w Anglii, Niemczech, Austrii i Polsce rozwinigto istotnie
logike matematyczng. Te liste mozna by przedtuzyé wskazujac dalsze dzie-
dziny i kraje. ,

W dniu 1 wrzesnia 1939 roku o godzinie 4.45 rano z niemieckiego pancer-
nika ,Schleswig Holstein” spadly pierwsze pociski na polska baze wojskowa
Westerplatte na terenie Wolnego Miasta Gdanska. Rozpoczela si¢ druga
wojna $§wiatowa. Skofczyly sie normalne warunki pracy matematykéw z ob-
jetych nig krajow, a zwlaszcza matematykéw szkoly polskiej. Najcigzszy los
spotkal tych z nich, ktérzy byli pochodzenia zydowskiego, a bylo ich wéw-
czas wielu. Wspomne tylko o jednej historii, o ktérej opowiedziala mi pani
Zofia Orlicz, wdowa po profesorze Wiadystawie Orliczu. Bylo to we Lwo-
wie, za czas6éw okupacji niemieckiej tego miasta. Do mieszkania Orliczéw
przyszedl Juliusz Schauder, jeden z wybitnych tworcéw w dziedzinie teorii
operacji i jej zastosowan. Czas plynal szybko na rozmowie, a gdy mialo si¢
ku wieczorowi, Schauder zacza! si¢ zegnaé. Orliczowie zaproponowali mu, by
zostal na noc, bo gdzie§ w poblizu jest lapanka. Schauder mieszkal jednak
nie daleko, to tez pozegnal sie i wyszedl. To byt ostatni raz, jak go widziano.
Zostal schwytany i zabity przez okupantéw. To tylko jeden przypadek, nie
ma potrzeby wymienia¢ tu litanii dalszych nazwisk.

Tuz przed drugg wojng Swiatowa powstala w Paryzu grupa matematy-
kéw, ktéra podjela zasadniczy program reformy matematyki. Byli to
H. Cartan, J. Dieudonné i A. Weil. Publikowali wspdlnie pod pseudoni-
mem N. Bourbaki, to tez nazywano ich bourbakistami. Jedng z pierwszych
publikacji jaka wydali byta praca ,Sur les espaces de Banach”, wydruko-
wana w Sprawozdaniach Paryskiej Akademii Nauk w roku 1939 [4]. Po woj-
nie wydali szereg monografii z réznych dziedzin matematyki, m.in. z teorii
mnogosci, algebry, teorii calki, teorii operacji ([5],[6]). W ich mniemaniu ma-
tematyke nalezalo rozumieé jako teorig réznych struktur, rozpatrywanych
w sensie abstrakcyjnym. Uwazali, ze juz dzieci szkolne powinno si¢ nauczaé
matematyki na szczeblu mozliwie abstrakcyjnym. W teorii operacji miejsce
przestrzeni Banacha zajeto ogblniejsze pojecie lokalnie wypuklej przestrzeni
liniowo topologicznej, pochodzace od J. von Neumanna z roku 1935 [16].
Dzialania bourbakistéw mialy charakter zblizajacy je do systeméw ideolo-
gicznych, choé nie mialy zwigzku z ideologiami politycznymi, ktérymi prze-
sigknigte byly owe czasy. Generalnie méwiac, projekt wprowadzenia tzw.
ynowej matematyki” nie udal sie, rozsadzily go wpierw teoria prawdopodo-
biefistwa, a na koficu przede wszystkim metody numeryczne. Jednak w tej
grupie urodzilo sie po wojnie dzielo o zasadniczym znaczeniu. W latach
1950 i 1951 matematyk francuski Laurent Schwartz, nawiazujacy do grupy
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bourbakistowskiej, opublikowal w Paryzu dwa tomy ksigzki ,Théorie des
distributions” [21]. Chodzilo przede wszystkim o problem funkeji nie réz-
niczkowalnych. Juz S. L. Sobolew w roku 1936 wprowadzit pojecie pochod-
nych uogélnionych, przy okazji badah w dziedzinie réwnan rézniczkowych
czastkowych. Schwartz postawil problem w sposéb ogélniejszy: byé moze
nier6zniczkowalnoéé niektérych funkeji cigglych spowodowana jest tym, ze
w ogole zaséb funkcji jest zbyt waski, pochodne te istniejg, ale nie sg funk-
cjami. Paradoksalnie, zaczal od zawezania przestrzeni i wzmacniania topolo-
gii. Jako punkt wyjécia przyjal przestrzeh D, ktérej elementami (punktami)
sa nieskonczenie rézniczkowalne funkcje o zwartych noénikach i wartosciach
liczbowych. W parze dualnej (X, X’), im mniejsze jest X, tym wigksze jest
X’. W tym przypadku przestrzeh D’ okazala sie bardzo duza, zawierala
wszystkie funkcje lokalnie catkowalne, a nadto funkcje uogélnione typu Di-
raca i wiele innych. Schwartz nazwal elementy D’ dystrybucjami. Okazalo
sig, ze kazda z nich ma pochodne wszystkich rzedéw, nalezgce znowu do D’,
rézniczkowanie jest operacjg ciggly, przestrzenie D i D’ sg lokalnie wypukle,
ale nie s3 metryzowalne. Dystrybucje to byla rewelacja nie tylko w teorii,
ale takze w zastosowaniach do réwnan rézniczkowych.

Krétko przed wojng zostata wprowadzona dla teorii operacji nazwa ana-
liza funkcjonalna. O ile mi wiadomo, pierwszy uzyl tej nazwy S.L. Sobolew
w pracy w Matem. Sborniku {22] w roku 1938. Nazwy tej uzyli tez autorzy
monografii w jezyku rosyjskim L.W. Kantorowicz, B.Z. Wulich i A.G. Pin-
sker w roku 1950 [13] oraz L.A. Lusternik i W.I. Sobolew w roku 1951
[14]. Tej samej nazwy uzyl juz w swej monografii z roku 1948 Amerykanin
Einar Hille [12]. Natomiast Amerykanie N. Dunford i J.T. Schwarz pozostali
w swej tréjtomowej monografii z lat 1958, 1963 1 1971 [7] przy nazwie ,Linear
operators”. Nazwa analiza funkcjonalna jest nieco mylaca, bo sugeruje, ze
jest to analiza funkcjonaléw. To nie jest zgodne z faktycznym jej zakresem,
ktéry jest znacznie obszerniejszy i obejmuje tez operacje wzglednie opera-
tory. Jednak nazwa analiza funkcjonalna przyjela sig ogdlnie i korzystaja
z niej takze czasopisma takie, jak Mathematical Reviews czy Zentralblatt
fiir Mathematik.

Dodam jeszcze, co stalo sie po drugiej wojnie §wiatowej z polsks szkolg
analizy funkcjonalnej. Banach zmart wkrétce, w roku 1945, we Lwowie i jest
pochowany tamze na Cmentarzu Lyczakowskim. Steinhaus przenidst sie do
Wroclawia, gdzie utworzyl szkole matematyczna, ukierunkowana na teo-
ri¢ miary i calki, probabilistyke i zastosowania matematyki. Dwaj wybitni
uczniowie Banacha, Stanistaw Mazur i Wladyslaw Orlicz, przeniedli sie¢ od-
powiednio do Warszawy i do Poznania, zreszta Orlicz byl juz profesorem
w Poznaniu od roku 1937. Obydwaj utworzyli w swych nowych miejscach
pobytu szkoly naukowe z analizy funkcjonalnej, dzialajace po dzi§ dzien.
Do badan w tej dziedzinie dolaczyly mlodsze §rodowiska naukowe. W szcze-
goblnoéci nalezy do nich $rodowisko zielonogérskie, znane przede wszystkim
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z zastosowan analizy funkcjonalnej do réwnan rézniczkowych i ich uogél-
nien oraz do problematyki réznych topologii w przestrzeniach funkcyjnych.
Na zakoficzenie sproébuje ustosunkowac si¢ do pytania, czy analize funkcjo-
nalng nalezy zaliczy¢ do matematyki czystej, czy tez stosowanej. Podrézujac
po Niemczech Zachodnich w latach osiemdziesigtych z wykladami, zauwa-
zylem, ze w Bonn analize funkcjonalng zaliczano do matematyki czystej,
a w Saarbriicken do stosowanej. Spytalem gospodarzy, jaki jest ku temu po-
wod. Dostalem odpowiedZ: bo matematyka stosowana jest lepiej dotowana.
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