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Streszczenie. w mikroukładach mechanicznych określanych skrótem mEmS występują pewne siły 
tłumiące. na etapie projektowania układów tego typu wartości tych sił muszą zostać dokładnie osza-
cowane. Jak ukazane zostanie w niniejszej pracy, w układach pracujących z niskimi częstotliwościami 
najważniejszą siłą będzie siła lepka związana z wypływaniem filmu powietrznego spod pracujących 
płytek układów. Siłę tę można z dużą dokładnością szacować metodami analitycznymi znanymi 
z literatury. w poniższej pracy ukazane zostaną znane rozwiązania analityczne stosowane często 
w praktyce dla prostych płytek. wykonane zostaną również proste symulacje zarówno z wykorzy-
staniem opisanych rozwiązań analitycznych, jak i z użyciem specjalistycznego programu o nazwie 
comsol multiphysics. Przeprowadzone badania analityczno-numeryczne wykażą skuteczność opro-
gramowania numerycznego.
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1. Wprowadzenie

Siły powierzchniowe pomijane w standardowych maszynach odgrywają główną 
rolę w mikrourządzeniach. natomiast siły masowe, które są kluczowe w powszech-
nych urządzeniach w skali makro w układach mEmS (mikroelektromechanicznych), 
cechujące się bardzo małymi wymiarami, pełnią rolę prowizoryczną. 

Powietrze otaczające ruchome elementy układów mEmS oddziałuje na nie 
w postaci siły tłumiącej. Tłumienie to wywiera istotny wpływ na osiągi, konstrukcję 
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166 K. Urbanowicz

i sterowanie układów mEmS. Dla przykładu w mikroprzyspieszomierzach wysokie 
tłumienie (prawie krytyczne) jest pożądane w celu zapobiegania pojawianiu się odpo-
wiedzi w postaci wysokich rezonansów, które mogłyby być przyczyną poważnych 
mechanicznych uszkodzeń tych czujników. w innych układach mEmS, w których 
tłumienie nie jest pożądane, wykonuje się w płytkach różnego rodzaju perforacje, 
których zadaniem jest redukcja siły tłumiącej.

zrozumienie mechanizmu tłumienia w urządzeniach mEmS jest sprawą zasad-
niczą na etapie optymalizacji ich konstrukcji. istnieje kilka mechanizmów odpowie-
dzialnych za dyssypację energii w tych urządzeniach [1-6]. wśród nich tłumienie 
lepkie i sprężyste związane z oddziaływaniem filmu powietrznego na ruchomą płytkę 
układu mEmS jest mechanizmem dominującym i dlatego niniejsza praca dotyczyć 
będzie właśnie nich. w literaturze dotyczącej tego zagadnienia [3-5] jednoznacznie 
wykazano, że tłumiąca siła lepka dominuje przy niskich częstotliwościach drgań 
płytki, natomiast sprężysta przy wysokich. 

modelowanie oddziaływania filmu powietrznego dokonuje się poprzez wyko-
rzystanie równania reynoldsa. równanie to może zostać wyprowadzone z równań 
naviera-Stokesa i ciągłości [2] lub w prostszy bezpośredni sposób z zasad przepływu 
lepkiego w połączeniu z zasadą zachowania masy [2, 4]. Główne założenie przy 
wyprowadzaniu równania reynoldsa polega na tym, że gaz znajdujący się w prze-
strzeni pomiędzy płytkami traktuje się jako ośrodek ciągły. 

w niniejszej pracy porównane zostaną wyniki znanych prostych analitycz-
nych rozwiązań równania reynoldsa z wynikami uzyskanymi z wykorzystaniem 
prededykowanego modułu mEmS będącego komponentem programu comsol 
multiphysics. Porównania pozwolą odpowiedzieć na pytanie, z jaką dokładnością 
można modelować siły tłumiące występujące w urządzeniach mEmS z wykorzy-
staniem wspomnianego programu. 

2. Podstawowe równania

na zachowanie się filmu powietrznego wpływa przede wszystkim lepkość 
oraz bezwładność. Jednak w związku z tym, że urządzenia mEmS reprezentowane 
są bardzo małymi wymiarami, często wpływ bezwładności jest pomijany. można 
wówczas zachowanie się płynu opisać dobrze znanym równaniem reynoldsa. 
wspomniane równanie zostało wyprowadzone na potrzeby teorii smarowania 
ponad wiek temu [7].

najbardziej powszechna obecnie postać opracowanych wtedy zależności dla 
ściśliwego gazu w postaci różniczkowego nieliniowego równania została opracowana 
w roku 1954 przez Tipeia [8]: 
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gdzie:  P — ciśnienie gazu; 
  ρ — gęstość gazu; 
  μ — lepkość dynamiczna gazu; 
  h — grubość warstwy płynu; 
  u1 i u2 — prędkości w kierunku osi x odpowiednio górnej i dolnej płytki; 
  v1 i v2 — prędkości w kierunku osi y tych dwóch płytek.

równanie to opisuje ustalony przepływ płynu. widać, że pomijany jest w nim 
wpływ zmian temperatury na grubości filmu.

w roku 1962 langlois [9] wyprowadził ogólną postać równania reynoldsa, 
bazując na równaniach naviera-Stokesa i na ogólnych równaniach hydrodynamiki 
płynu lepkiego [10]. wyprowadzone równania otrzymał po założeniu, że zmody-
fikowane liczby reynoldsa RS i RL 
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gdzie: ω — jest promieniową częstotliwością oscylującej płytki; VL — jest względną 
prędkością w kierunku poprzecznym; w — szerokością płytki,

są znacznie mniejsze od jedności. warunek małej wartości liczby RS jest równo-
znaczny z warunkiem „pominięcia wpływu bezwładności płynu”. w rzeczywistych 
układach warunek małej liczby RS adekwatny jest dla większości mEmS-ów, ponadto 
ruchu w kierunku poprzecznym się nie uwzględnia. Stąd równanie reynoldsa 
redukuje się do następującej postaci:
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w urządzeniach mEmS zmiany temperatury są przeważnie pomijalnie małe, 
co związane jest z bardzo małymi wymiarami tych urządzeń. w warunkach izotermicz-
nych zakłada się, że gęstość gazu ρ jest proporcjonalna do jego ciśnienia P. Stąd:
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168 K. Urbanowicz

Powyższe nieliniowe równanie reynoldsa jest zwykle wykorzystywane przy 
modelowaniu tłumienia związanego z istnieniem filmu powietrznego pomiędzy 
płytkami mEmS. w tym miejscu trzeba zauważyć, że ciśnienie P składa się z dwóch 
składników: P = Pa + p; Pa — jest ciśnieniem otoczenia, a p — odchyłką ciśnienia 
spowodowaną wpływem filmu powietrznego.

w ruchu normalnym dwóch równoległych płytek h oraz μ nie są funkcjami 
położenia. wówczas przytoczone równanie (4) można skrócić do jednej z poniż-
szych postaci:
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Jeśli ciśnienie zostanie znormalizowane przez ciśnienie otoczenia Pa 
( )/ ,aP P P=  oraz pozostałe zmienne również zostaną znormalizowane 

0/ , / ; / ix x l y y l h h h t = = = =

   nieliniowe równanie reynoldsa dla płytki 
oscylującej z małą częstotliwością wokół położenia równowagi można zapisać 
również w postaci bezwymiarowej:
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Parametr σ w powyższym równaniu jest tzw. liczbą ścisku:
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gdzie: l — jest typową długością (w przypadku płytki prostokątnej jej szerokością 
„w”, w przypadku płytki okrągłej jej promieniem „r” itd.).

2.1. Zlinearyzowane równanie Reynoldsa dla gazu ściśliwego

w przypadku bardzo małych przemieszczeń drgającej płytki wokół położenia 
równowagi (Δh << h0 i p << Pa), równanie (5a) może zostać zlinearyzowane [11]:
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169Modelowanie sił tłumiących występujących w prostych układach MEMS

wykorzystując natomiast zmienne znormalizowane, zlinearyzowane równanie 
reynoldsa dla gazu ściśliwego może być przekształcone do następującej bezwymia-
rowej postaci:
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(9)

w związku z założeniem procesu relaksacji podczas sprężania gazu w równa-
niach (8) i (9) można uważać, że założono ściśliwość gazu. Stopień sprężenia gazu 
jest powiązany z liczbą ścisku (squeeze number) σ. Dla bardzo dużej wartości liczby 
ścisku σ, z równania (8), otrzyma się PaΔh + h0Δp = 0. Ten związek jest równoważny 
z prawem boyla, PV = const., co oznacza tyle, że gaz stanowiący film gazowy jest 
w pełni sprężony, bowiem nie zdążył wypłynąć (wyciec) spod płytek podczas spręża-
nia z wysoką częstotliwością lub w wyniku szybkiego oddziaływania ściskającego.

2.2. Zlinearyzowane równanie Reynoldsa dla gazu nieściśliwego

Dla bardzo małych wartości liczby ścisku σ gaz w filmie gazowym ma wystar-
czająco dużo czasu, by „wyciec” spod płytek, tym samym nie zostaje odpowiednio 
sprężony. w związku z brakiem ściskania gazu można go traktować jako nieści-
śliwy, wówczas Δp/Pa << Δh/h0. w tych warunkach równanie (8) zredukuje się do 
następującej prostszej postaci:
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lub zapisując w postaci bezwymiarowej do:
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Powyższe równania (10) i (11) można wykorzystać w urządzeniach mEmS 
charakteryzujących się niskimi częstotliwościami pracy.

3. Tłumienie związane z istnieniem filmu powietrznego

3.1. Lepka i sprężysta siła tłumiąca

Dla pary równoległych płytek pokazanych na rysunku 1 siła oporu działająca 
normalnie przeciwnie do nieruchomej płytki związana jest z występowaniem 
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170 K. Urbanowicz

zmiennego tłumiącego ciśnienia pomiędzy dwiema płytkami. Tłumiące ciśnienie 
składa się z dwóch głównych składników: składnika powodującego lepki przepływ 
powietrza w momencie, gdy powietrze jest wyciskane na zewnątrz (lub zasysane do 
środka) z obszaru spod płytek, oraz składnika wywołującego kompresję (sprężanie) 
filmu powietrznego. Składnik siły związany z przepływem lepkim można nazywać 
lepką siłą tłumiącą (viscous damping force), a składnik związany ze sprężaniem 
powietrza można nazwać sprężystą siłą tłumiącą (elastic damping force).

rys. 1. Tłumienie filmem powietrznym

Jeśli płytka oscyluje z niską częstotliwością lub przemieszcza się z małą pręd-
kością, film powietrzny nie zostaje dostatecznie sprężony. w tym przypadku lepka 
siła tłumiąca jest siłą dominującą. będzie to później szczegółowo wykazane, że siła 
lepka jest wprost proporcjonalna do prędkości ruchu płytki.

natomiast jeśli płytka oscyluje z bardzo dużą częstotliwością lub porusza się 
z bardzo dużą prędkością, gaz znajdujący się pomiędzy płytkami (tzw. film gazowy) 
zostaje skompresowany i tym samym nie udaje mu się „wyciec” spod płytek. w tym 
przypadku film gazowy pracuje jak harmonijka, a siła sprężysta odgrywa główną 
rolę. Siła sprężysta jest wprost proporcjonalna do przemieszczenia płytki.

3.2. Siła tłumiąca płytek taśmowych

za płytki taśmowe uważa się płytki, których długość L jest znacznie większa 
od szerokości w. 

Korzystając z równania (4), przy założeniu, że odległość pomiędzy dwiema 
płytkami zmienia się w myśl poniższego równania:
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171Modelowanie sił tłumiących występujących w prostych układach MEMS

 ( )0 1 cos .h h t = + ⋅  (12)

langlois [9] w 1962 roku rozwiązał równanie reynoldsa dla δ << 1 wykorzystując 
teorię perturbacji. Unormowana siła tłumiąca F dla płytek taśmowych może być 
wyliczana z poniższego wzoru:

 ( ) ( )( )sin cos .d eF f t f t    = −  (13a)

Pierwszy i drugi składnik powyższego wyrażenia matematycznego to odpo-
wiednio bezwymiarowa lepka i sprężysta siła tłumiąca. Powyższe równanie (13a) 
można zapisać również w poniższej prostszej postaci:

 ( ) ( )cos ,F A t     = +   (13b)

gdzie:  ( ) ( ) ( )2 2
d eA f f  = +  jest amplitudą siły tłumiącej,    

 a kąt ( ) ( ) ( )arctan /d ef f    =    jest opóźnieniem fazowym.

Finalne wzory na lepki fd i sprężysty fe składnik siły tłumiącej, które otrzymał 
langloise, są następujące:
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(14a)

 

 
 

sinh sin2 2 2( ) 1 .
cosh cos2 2

ef
 


  

+
= − ⋅

+  
(14b)

w swojej pracy langloise odkrył ponadto, że dla małych wartości liczby ścisku 
σ < 2,5 składniki opisujące siłę lepką i sprężystą można aproksymować w następujący 
sposób (rys. 2b):

 ( ) ,
12df


 ≈  (15a)

 
 ( )

2

.
120ef


 ≈  (15b)

natomiast dla dużych wartości σ > 30 poniższe uproszczone wzory są poprawne 
(rys. 2c):
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172 K. Urbanowicz

 ( ) 2 / ,df  ≈  (16a)

 ( ) 1 2 / .ef  ≈ −  (16b)

na rysunku 2a przedstawiono przebieg składników siły (oraz amplitudy) będą-
cych funkcją liczby ścisku σ w przypadku założenia ściśliwego filmu gazowego. 

wracając do rzeczywistych fizycznych wielkości (nieznormalizowanych), siła 
tłumiąca wyznaczana jest ze wzoru:

 ( ) ( )( )sin cos ,a a d eF FP A P A f t f t    = = −  (17)

gdzie: A — jest powierzchnią płytki (tzn. A = Lw).

rys. 2. Przebiegi lepkiego i sprężystego składnika siły tłumiącej w funkcji liczby ścisku
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Jeśli przemieszczenie płytki w odniesieniu do położenia równowagi oznaczy 
się jako y, otrzyma się 0 0 0cos i sin .y h h h t y h t   = − = = −  wówczas siła 
tłumiąca przyjmuje następującą postać:

 ( ) ( )
0 0

,a a
a e d e d

P A P A
F FP A f y f y k y c y

h h
 


= = − − = − −

   (18)

gdzie:  0( ) /e a ek P Af h=  — jest współczynnikiem sprężystego tłumienia; 

 ( )0( ) /d a dc P Af h =  — jest współczynnikiem lepkiego tłumienia. 
wracając i uwzględniając zależności (17) i (18), widać, że:

gdy σ << σc to ( )3 3
00 i / ;e dk c Lw h≅ ≅

oraz gdy σ >> σc, to 0/ i 0.e a dk P A h c≅ ≅

wielkość σc jest tak zwaną liczbą ścisku odcięcia. występuje w momencie 
pojawienia się równości pomiędzy lepkim składnikiem siły a składnikiem spręży-
stym fd = fe. z badań langloisa dla płytek taśmowych wynika, że σc wynosi 10.1342 
(rys. 2a).

3.3.  Siła tłumiąca płytek prostokątnych

w 1983 roku blech [11] pokazał rozwiązanie umożliwiające wyznaczanie 
składników siły tłumiącej występującej w układach wykorzystujących płytki mEmS 
o prostokątnej budowie (długość płytki L zbliżona do szerokości w). 
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rozwiązanie blecha ma obecnie szerokie zastosowania podczas projektowania 
układów mEmS. z jego pracy wynikało ponadto, że liczba ścisku odcięcia dla płytek 
prostokątnych może zostać zapisana poniższą prostą zależnością:
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gdzie: η = L/w — jest współczynnikiem kształtu płytki.
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174 K. Urbanowicz

ostatnio Darling i in. [12] wyprowadzili identyczne wzory co wzory (19a) 
i (19b), wykorzystując metodę opartą na funkcji Greena. Dzięki temu podejściu 
istniała możliwość zastosowania wielu różnych warunków brzegowych z większą 
niż wcześniej łatwością. Przykładowo przez grupę tych badaczy badany był problem 
wpływu filmu powietrznego przy jednym z brzegów zamkniętym, dwóch brzegach 
zamkniętych itd.

Stosując podobny sposób jak przy wyznaczaniu wzoru (18), współczynnik 
lepkiej siły tłumiącej powietrznego filmu tłumiącego wynosi:
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(21)

a współczynnik sprężystej siły tłumiącej:
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(22)

Powyżej zaprezentowane równania są szeroko wykorzystywane w analizie tłu-
miących sił związanych z istnieniem filmu powietrznego w układach mEmS.

4. Współczynniki lepkiej siły tłumiącej dla filmu nieściśliwego

w praktyce duża część układów mEmS pracuje w niskich częstotliwościach. 
wówczas najważniejsze jest oddziaływanie jedynie lepkiej siły tłumiącej. Film 
powietrzny w wyniku bardzo słabego sprężenia zakłada się jako „nieściśliwy”. Pra-
widłowe równanie opisujące taki stan to równanie reynoldsa w postaci (10). na jego 
bazie w literaturze współczynniki lepkiej siły tłumiącej zostały wyprowadzone dla 
różnych typowych płytek mEmS [4, 5, 9, 11-13].

4.1. Płytki taśmowe (długie prostokątne)

w przypadku płytek taśmowych (rys. 3) zakładana długość L jest znacznie 
większa od szerokości w. Tłumiące ciśnienie można wyznaczyć bezpośrednio 
z scałkowania równania reynoldsa (10) zapisanego w uproszczonej postaci:
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dla następującego warunku brzegowego:

 ( 0,5 ) 0.p w± =  (24)

rys. 3. Płytka taśmowa (długa prostokątna)

Dwukrotne całkowanie równania (23) daje następujący wynik:
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wykorzystując warunki brzegowe (24), obliczono stałe całkowania. ostateczne 
rozwiązanie ma następującą postać:
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ciśnienie p(x, t) przybiera wartość dodatnią, gdy film powietrzny jest ściskany 
(dh/dt < 0), i ujemną w sytuacji odwrotnej. maksymalne ciśnienie tłumiące wystę-
puje w środku płytki (dla x = 0) i wynosi:

 
 

2

3

3(0, ) .
2

w hp t
h t
 ∂=

∂  (27)

Siła tłumiąca F oddziałująca na płytkę wynosi:
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zgodnie z definicją siły tłumiącej ,F c x= − ⋅   współczynnik siły tłumiącej dla 
długich płytek prostokątnych wynosi więc:
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wzory (28) i (29) zachowują swoją ważność tylko w przypadku, gdy długość 
płytki L jest znacznie większa niż jej szerokość w:

 .L w>>  (30)

4.2. Płytki okrągłe

Dla płytek okrągłych (rys. 4) równanie reynoldsa opisujące tłumienie filmem 
powietrznym można zapisać we współrzędnych biegunowych w postaci:

 
 3

1 12( ) .r p r h
r r r h

∂ ∂  =  ∂ ∂


 (31)

wykorzystując następujące warunki brzegowe:

 
 ( ) 0, (0) 0,dpp a

dr
= =  (32)

gdzie: a — jest promieniem płytki. 

rys. 4. Płytka kołowa

Dwukrotne scałkowanie równania (31) da następujący wynik:
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wykorzystując warunki brzegowe (32), obliczono stałe całkowania. ostateczne 
rozwiązanie ma następującą postać:
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maksymalne ciśnienie tłumiące występuje w środku płytki (dla r = 0) i wynosi:
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Siła tłumiąca F oddziałująca na płytkę wynosi:
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gdzie: A = πa2 — jest powierzchnią płytki.

współczynnik siły tłumiącej wynosi:
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4.3. Płytki pierścieniowe

wzór na siłę tłumiącą występującą w układach mEmS z płytkami pierścienio-
wymi (rys. 5) wyprowadza się z tego samego wzoru (31) co w przypadku płytek 
okrągłych, lecz z zachowaniem innych warunków brzegowych:

 ( ) ( )0; 0,p a p b= =  (38)

gdzie:  a — promień zewnętrzny płytki; 
  b — promień wycięcia w płytce.

rys. 5. Płytka pierścieniowa (okrągła z otworem)

Dwukrotne scałkowanie równania (31) oraz wykorzystanie powyższych warun-
ków brzegowych (38) skutkuje następującym rozwiązaniem końcowym: 
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Siłę tłumiącą F wyznacza się z poniższego równania:
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gdzie: γ = b/a oraz ( ) ( )22
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Przebieg parametru B(γ) przedstawia poniższy rysunek 6.

rys. 6. Przebieg parametru B(γ)

współczynnik siły tłumiącej w płytkach pierścieniowych wynosi:
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4.4. Płytki prostokątne

Uzyskanie rozwiązania dla płytek prostokątnych o porównywalnej szerokości w 
z długością L nie jest zagadnieniem tak prostym jak w przypadku prezentowanych 
uprzednio płytek. znanych jest mimo to wiele rozwiązań: blech [11], bao [4, 5], 
Darling i in. [12]. Jako warunki brzegowe do wyprowadzenia rozwiązania równa-
nia (10) zakłada się:

 ( 0,5 , ) 0, ( , 0,5 ) 0.p w y p x L± = ± =  (42)
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ostateczny wynik jest następujący:

 2 2
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Siła tłumiąca jest wyznaczana z poniższego równania:
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gdzie: λ = w/L i ( ) 5 5
1,3,5,...

192 11 tanh .
2n

nE
n


 

 

∞

=

 = − ⋅ ⋅   ∑

Skomplikowany powyższy parametr E(λ) w przedziale od 0 do 1 ma charakter pra-
wie liniowy, stąd w poniższej pracy aproksymowano go prostą liniową zależnością:

 ( ) 1 0,58 .E  = − ⋅  (45)

współczynnik siły tłumiącej można opisać poniższym równaniem:
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3 ( ).p
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=  (46)

5. Wyniki badań symulacyjno-analitycznych

znajomość powyżej zaprezentowanych rozwiązań analitycznych umożliwia 
wstępną weryfikację specjalnego modułu mEmS będącego częścią programu comsol 
multyphysics. badane zostaną siły tłumiące występujące na płytkach taśmowych, 
okrągłych, pierścieniowych i prostokątnych (rys. 7). 

w zrealizowanych badaniach założono poniższe wartości najważniejszych 
wejściowych parametrów: 

a)  szerokość szczeliny powietrznej pomiędzy płytkami h0 = 10 [µm];
b)  częstotliwość wymuszająca ruch płytki 32 10 = ⋅  [1/s];
c)  stałe maksymalne odchylenie ruchomej płytki od położenia początkowego 

 = 1 [µm];
d)  lepkość dynamiczna filmu powietrznego w temperaturze 20 stopni celsjusza 

51,8 10 −= ⋅ [Pa·s];
e)  analizowany przedział czasowy będzie wynosił t = <0,4e-3> [s];
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f)  ruch drgający płytki ruchomej: 

 0 sin( );h h t = + ⋅  (47)

g)  pochodna funkcji h:

 
 

cos( ).h h t
t

  
∂ = = ⋅ ⋅
∂



 
(48)

wymiary badanych płytek przyjęto zgodnie z danymi zawartymi w tabeli 1. 
otrzymane wyniki dla badanych płytek taśmowych (długich prostokątnych), okrą-
głych, pierścieniowych i prostokątnych przedstawione zostały na rysunkach 8-11.

Tabela 1
wymiary badanych płytek

rodzaj badanych płytek założone parametry

Płytki taśmowe (długie prostokątne) w = 3 mm, L = 15 mm

Płytki okrągłe a = 1 mm

Płytki pierścieniowe a = 5 mm, b = 3 mm

Płytki prostokątne w = 3 mm, L = 6 mm

rys. 7. badane płytki w programie comsol multiphysics
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z powyżej przedstawionych wyników widać, że wyniki uzyskane dla płytek 
taśmowych z wykorzystaniem modułu mEmS (rys. 8b) programu comsol multi-
physics (Fmax = 0,048 n) są zbieżne z wynikami uzyskanymi uproszczoną metodą 
analityczną (rys. 8a). maksymalna siła tłumiąca otrzymana uproszczoną metodą 
analityczną, w której założono nieściśliwość filmu powietrznego, wyniosła bowiem 
również 0,048 n. maksymalna siła tłumiąca uzyskana natomiast z wykorzystaniem 
rozwiązania analitycznego dokładniejszego wg langloisa (17) wskazuje natomiast 
na siłę maksymalną rzędu 0,0455 n (rys. 8a). Powyższy wynik sugeruje, że moduł 
mEmS może wykorzystywać gotowe znane rozwiązania analityczne, zamiast w spo-
sób numeryczny rozwiązać pełne równanie reynoldsa. moduł ten nie uwzględnia 
tym samym wpływu ściśliwości filmu powietrznego.

maksymalna wartość siły tłumiącej dla analizowanych płytek okrągłych otrzymana 
z wykorzystaniem metody analitycznej wynosiła natomiast 5,57·10–4 n (rys. 9a). Tyle 
samo również i tym razem wyniosła maksymalna siła wyznaczona z wykorzystaniem 
modułu mEmS zaimplementowanego w programie comsol (rys. 9b).

rys. 8. wyniki dla płytek taśmowych
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następnie badane były płytki pierścieniowe i jak poprzednio, tak i tym 
razem potwierdziło się, że wynik uzyskany z wykorzystaniem programu comsol  
(F = 0,02385 n) był prawie identyczny z wynikiem uzyskanym z uproszczonego 
rozwiązania analitycznego F = 0,0239 n (rys. 10a i 10b). 

w przypadku płytek prostokątnych zgodnie z wzorem (44) w obliczeniach anali-
tycznych występuje parametr E(λ). współczynnik lambda będący ilorazem szerokości 
do długości płytki w powyższym przykładzie (w = 3 mm i L = 6 mm) wychodzi równy 
λ = 0,5, tym samym korzystając z równania (45), wartość współczynnika E wyniosła 
E(λ) = 0,71. w powyższym przypadku maksymalna siła wyznaczona z wykorzysta-
niem rozwiązania numerycznego (rys. 11b) wyniosła 1,31·10–2 n, natomiast mak-
symalna siła wyznaczona z pomocą uproszczonego rozwiązania (44) analitycznego 
1,36·10–2 n (rys. 11a). z wykorzystaniem rozwiązania dokładnego wg blecha (19) 
otrzymamy maksymalną siłę rzędu 1,3·10–2 n (rys. 11a). Tym samym nie potwierdziły 
się przypuszczenia, że moduł mEmS bazuje jedynie na uproszczonych rozwiązaniach 

rys. 9. wyniki dla płytek okrągłych
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rys. 10. wyniki dla płytek pierścieniowych

analitycznych. Potwierdzona natomiast została po raz kolejny przydatność modułu 
mEmS w modelowaniu sił tłumiących występujących w prostych układach.

Jak widać z powyżej zrealizowanych badań, moduł mEmS bardzo dobrze 
sprawdza się dla niskich częstotliwości i symuluje z dużą dokładnością przebieg 
zmiany siły tłumiącej. 

Poza powyżej zrealizowanym cyklem prostych badań, przeprowadzono w niniej-
szej pracy jeszcze badania wykonane przy znacznie większej częstotliwości zbliżonej 
do częstotliwości odcięcia. 

zakładając w przykładzie z płytką prostokątną, że częstotliwość wymuszająca 
wynosi  = 2,23 ·104 [1/s] oraz czas trwania ruchu t = <0,4e-4> [s], otrzyma się 
liczbę ścisku odcięcia c = 13,62. liczba ścisku odcięcia to ten moment, w którym 
wpływy lepkiej siły tłumiącej oraz sprężystej są równoważne, czyli de facto gdy:  
fd ≈ fe (w tym przykładzie fd = fe = 0,375).

Poniżej zaprezentowane są wyniki badań zrealizowanych dla liczby ścisku 
odcięcia (rys. 12).
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z powyższych wyników widać, że obliczenia numeryczne (rys. 12b) wykonane 
przy dużych częstotliwościach dla płytek prostokątnych (Fmax = 0,14 n) bardziej 
odpowiadały obliczeniom analitycznym (rys. 12a) z pominięciem wpływu sprężystości 
powietrza (Fmax = 0,15 n) niż obliczeniom dokładnym z wykorzystaniem znanego 
dokładnego rozwiązania z 1983 roku wg blecha (Fmax = 0,1 n).

Podobne badania przy ustalonej liczbie ścisku równej liczbie odcięcia wykonano 
też dla płytek taśmowych ( = 1,65935 · 104[1/s], t = <0,4e-4>, c = 13,62, fd = fe = 
0,4172), a otrzymane rezultaty przedstawione zostały na rysunku 13.

Jak widać z przedstawionego wykresu, maksymalne wartości siły tłumiącej 
wynosiły ok. 0,266 n w rozwiązaniu dokładnym analitycznym (rys. 13a) wg lan-
gloisa, natomiast w rozwiązaniu z nieściśliwym filmem powietrznym (rys. 13b) ok. 
0,4 n, oraz 0,3 n w rozwiązaniu numerycznym (rys. 13b) z wykorzystaniem modułu 
mEmS programu comsol multiphysics. 

rys. 11. wyniki dla płytek prostokątnych
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rys. 12. wyniki dla płytek prostokątnych przy c
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6. Wnioski

modelowanie sił tłumiących związanych z istnieniem filmu powietrznego nie 
jest zagadnieniem prostym. Uproszczone rozwiązania analityczne na bazie równań 
reynoldsa znane są jedynie dla płytek o prostych kształtach (taśmowe, prostokątne, 
kołowe, pierścieniowe). w przypadku bardziej złożonych kształtów w modelowaniu 
tego typu układów przydatne są symulacje numeryczne polegające na rozwiązy-
waniu równania reynoldsa lub równań naviera-Stokesa z wykorzystaniem metod 
numerycznych. Jak zawsze podczas modelowania tego typu trzeba wykorzystywać 
założenia upraszczające (zmiana bardzo skomplikowanych kształtów na prostsze, 
wprowadzanie stałych parametrów opisujących warunki brzegowe i ośrodek reprezen-
tujący film powietrzny zamiast zakładania zmiennych ich wartości itp.). obliczenia 
tego typu mogą być prowadzone obecnie z wykorzystaniem oprogramowania typu: 
anSYS [14-21], comSol [22-24], coventorware [25-27], ElmEr [28, 29], PHa-
STa (parallel hierarchic adaptive stabilized transient analysis) [30] oraz cFD-acE 

rys. 13. wyniki dla płytek taśmowych dla c

 

   
   

 -
   

   
   

   
   

- 
   

   
   

   
  -

   
   

   
   

   
- 

   
   

   
   

  -
   

   
 



187Modelowanie sił tłumiących występujących w prostych układach MEMS

[31]. należy pamiętać, że jeszcze nie dawno obliczenia numeryczne wpływu filmu 
powietrznego na tłumienie układów mEmS nie były możliwe z wykorzystaniem 
powyżej wspomnianych programów, więc jest to duże udogodnienie.

zrealizowane badania z wykorzystaniem znanych rozwiązań analitycznych 
i modułu mEmS wykazały, że z dużą dokładnością można symulować siły tłumiące 
z wykorzystaniem programu comsol multiphysics. Pierwszy cykl badań wykonany 
został przy założeniu małej częstotliwości wymuszającej ruch górnej płytki. otrzy-
mane wyniki wskazywały, że prawdopodobnie moduł mEmS, zamiast w sposób 
numeryczny rozwiązywać pełne równanie reynoldsa, wykorzystuje zaimplemen-
towane przez programistów znane z literatury rozwiązania uproszczone. Przepro-
wadzone w drugim cyklu badania dodatkowe nie potwierdziły, ale również nie 
zaprzeczyły powyżej sformułowanej tezie. w przypadku płytek prostokątnych dla 
liczby ścisku odcięcia uzyskano bowiem wyniki zbieżne do wyników uzyskiwanych 
z uproszczonego rozwiązania analitycznego, czyli dla filmu nieściśliwego. natomiast 
w przypadku płytek taśmowych (długie prostokątne), również przy liczbie ścisku 
odcięcia, zauważono, że wyniki symulacji komputerowych są bliższe ogólnemu 
rozwiązaniu blecha niż rozwiązaniu uproszczonemu. Tym samym konieczne jest 
dalsze zbadanie możliwości programu comsol multiphysics, zanim będzie on 
wykorzystywany do modelowania sił tłumiących w układach charakteryzujących 
się złożonymi kształtami czy też z perforowanymi płytkami w celu obniżenia siły 
tłumiącej.

Praca naukowa finansowana ze środków na naukę w latach 2010-2014 jako projekt badawczy o nume-
rze: n n503 319039.

Artykuł wpłynął do redakcji 8.12.2014 r. Zweryfikowaną wersję po recenzjach otrzymano 12.08.2015 r.
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K. Urbanowicz

Modelling of damping forces occuring in simple MEMS systems
Abstract. a certain damping force occurs in the micro-mechanical systems referred as mEmS. 
at the design stage of such systems, these forces must be accurately estimated. as shown in this work, 
in all systems operating at low frequencies, most important force is the one associated with the flotation 
of air film from the volume between two parallel operating movable mEmS plates. This force can be 
accurately estimated by analytical methods known from the literature. The paper presents analytical 
solutions that are frequently used in practice for simple plates. also some simple simulations, using 
all described analytical solutions compared with the results of specialized program called comsol 
multyphysics, are shown. Presented research demonstrate the effectiveness of numerical software.
Keywords: mEmS, damping forces, reynolds equation, modelling, simulation
DOI: 10.5604/12345865.1186348
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