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OSZACOWANIE ROWNA N PODSTAWOWYCH W MODELU
MATEMATYCZNYM OPISUJ ACYM PRZEPLYW CIECZY
W PRZYRZ ADACH ROTACYJNYCH

Streszczenie

Wstep i cele: W artykule omawia girownania pdu, ciagtosci i energii z uwzgjdnieniem cieczy
nienewtonowskich oraz sit Lorenza. ROwnania te pismodel matematyczny przeptywu cieczy
w wybranych przyradach rotacyjnych, jak reometry i wiskozymetry rgfae oraz uproszczone
typy mieszalnikbw walcowych z cylindrycznym miestead. Giéwnym celem jest oszacowanie
rowna pedu, rbwnania aigtosci i rownania energii oraz podanie warunkow brzegdw

Materiat i metody: Materiat badawczy stanowirownania pdu, chgtosci i energii. W pracy
przedstawiono met@danalityczra oszacowania badanych rowina

Wyniki: W rozwazaniach pokazano oszacowania wszystkich réweraz przedstawiono zate-
nia ubezwymiarowugce, stosowane liczby podolhstwa oraz odpowiednie zaenia upraszcza-
jace oraz warunki brzegowe.

Whiosek: Wyprowadzone réwnania pogiido analizy parametrow eksploatacyjnych (ngdpr
kos¢ cieczy, napgzen stycznych w cieczy, zapotrzebowania na moc pagyry przyradow rota-
cyjnych zaréwno dla cieczy newtonowskich jak i memonowskich o zmiennej lepka zaleznej

od witasndci fizyko-chemicznych cieczy.

Stowa kluczowe:Przyrzydy rotacyjne, przeptyw cieczy, model matematyczny.
(Otrzymano: 01.02.2013; Zrecenzowano:15.06.20138kZaptowano: 30.06.2013)

ESTIMATION OF BASIC EQUATIONSIN MATHEMATICAL MODEL
DESCRIBING THE FLUID FLOW IN ROTARY INSTRUMENTS

Abstract

Introduction and aims. The article discusses the momentum equation, ragtyti and energy
taking into account the non-Newtonian fluid and émr forces. These equations describe
a mathematical model of fluid flow in selected rgtanstruments, such as rotational rheometers
and viscometers and simplified mixer types of dyiaal roller mixer. The main objective is to
estimate the equations of momentum, continuity texuaand energy equation, and provide
boundary conditions.

Material and methods: The study material provide the momentum, continaityl energy
equation. The paper presents an analytical mettiahalyzed equations.

Results: The discussion shows the evaluation of all the #gous and the assumptions of
dimension and dimensionless used the number ofasiies and the appropriate simplifying
assumptions and boundary conditions.

Conclusion: The derived equations will be used to analyzeg#réormance parameters (e.g. fluid
velocity, shear stress in the liquid, the demamdplmwver unit) of rotary instruments for both
Newtonian and non-Newtonian fluid viscosity withiafale viscosity dependent from the physical
and chemical properties.
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1. Wiadomaéci ogollne o przyradach rotacyjnych i rodzajach cieczy

W przyrzdach rotacyjnych wyspuje przeptyw cieczy midzy dwiema powierzchniami,
z ktorych jedna wykonuje ruch obrotowy natomiasigdr jest na og6t nieruchoma. Wraz
Z rozwojem pospu technicznego, mamy do czynienia z cieczami eanej lepkéci, z cie-
czami o wlasnériach nienewtonowskich, a tak z przeptywami cieczy w obecitd pol elek-
tromagnetycznych. Wspomniane okoliczoicsktania zarowno do badania przeptywow nie-
konwencjonalnych czynnikéw cieczowych w omawianyelydzeniach, jak rowniewyma-
gaja badania parametrow eksploatacyjnych tychgdeen przy uwzgédnieniu nowych wia-
snaci cieczy [16].

Powszechnie wiadomae ciecze o wiasrciach nienewtonowskich charakteryzigie
tym, ze krzywa ptyn¢cia jako zalenos¢ migdzy napegzeniami stycznymi a gokoscia scina-
nia jest linia prost Wszystkie ciecze, dla ktérych krzywa plycia nie jest linia progtna-
zywamy cieczami o wiasgoiach nienewtonowskich. Cieczami wykagymi wiasndci
nienewtonowskie & migedzy innymi, roztwory polimeréw, zanieczyszczone j@leoleje
z inhibitorami czyli z dodatkami ulepsaaymi ich wtasnéci, ciecze magneto reologiczne
oraz ciecze elektroreologiczne [1], [21], [22],]30

Najnowsze technologie wymagagzesto zmiany wart€ci lepkasci cieczy w czasie jej
przeptywu. Takie wiasrigi map wiasnie ciecze elektroreologiczne i magnetoreolgickb@,
re pod wptywem pola elektromagnetycznego gguaikilkunastu mikrosekund megie tylko
zwickszy kilkadziesgt razy swog lepkas¢ lecz réwnie mogy zmient sie z cieczy o wtasno-
sciach newtonowskich w ciecz pseudoplastydzt nawet mog zestalé sie [12], [13].

W artykule omawia gioszacowanie rowmapedu, rownania @gtosci i rownania energii,
ktore opisuy model matematyczny przeptywu cieczy w wybranycaypmdach rotacyjnych.
Do urzdzen takich zalicza si reometry i wiskozymetry rotacyjne oraz uproszczoymy
mieszalnikbw walcowych z cylindrycznym mieszadtém konstrukcji cylindra wewgtrzne-
go nie uwzgidnia s¢ dodatkowych elementéw. Wiskozymetry gtudo pomiaru lepki
cieczy. Przy gyciu reometréw mierzy siwtasnaci reologiczne cieczy takiej jak nagenia
styczne czy mdkos¢ scinania.

Zasada pomiaru w przydach rotacyjnych polega na poddaniu gapniomscinagcym
badanej probki cieczy mulzy dwoma wspotosiowymi powierzchniami cylindrycemy
z ktérych jedna wykonuje ruch obrotowy (zwykle ogler wewwtrzny). W reometrach rota-
cyjnych dokonuje si pomiaru czstaosci obrotéw cylindra wewgtrznego przy ronej predko-
§ci scinania badanej cieczy. Moment géania cylindra wewgtrznego M w [J] mierzy s¢ za
pomog réznych urazdzen mechanicznych [20].

Przedstawiony model matematyczny pozwala wyzratzaretycznie parametry przyrz
dow rotacyjnych w szczegOlba predkosé cieczy oraz nageenia styczne w prébkach bada-
nych cieczy. Wartei analityczne napten stycznych mena poréwné z wartgciami uzy-
skanymi przez innych autoréw na drodzewiadczalnej. Ponadto wyznaczone na drodze
teoretycznej warkei napezen stycznych mog postzy¢ bezpdrednio do wyznaczenia nie-
ktorych parametrow eksploatacyjnych reometréw luytbranych uproszczonych typow mie-
szalnikbw walcowych. Najezciej interesujcym zagadnieniem jest wyznaczenie wgoito
zapotrzebowania na moc potrzebo nagdu przyradow rotacyjnych lub uproszczonego
typu mieszalnika walcowego z cylindrycznym mieseault

Zwroémy uwag na to,ze dokonywane pomiary w reometrach i wiskozymetnathcyj-
nych z zasady pozwalgpa okrélenie srednionych wartéci parametréw reologicznych cie-
czy. Fakt ten zaclta rownieg do badania doktadnych waétd parametréw reologicznych
cieczy na drodze czysto teoretyczne;.

Podkrélmy, ze rozpatrywany model mieszalnika walcowego z cylndnym mieszadiem
stanowi model uproszczony, ktéry peowystpowa w przemyle spaywczym lub farma-
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ceutycznym. Uproszczenie polega na tymwi konstrukcji mieszalnika nie uwzginia sé¢
ptytek, kotwic, wsg¢g czy smigiet. Rownie przy scianie zewgtrznej mieszalnika nie wpro-
wadza s zadnych przegrod ani innych dodatkowych elementésstawowych.

2. Modele mechaniczne przyrgdow rotacyjnych
2.1. Wspolny schematyczny model geometryczno - megticzny
Rozpatruje si uproszony schemat geometryczno-mechaniczny dlgrzadow rotacyj-

nych. Powierzchnia cylindra wewtnznego wykonuje ruch obrotowy ze gtgredkoscia ka-
towg, natomiast powierzchnia cylindra zeytrznego jest nieruchoma (Rys. 1).

Rw — promié cylindra 1 [m],
R; — promie cylindra 2 [m],

Przyjmuje s oznaczenia: _2_.\,_ g
NN Pt ;

1. — ruchomy cylinder wewirzny, BT !
2. — nieruchomy cylinder zewtnzny T, feln
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U — prdkos¢ cylindra 1 [m/s], Uirrrssssssses 77777777 77777 7777774
w — predkosé katowa cylindra 1 [1/s],
To — temperatura otoczenia [K],

ATp, — przyrost temperatury wzglem To [K].
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Wspohrzdne wektora mdkosci cieczyv 3
oznaczone symbolami:

— obwodowa Y= Vg [m/s],

— promieniowa ¥=V, [m/g],

— po wysokéci stupa cieczy Y=V, [m/s],
oraz NN — badana ciecz.

Rys. 1. Wspdlny schemat geometryczno-mechaniczoyrzdow rotacyjnych
i uproszczonych typéw mieszalnikéw [4]

Fig. 1. Common geometrical and mechanical schemetating mechanical devices
and simplified types of mixers [4]

Rozpatruje si geometrg, w ktdrej bezwymiarowy stosunek diugo promienia cylindra
zewretrznego do diugai promienia cylindra wewgirznego oznaczany symbolem D ma gra-
nice od 1,07 do 1,40 dla reometrow i wiskozymetnimtacyjnych oraz od 1,1 do 3 dla
uproszczonych typoéw mieszalnikbw walcowych z cylyjmznym mieszadtem. Batkos¢ ob-
rotowa ry = 30w/t oshga wartdci od 16 do 160 obrotéw na miguiWspotczynnik lepkéci
dynamicznep dla rozpatrywanych cieczy ma waitad 0,68 do 1,85 [Pg]. Gestasé cieczy
p ma warté¢ od 800 do 1100 [kg/fh Dla wartdci predkaici cieczy do 2 [m/s] rozpatruje
sie laminarny stacjonarny przeptyw cieczy §uBliwej charakteryzujcy sk liczbami Rey-
noldsa w zakresie od 1 do 20 oraz liczbami Galitaus zakresie od 10 do 10

W modelu cieplnym przyjmuje giizotermiczny ruch badanych cieczy. Wekszdci
przyrzadéw rotacyjnych i uproszczonych typach mieszalnikgalcowych z cylindrycznym
mieszadtem ruch obrotowy cylindra wegtrznego powoduje wyréwnanie temperatury nie
tylko na powierzchniach obu cylindrow a takw catym obszarze badanej prébki cieczgiie
wartas¢ temperatury na powierzchniach obu cylindrow jeghpkowa.
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Ponadto przyjmuje sitransport ciepta wyktznie poprzez przewodnictwo cieplne i to
w kierunku promieniowym, poniewaw tym kierunku warstwa cieczy ma najmnigjsgu-
bos¢. Zakladamy,i w cieczy nie wysipuja zadnezrodta ciepta. Pomija sidyssypagj ener-
gii oraz transport ciepta spowodowany konwek@turala i wymuszon [4].

2.2. Wspdlny schematyczny model geometryczno - mesticzno — elektromagnetyczny

Przeptyw pgdu wystpuje w obwodzie elektrycznynirédio pudu zmiennego ZP, prze-
wod O, elektrody pigcieniowe gk i E; i ciecz NN przewodgca pad elektryczny. Cylinder
wewretrzny 1 i magnes cylindryczny 3 w podstawie pragiz stanowd magnesy state o bie-
gunach N-S zwrdoconych jednoimiennie. Zaktada z powierzchnia cylindra zewtriznego
2 nie jest przewodnikiem guu elektrycznego (Rys. 2). Doprowadzenigdor do elektrod
wyposaone jest w mechanizm zapewnigyj staty kontakt elektrod z lustrem cieczy. Rozpa-
truje sk ciecze, w ktorych wptyw zjawiska dysocjacji elelitycznej na parametry przepty-
wu jest pomijalnie maty. Pole magnetyczne chargkige s¢ rozng od zera promieniogv
sktadowg indukcji magnetycznej Ba pozostate skladowe tego wektogapsmijalnie mate.
Przeptyw pgdu pomedzy elektrodami charakteryzujeesiozng od zera sktadowv gestasci
pradu I,, a pozostate skladowe wektorgstpici pradu elektrycznegosgspomijalnie mate.

Przyjmuje s¢ oznaczenia:
1. — cylinder wewetrzny (magnes),
2. — cylinder zewgtrzny (izolator),
7p 3.—magnes cylindryczny,
_~— Rw— promié cylindra 1 [m],
/ O R;— promie cylindra 2 [m],
U — prdkos¢ cylindra 1 [m/s],
w — predkos¢ katowa cylindra 1 [1/s],
Ej, E; — elektrody piescieniowe,
L — linie sit pola magnetycznego,
O — przewadd.
Wspohrzdne promieniowa, obwodowa i po
wysokaci stupa cieczy:
-3}, %, J wektora gstasci pradu
elektrycznegd [A/m?],
— B, By , B, wektora indukcji
magnetyczndp [T],
- Vi, Vg , Vz wektora pedkosci
cieczyv [m/s];
r, . — wspotrzdne promieniowe uktadu [m],
NN — badana ciecz,
ZP —zrodto prdu zmiennego.

g o~

/
s/,

Rys. 2. Wspolny schemat geometryczno-mechanicasidreinagnetyczny
przyrzzdow rotacyjnych i uproszczonych typow mieszalnifdjv
Fig. 2. Common geometrical, mechanical and eleagmatic scheme of rotating mechanical devices
and simplified types of mixers [4]

Rozpatruje si ciecze o przewodroi elektrycznej wiciwej o od 110° do 310° [S/m].
Wartasci wspotrzdnych wektora indukcji magnetyczngjwahaj sic od 0,1 do 0,2 [T], na-
tomiast wspotrgzdne wektora nagenia pola elektrycznedgé map wartasci od 0,022 do 0,65
[VIm]. Wspétrzzdne wektora gstasci pradu elektrycznegd przyjmup wartcsci od 0,002 do
20110° [A/m?]. W przeplywie cieczy liczby Hartmanna mayartai¢ od 1 do 10 [4].
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3. Rownania podstawowe dla niekonwencjonalnych aey oraz sit Lorenza

Przeptyw cieczy w uproszczonych modelach reometramiskozymetréw rotacyjnych,
a take w uproszczonych typach mieszalnikow walcowyclylndrycznym mieszadtem opi-
suje s¢ rownaniami: pdu, ciagtosci, energii, Maxwella oraz Ohma [14], [15].

Rozwaa st uklad wspotrzdnych cylindrycznych (f,z), gdzie r wyraa wspétrzdng
promieniovy, ¢ - wspétrzdng obwodows, z — wspotrezdng po wysokdci stupa cieczy w [m].

Symbolami V, Vy, V, oznacza si wspotrzdne wektora grdkosci cieczyv  kierunku
promieniowym, obwodowym i po wysokd stupa cieczy. Ponadto symbolgmoznacza si
lepkas¢ pozorry cieczy w [P&], symbolem p — zmiennesnienie w [Pa], nhatomiagi ozna-
cza staj gestas¢ cieczy w [kg/mi).

Ruch cieczy nienewtonowskiej opisany jest we wsgpedinych cylindrycznych (§,z)
trzema rownaniami zachowaniadu, ktére dla stacjonarnego laminarnego przeptyiesci
sliwego, z uwzgédnieniem pola elektromagnetycznego gnagstpujaca posta [2]-[11],[17]:

p(av oy, VeV Ve Ly OV, _M} d

10 0
ot ar r aq) 9z r (ZUp@rr) +—— (Zp-perq)) + E (2}-1 perz) + (1)

ar r oo

0 2
~ - o v+ 2up(err Opy) + (I XB):,
Ny .y Mo VoWV, Mo _ViVe)_ (2 0 )+ 9 u0 )+ (2 Op,) +
ot " rar b ooz r 7 a0 Ho=0s Her @)
10 210 . 2
: ag)’ 5o 2HpdVO] + = (21185) + (O B,

v, v, V¢ oV v,
( p +V,—= o Ta_q)z"'vz oz j —(2 Hp O) + r 90 (Zp-p z¢)+ (ZUp 22) + (3)

_%_290
0z 30z
gdzie

[ div(v)] + %(Zuperz) +(IxB), +pg

div(v) = Oy + By + O, (4)

natomigst g oznacza przyspieszenie ziemskie w[npsnadtoy = pg wyraza cizar cieczy
w [N/m°].

W rownaniach (1) i (2) przyjmuje ¢isity Coulomba w polu elektromagnetycznym jako
bardzo mate. Wspokzine wektora mdkosci deformacii T, wystpujace w réwnaniach (1)-
(3), w uktadzie cylindrycznym @,z) map posta [4]-[10], [25]-[29]:

v, _10% Vv, V.
-— 1 O - T, 1 O =_Z 1 5 - 7
rr ar (0]0] r 6(]) r zz 0z ( ) ( )
0. =0 5V¢ 1 6Vr B Vo )
o =S =5 o Ty o r )

v, vV, 10V, , Ve
Q,=0, == Q,, =0 9)-(10
rz =Yz = (al’ azj ¢z zq) [r a¢ azj ( )( )

SymbolJ oznacza wektor ggtaici pradu elektrycznego w [A/R) o wspétrzdnych: pro-
mieniowej J, obwodowej ¢ i w kierunku stupa cieczy,JNatomiasB oznacza wektor induk-
cji magnetycznej w [kgfé\] o wspétrzdnych: promieniowej B obwodowej B i w kierunku
stupa cieczy B Ponadto cztonyJ(xB); dla i = r,$, z opisugce sity Lorentza wysgpujace
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w réwnaniach (1)-(3) zrzutowane na poszczegolnaikisidu wspoétrzdnych cylindrycznych
sa definiowane nagpujgcymi rownaniami Maxwella [25]-[29]:

(I xB); =3B, —J,By (11)
(R B)¢ =J,B; -J;B,, (12)
( xB), =3By =3B, . (13)

Symbole §xB), , IxB)y, (JxB), opisup elektromagnetyczne oddziatywania w cieczy po
kierunkach: promieniowym, obwodowym i po wysé&obstupa cieczy. Rownania (8)-(10)
uzupetnia si rownaniami Ohma, ktore mgnastpujaca posta [25]-[29]:

J =0 (E, +VyB, - V,By), (14)
Jp =0(Ey +V;B, -VB,), (15)
‘]Z ZO(EZ +VrB¢ _V¢Br), (16)

gdzie symbole E, Ey , E; oznaczaj wspotrzdne promieniow, obwodows i po wysokdci
stupa cieczy wektora ngienia pola elektrycznegé w [V/m], natomiast symbab - to prze-
wodnai¢ elektryczna wiéciwa cieczy w [S/m].

Do réwna pedu (1)-(3) dodcza s¢ rownanie cigtosci, ktére ma nagpujaca posta [24]:

@ +1— a(prVvy) +} a(pV¢) + a(pV,) =0. (17)
ot r or r o0 0z

Symbolp, wysigpujacy w rownaniach gdu (1)-(3) wyraa lepkdc¢ pozorry cieczy w [Pa]
o modelu paggowych Reinera-Rivlina, ktora jest zdefiniowanatgasjacym wzorem [18]:

3

- 133
p(nr,,z,) =2" 1m(n)E~]§zz@ukus®ukus
k=1s=1

(18)

gdziea;=r,a,=¢ , az=z . Symbol m oznacza wspotczynnik konsystenejczy w [P&"]

w o0golngci zalezny od indeksu przeptywu cieczy n, wspeéttaych r, ¢, z ukladu cylin-
drycznego (1§,z) oraz od czasu t. Ponadto symb@lgkOlS dla k=1,2,3 oraz s =1,2,3 oznacgaj
wspotrzdne tensora pdkosci deformacii, ktore okrdaja wzory (5)-(10). Po rozpisaniu sum
we wzorze (18) oraz uwzglnieniu zwizkow (5)-(10) lepké¢ pozornap, otrzymuje nast
pujaca posta [4]-[10], [25]-[29]:

2 2 2

oV,
Hp(n1r,¢,2,t)52n_lm(n) 1 1-—(|)+ﬁ +£(%j +£(%j +
2\r op r 2\ or 2\ 0z

n-1
2 2 2| 2
S LV Ve Ve +1(%+%j L Ne 10V,
4{r 0p  or r 4\ or 0z 4\ 0z r db

Symbol m oznacza wspétczynnik konsystenciji ciecz{Pad’] zalezny od indeksu prze-
ptywu cieczy n z przedziatu od 0,4 do 1 i od wspginych uktadu cylindrycznego ¢r,z)
oraz od czasutw [s].

Dla przeptywu cieczy z uwzglinieniem temperatury T w [K] do réwhgedu (1)-(3)

i rownania cagtosci (17) dohcza s¢ w ukladzie wspoétrednych cylindrycznych, rownanie
energii magce nasfpujaca posta [4]-[10], [19], [23]:
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V
pa(CvT) + pV a(CVT) +p_¢a(CvT) +pV a(CVT) -

ot "oor ro oo ‘0z
16( aTj 10(,aT a( aTj J? 1(avj2 1(10v, V.Y
S M — |+ S| A [+ — | A= [+ — A | |+ =+ +
rorl or) r’opl op) 9z\ 9z) o P12\ or 2lrop r (20)
1(ov,\2 1(av, 1av,) 1(av, .oV, 1[1ov.  a(V\[ |
+o| 2 4 S| e 2 | 4o Tz T o T e 0 - pLdliv(v).
2\ 0z 4\ 0z r 0 4\ or 0z 4 rop or\r

Czilon pierwszy lewej strony rownania (20), tzn. lpodna (¢T) po czasie, przedstawia
zmiarg energii wewgtrznej w czasie na jednostlobjetosci, natomiast pozostate cztony le-
wej strony tego rownania opigujransport energii za pomgp&onwekcji. Trzy pierwsze czto-
ny prawej strony rownania (20) przedstawianerg¢ przewodzenia ciepta na jednostizasu
i objetosci. Czlon J%/c opisuje dyssypagjJoule’a i oznacza zmianenergii elektrycznej
w cieplmny. Energia cieplna powstata w ptynie podczas przaeptylega rozproszeniu. Proces
ten opisw pozostate czlony prawej strony tego réwnania zweenami dyssypacji energii
tacznie z ostatnim, ktory oznacza dyssypag§nieniong. W réwnaniu (20) symbol T ozna-
cza temperatgrw ogoélngci zalezng od wspétrzdnych r,¢, z oraz od czasu t, natomiast
symbol ¢ wyraza ciepto whdciwe cieczy w [J/kE&] przy statej obgtosci. Wspotczynnik
przewodnéci cieplnej cieczy w [W/riK] oznaczony symbolem réwniez maze zaleed od
wspotrzdnych r,¢, z oraz od czasu t. Ponadto symfgprzedstawia lepk@é pozorm cieczy
w [Pds] zdefiniowag wzorem (19), zalang w ogdéInaci od wspotrednych r,¢, z oraz od
czasu t.

4. Zatozenia ubezwymiarowupce

4.1. Zwigzki miedzy wielkosciami wymiarowymi a bezwymiarowymi
Dla wspoétrzdnych wektora midkosci cieczy zwizki wielkosci wymiarowych z bezwy-
miarowymi przedstawiajsiec nastpujaco [4]-[10]:

V,=U D/¢l, V, =V B/,l, V,=W B/Zl , (21)-(23)
gdzie U, V, W g charakterystycznymi wielkgiami wymiarowymi w [m/s], natomiast od-
powiednie wspotrgdne bezwymiarowe W¢1’Vf1’vzl przy tym [4]-[10]:

V¢ :V¢(r,¢,z), Vr :Vr(r,(l),Z), VZ :Vz(r,cl),z), (24)'(26)
V¢1 :V¢1 (1.9.2), Vr1 :Vrl (1.9.2), Vzl :V21 (1.9,2), (27)-(29)
Wspotczynnik konsystencji cieczy meggasé cieczy p oraz wspotczynnik przewodia
cieplnej cieczy majposta [4]-[10]:
m=memy, P=peP1, A=Aoh, (30)-(32)
p=1l A =L (33).(34)
gdzie m, po, Ao - to charakterystyczne wielka wymiarowe wieléci wymiarowe odpowied-
nio w [Pas]=[Ns/nf], [kg/m’] oraz [W/mK], natomiast m ps1, A1 0znaczaj wielkosci bez-
wymiarowe odpowiednio dla wspoétczynnika konsystewegczy, gstasci cieczy i wspot-

czynnika przewodriei cieplnej cieczy. Dodatkowo przyjmujegsie p1 i A1 to bezwymiaro-
we wielkasci jednostkowe.
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Cisnienie p oraz mdkos¢ obwodowg U okreslone g nastpujacymi zalenosciami [4]:
P=Pa+PoU Py +yHZ, U=uR,. (35),(36)

gdzie p to cinienie charakterystyczne w [Pg]; to charakterystyczny giar wiaciwy cie-
czy w [N/n7] i H oznacza wysok@ stupa cieczy w [m]. Wielkii bezwymiarowe to pi z;.
Zaleznosci miedzy promieniami R, R, Ry, 11, 1, wspohrzdnymi z, z, ukazuj wzory [4]:

AR =R,-R,,, n=(D-Drif+1 R,=DIR,,. (37)-(39)
z=Hz, r= R1{1+(% —1]!‘15:': Rw +ARI’1|]. (40),(41)
W

gdzieAg, Ry, Ry, z, H - to wielkdci wymiarowe w [m].
Zwigzki migdzy pochodnymi cgstkowymi oraz parameti snap postd [4]:

%Eiga_rm, a_fDEAR, 9_19 iDEA_Rga_ (42)-(45)
o or on on or R, 0n o Ry on
0 _1_0
—E—El—,
arl 81 ar:LD (46)
=Rw (47)
S H

Bezwymiarowy parametr dla grufm warstwy cieczye; oraz bezwymiarowe parametry
dla ilorazow pedkaosci €; | €3 sStosowane w oszacowaniach réwmaap posta [4]:

g = . €=, ga=—. -
1 Ry, Ry, 25 B (48)-(50)

Dla temperatury zvgzek wielkagci wymiarowych z bezwymiarowymi jest nagtijacy [4]:
T=T,T, (51)
gdzie Ty oznacza wymiarowcharakterystyczntemperatug otoczenia w [K], a Tto tempe-
ratura bezwymiarowa.

4.2. Liczby podobiastwa

Liczba Reynoldsa Re zmodyfikowana liczba Reynolds&e, dla cieczy nienewtonow-
skiej maj postaci [4], [31]:
_PoRW(WR,)*™ _ poRY,

T e memmT 2

_ Poly
Rﬁ_mdmwmf (53)

gdzie n to bezwymiarowy indeks przeptywu cieczyrzepziatu 0,4< n < 1. Jgli indeks
przeptywu n=1, to ciecz jest ciecmewtonowsk.

Liczbe Froude’a dla przeptywu cieczy przedstawia e@mgucy wzoér [4], [31]:

60



Oszacowanie rownapodstawowych w modelu matematycznym apiguj przeplyw cieczy w przydach rotacyjnych

«
clg

Fr= ; (54)
Liczba Prandtla dla cieczy nienewtonowskej ma gdgth [31]:
_ n-1
or = Cklp _ c,mo() W™ _c,me(n)( U . (55)
)\O R\r,]v_l)\o )\O RW
Liczby Eckerta i Prandtla dla cieczy newtonowskigjj posta [4], [31]:
u? CcyM
Ec= ,  Pp=2v0,
oo h Ag (56).(57)
U,
EclPp=——. 58
oo (58)
Liczba Graetza dla przeptywu cieczy ma po$4, [31]:
n n-1
Gz, =Re, [Py, = pon!2 M(i} = Pty UR,, (59)
mOUn )\0 RW )\0
Liczba Brinkmana dla cieczy nienewtonowskiej mataopt], [31]:
n+l
Br, = Ec, [Pr, :UTmO(n). (60)
Rw AoTo

5. Oszacowania rowné podstawowych
5.1. Oszacowania cztonéw w rownaniach zachowanigqu dla przeptywu stacjonarnego

» Oszacowanie redu wielkosci cztonow w réwnaniach zachowania gdu
dla wspotrzdnej promieniowej r

Réwnanie zachowaniagu (1) dla divy) = 0 oraz po pomigciu sit masowych ma nast
pujaca wymiarowy posta [4]:

2
p{ v, ﬁ%w%_v_qa}_%g[m_lav W):

o r a ‘oz v ar or or
210 opnal( Ve 10V: Ve u + 9 2[2“‘11(6\/ oVy )U (61)
r o 2l or rap r JP| oz 2lar oz )"
+12[2” -1 OV Eﬂ_ﬁ Mo,
o r op r

gdzie lepkéc¢ pozorry cieczyp, okresla wzoér (19). Po uwzgtinieniu wymiarowych zvaiz-
kow okrelonych wzorami (21)-(50) i zakaosci [4]:

n-1
9 -
upfﬁR—j M () (&, "M, (62)

w

wtedy réwnanie (61) dla zdefiniowanej legkocieczy (19) przyjmuje nagiujaca postd:
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2 ov V,
Pl e5V, —r1+81€2—% +SEEEZV,
RW81 1 arjl_:l I’l 0(]) 1 021 rl

-1
PoUDf?pl 1 U(ansl a( av}+

R 81 arl R SlR 81 RW

"
me U (U n10 Ve 10Ve Vg
"R ( j o | 0 TEE TR (63)

RW Rng Rw r1 0¢

1U (U o) [ P M
H Rwé&1 ! 0z,

Ry
n-1
1 U (U A Y Vi
+2mg ( j 8}”?{82 g - S152—111@1'
1

R, Ry Ry ol ' 0o n

Bezwymiarowa lepk& pozorna cieczy otrzymuje poétg]:

2 2 2
aV, oV oV
Hpy =My 1267 = — T ALY IS, R}
! n 0o f or,’ 0z

(64)
Lﬂ
2
o1V VeV oV, v, \’ 0V, 10V
g€~ —++—7 g 8| Y& _gtS€€a— | t|Si€1 - tEE3
] 6([) arl ] arl 621 0z Zq ] a(l)
gdzie bezwymiarowe warioi €3, €;, €3 okreslono wzorami (48)-(50).
, . . . R .
Réwnanie (63) pommmne obustronnie przez w;ﬁmle% uzyskuje posta[4]:
Po
vV, Vo oV vV, VE n-1
e5V, _;1+8182ﬁ_r1+3§18283vz —rl_slﬁz_a—péJf Mo 1 [ U g " x
1 on R 0o 1 0zy n on PoU Ry Ry
X260 ——| Uy —= |+ ——| Hp | —= + €8, ——2 —g—2 | |+
{ zaﬁDL . 5rlmJ n 6¢[ plL o TCnop T (65)
3 oV, oV, 1 oV, 10V V,
+S€ u +S€ +26, U, | e, —2L ¢ ———ss —1 |
15 [ pl( or” 512azl L e 2arlg T ae  rey
Zachoda nastpujace zalenosci [4]:
_ -1 _ _ _
R,& Mo(n) Uef ”( U jn _UMPmg(n) _U"mg(n) _U"Pme(n) _ 1 _ (66)
p0U2 Rwé1 Rugr \Ry poR\r/]vsil Po Rn An pOArI]R> Reﬁ Rensil

Rn

Po uporadkowaniu i wprowadzeniu zaleosci (66) do réwnania (65) przyjmuje ono pdasta
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o OV o o, Vg
&V —g te€ tSEFRVy TR T
f] n 21 n

__0py 1 0 6Vr1 & 0 6V¢1 €€2 0Vr1 V¢1
it oo [ R T B T | R
o’ Re,g] o\t ) nod| T o n 0 n

ov ov oV ov V

4 n 28y n_& V0 n
W | €a—2+se,—L | |[+Lp, | e -1 ~sg,—L |
pl( ° o] SE2 0z, j] n pl( ol n 0 SIE2 n j}

+ 51315
1

gdzie lepké¢ pozorm uplzdefiniowano wzorem (64).

Whnioski (dla wspotrzednej promieniowej r):

« Dla bezwymiarowych parametrégi=0(10%), £,=0(10%), £5=0(10°) i liczby Reynoldsa
Re,=0(10), po odrzuceniu wyrazéweadu 0,01 w poréwnaniu z wyrazamiedu 1, rowna-
nie (67) przyjmuje nagpujaca posta:

2
9 V
% = sli . (68)
al’l r]_

» Natomiast bezwymiaroydepkas¢ pozormy cieczy (64) upraszczagsnastpujaco:

oV vV ni
= ¢1 ¢1
r,n)=my(n -&§— . (69)
}lp]_(l ) 1() ar_:]|-:| 1 rlj

* Poniewa wszystkie pochodne funkcﬁ/¢lwzgle;dem ¢ w rownaniu (67) $ rzedu 0,01
(t. pomijalnie mate), ad bezwymiarowa pdkos¢ V¢1 nie zaley od wspéirednej ¢,
a wiec zalery tylko od wspotrzdnej promieniowej 1

» Z réwnania (68) oraz z powszego wniosku drugiego wynikze bezwymiarowe énienie
zalezy od wspotrzdnej promieniowej 1

» Oszacowanie redu wielkosci cztonow w réwnaniach zachowania ¢du
dla wspétrzdnej obwodowej¢

Réwnanie zachowaniagu (2) dla divy) = 0 oraz po pomigciu sit masowych ma nast
pujaca wymiarowy posta [4]:

ovy V, oV ov, V.V
p(vr ¢+_¢ q)'|'V ¢ _Tr ¢J:—}@+

o r ap oz r rod
+£ 2@“‘11 %4.}&_& My +Ei o1 }%4.& Wy |+ (70)
or 20 or r¢ r r od rop r
0z 2\r 0 0z r 20 0r rop r
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gdzie wspotrzdne Y, okresla wzor (19). Rownanie (70) po uwezdhieniu zwazkow (21)-
(50) oraz zalenosci (62) uzyskuje nasgpujaca postd [4]:

2
PV (8 v Ny Vo, 0V Ny Vr Vduj_

1 1
& + 518183V —+€&€o
Ryer| 1 o n 1 07 n

-1
_ p0U2 10p1 mOU( U jn gn 0 0 u 6V¢ L €2 aV e V¢1 +
- 1 1
Ry 700 RZeZ(R o ™

o n 5¢ n

-1 -

2m0U( an e MeZ 9 ’ 1N, Vi), (71)
9 1

RZeZ | R no 00| "\n 99 n

-1
mOU Uy gng2Rw 0 | | g5V +Slav¢1 +
"R2Z Ry) L TH | 09 Yoy

n-1
2mpU( U 1-n &1 N, e My _ ﬁ
o2 2 & * &1 Mp,
RW81 RW

o n 0 n

przy czym dla cgsci ostatniego sktadnika rownania (71) ma miejsccpajacy zwigzek [4]:
& Ve, + & My _ Vfl u _&E, g5 6Vr1 repl 4 V¢1 (72)
rl o r 00 & Lo ™ ag Lol T,

gdzie Hp, okreslono wzorem (64), a parametgy, €,, €3 zdefiniowano wzorami (48)-(50).

n-1
Obie strony rownania (71) dzielimy przez wieaie :2 U2 (Rij g, ".Wtedy otrzymujemy:
w1 w

nen ov V, oV oV V.V nen
P o, o s, o, Vi) D 2
0 1 1 1 1 0

Y Y V, oV, V,
00 Ho, qél 421 -g, 1 "'*‘:12Ei Hp, g T, |¥ (73)
r or, r, 0¢ n r, 09 L, o n

o[ (6, ], Ny o3[ Vey
+S€ — L 4g—L ||+ e, —=| —2 |,
e z, upl r, 0o > 0z, e 2“" a¢ o a8

gdzie

n ROET
IRG = e 74
w1l

Po uporzdkowaniu réwnania (73) oraz wprowadzeniu liczby Ragsa (74) uzyskuje @i
nastpujace rownanie [4]:
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ov, V; oV 6V V
Ren| &1'e2Vy, q’Dl +eftth L 770 +5g] +1€3VZl b g, L4

o no oo 0z n
=-Re, Sfﬂ opr,, 0 ™ OV, 4 B2 OVy _ & Viu +

00 o D ol n 0 I

(75)

200 nop| "m0 Cn
5 0 3 0Vy 0V,

+s€ + ,

el d 1[“"1( no0b Loz

gdzie lepké¢ pozorry pplzdefiniowano wzorem (64).

V, ov oV, V
+2€]}lpli(ﬂ]+2£1£2i 1 "‘25211{“ (1 Ll +52_rlﬂ+

Whnioski (dla wspotrzednej obwodowejd):

« Dla parametréove;=O(10%), £,=0(10%), £5=0(107) i liczby Reynoldsa RgO(10) i po od-
rzuceniu cztonéw r@u 1, wtedy réwnanie (75) upraszczadm postaci:

0 6V¢1 V¢ d (Ve
-8, —2+ ||+2¢ —11=0
or’ {le( o’ o Ho Gr0 o’ (76)
lub
d 0V, OM,, Vo, a (Ve
3 +2eu —| —2|=0. 77
or, (le or, J Yol o Hey ol 1, (77)
* Roéwnanie (76) w postaci wymiarowej ma paésta
dv, dv, du, V
dr dr rodr o, dr

» Oszacowanie redu wielkosci cztonéw w rownaniach zachowania ¢du
dla wspotrzdnej w kierunku z

Réwnanie zachowaniagu (2) dla div¢) = 0 oraz po pomigciu sit masowych ma nast
pujaca wymiarowy posta [4]:

o v, aVv, +ﬁavz v, av, :—@+i 2n_1(av av )“p
or r oo 0z 0z or or 0z

10 |,n-af10V, Vg 0 [ n 0V, } _1[avZ oV, j
+= 2o 202 L 70, 1 T on Pz 14T 2 + 29 1 |+ o,
raq){ (r o oz )P ezl az PPy or oz )p|TPod

gdziep, okresla wzor (19), natomiagiog 0znacza gizar cieczy.

(79)

Po podstawieniu do réwnania (79) zekow (21)-(47) i zalenosci (62), otrzymujemy:

65



A.A. Czajkowski

2 oV Vo_ av, oV 2
PV £o6—— 1 +sls3—1 R - _PoU0p,
RWEl 61 n 0 621 H o0z

-1
s+ MY U n ebn 9 e, Vg +slslsz—av Wy [+
R\%,E% Rw ]I_:l ar]_D 0 P1
-1
moU (U )" 1ng 9 10Vz, V¢1 (80)
tS ol | & || f€3 +S€1— = Mp, | T
Ryer \Rw n 0¢ n of 07y | ™1
n-1
moU [ U - o |9Vz
+ 20 A et nslzalza— Lup |+
R& e | Rw 7| 077 M1
n-1 v, oV,
mgU [ U 1-n & z,
+ S| & |83 +Si€2— |Mp. |+ Pog,
R\%,E% |:\)W n [[ 61D a Py

gdziep, okresla wzor (19), a parametey, €, €3 zdefiniowano wzorami (48)-(50).

n-1
Obie strony rownania (80) dzielimy przez wieaie :fuz (Rij g, ".Wowczas mamy [4]:
w1
V
RN N oV, o, 0V, 26VZ 9
pon ‘év Ll egs o HEEs l_1isges—L :—SiiseELl
U Mg arl n 6(]) 621 621
V
+i €3 av +S]_€1€2 av p. 8% 9 §%+81ﬁ 9} +
ol | or 0z | P1| mod||n oz |
Vo ] e Ve 2 ov, (81)
e £ +S€ +
* e azl 621 oo ory’ o2 071 Hpy
2 1
poU EROVE?R\?V g dqwsl ERW
RWE]. mOUn 1-n W

gdzie
poU2 Rwisn - ERwsl Ryw H

_ & (Fr)? 82)
=si&1Rey (Fn)”. (
Ryw&r moUNef ™" U2 H Ry 1Re (7D

Whnioski (dla wspoétrzednej po kierunku z):

« Dla parametréve;=O(10%), £,=0(10%), £5=0(10?) i liczby Reynoldsa ReO(10) oraz licz-
by Froude’a Fr=0(1) i po odrzuceniu cztondéwda 0,01 w poréwnaniu z wyrazamietu
1, wtedy rownanie (81) upraszcza do nasipujacej postaci:

91 _ (2. (83)
621

* Na mocy réwnania (83) wnosimy; cisnienie zmienia silinowo wzgkdem wysokéci z;
przyrzadu pomiarowego.
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5.2. Oszacowania cztonow wygbujacych w réwnaniach zachowania energii

Réwnanie zachowania energii ma gpsjaca wymiarowy posta [4]:

V,
v, 2@T) ¢6(Q,T)+pvza(q,T)::_L£(Ma_Tj 19,07, G(AGTJ
or ro oo oz rorl or) r2opl a9 az\” oz

+2n_lm(n) 10 ¢ ﬁ (avj (avj E 1‘%+%—ﬁ +
ra¢ r 2\ or 2\ 0z 4\r 0p  Or r

n-1
2 2
+1(%+<Mj L1V 10V,
4\ or 0z 4 0z r 0

84)

" (
2 1(avj 1(10vy v, Y 1(av j
4 +o|=—F+—| + +
or 2lr op r 0z

1(0Vy 10V, ,1(aV,  aV,\ . 1|1dV, o[V ?
—¢ S—L| += (— —j T il A ) - pdiv(v).
0z r dd o 0z 4 rop orl r
Po wstawieniu wymiarowych waci (21)-(51) do réwnania (84) uzyskuje: sbwnanie
zachowania energii w n@giujacej postaci [4]:
Ve, T 0T Uc, T, 10T Wc, T oT
pPoVCy OV]_ g1, pPoYCly 0V¢1__1+p0 \Y OVZl Y-
Rwe&t o’ Rw n 09 H 07

1
o) R2Z 092 H? 0z2

2
)\OR T 0 [, on , AdTo 95Ty, AgTo 0%Ty
R3efn or

2 2
oV \% ov OV
+2n—1m0m1 l U 1 ¢1+ V I‘l +l V rl + W +
2lRyp 00 Ry 1 2| Ryer o 2\ H azl

2 2
+l V lavrl N U 6V¢1 U Vo, +1 wW avzl +¥ c')Vrl .
4 RW 1 6(]) Rwsl arjl_] RW n 4 RWE]_ ar]|_:| H 621 (85)
n-1
2 5 2 2
+£ EGV¢1+W£6V21 1 v GVrl +E U£6V¢1+V£ N
4 H 621 RW n 6(]) 2 RWSJ_ ar]|_:| 2 RW in a(b RW n

2 2
ﬂav_zl +l Eav(pl + W lavzl +
H 621 4 H 621 RW n 6(])

2 2
w Vg +X6Vr1} +1|:V lavrlJr U 6V¢1_ U V¢1}
4

1
4\ Rwer o7 H 0z Ry 00 Ryé& o' Ry 1

Rownanie powysze nie zawiera cztonudiv(v) oznaczajcego dyssypagjcisnieniowns,
poniewa wobec przytego réwnania ggtosci (4) oraz niécisliwosci cieczy jest ona rowna
zeru.

)\onTo

3 . Wtedy otrzymujemy [4]:
RWsl

Réwnanie (85) dzielimy stronami przez wieaie

67



A.A. Czajkowski

pOCv 1
—UR & | =V, —+¢ +—x
. Yo’ Yhrap UH *ioz

_19( aT,), €0, L(R,)0T,
W= |t t&|— | — *
ol tor?) 12 a0 H ) 0z2

2" u Y | (gdV, VvV, SAVE:Y, . ? WR, 0V, ?
+=—m,m, L Myg — +2——L | +2g——" +
2 R,& G L0) Ur U or, U H az
2

[VV6T1+ 10T, WR, aT]

(86)

N 202 3.3 2 N 2

Ry WIN, TR (P 1V,

H 0z ur, dap 4 AR,T R, € uar,

v 2 v, ) B, o, )

2 € Vo, +51X il 2 51W& a | 4 81&_‘1’1+ﬂi %

(G L0) Ur U H oz H dz, Ur d¢
ﬂ V21 € XRW avrl i !ﬁa\/ﬁ +a\/¢1_sv¢1 i

Uoa’ "UH az Ur, o oar0 ‘o

Wprowadzajc do rownania (86) bezwymiarowe waitd (21)-(51) oraz liczby Graetza
i Brinkmana uzyskujemy nagiujagce rownanie [4]:

0Ty 10Ty oy
Gzneq| €5V, —=+EVy, ——=+SE€1V,, —= | =
n l( 2V aI’D 1Véq n aq) £E€3 7 621

2 72 2
:li(r m}+s_1u+ 220°T,,

1 1
nor\ o) P a2 0zf
2 2
10V, V oV,
+Broet "my 28( a¢1+sz rlJ +2¢3 rl +B:|2_£183[ J +
n 0 n 0z
n-1
2 (87)

no0p o n ory 0z r1 0o

2 2 2
aV, oV, V, oV aV, 30V
R e e = e I PR j
ory L) ] 074 01 rl (o0)

2 2
vy, avrlJ +[8182 OV , Moy V¢1J |

+51€1€2 1
or’ ral no0d  or n

2
oV, 9V, V 0Vz, oV, aV, 3 0Vz
+[5152 o' —g ¢1J _{83 L +segn 5 1J +Ef[sl o1 j

+E3
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Whioski dla rownania energii:

« Dla parametréve;=O(10%), £,=0(10%), £5=0(107), liczby Reynoldsa ReO(10) oraz licz-
by Graetza Gz=0(1) i po odrzuceniu wyrazowdwz 0,01 w poréwnaniu z wyrazamietu
1 réwnanie zachowania energii (87) upraszcgasinasfpujacej postaci:

n+l
10 ( oTy 1n [ NVo, _ Ve,
=L +Bref "my — R - | =0, (88)
il arlﬂ{ arlﬂ) " ory n

« Jeeli dodatkowo przyjmie sizalazenie, ze liczba Brinkmana jest ¢du Br,=0(10%), to
réownanie energii (88) ostatecznie upraszczalsipostaci:

1%[@%} -0 (89)
o o

e Tak wiec w tym przypadku temperatura zaleod zmiennej .

6. Zatozenia upraszczajce i warunki brzegowe

6.1. Zalazenia upraszczagce

¢ Przypadki przeptywu cieczy

» Gestai¢ cieczy wysgpujaca w przyradach rotacyjnych zmieniagsnieznacznie, stl:
p =cons. (90)

» Ruch cieczy w przygdach rotacyjnych jest wywotany ruchem obrotowymirgda we-
wnetrznego o pydkosci obwodowej U w [m/s]. Sktadowe wektoragdkosci cieczy opisa-
no wzorami (21)-(23).

» Stosunki pgdkosci V w kierunku promieniowym oraz galkosci W w kierunku wysokéci
przyrzadu do pedkosci obwodowej U cylindra wewstrznego g rzedu 0,01 - czyli:

£ s% = 0(00), 3= % = 0(002. (91).(92)
» Bezwymiarows gruba¢ warstwy okréla s wzorem:

Rz —Rw — AR _
Rw Rw

(93)

€1

» W wyniku oszacowania ¢gu wart@ci poszczegolnych cztondéw wystujagcych w rowna-
niach gdu dlag; = O(0,1) i dla liczb Reynoldsa Re O(10) uzyskuje si

Vo =Vp(n), Vi(r)=0, V,(r)=0. (94)-(96)

Bezwymiarowe warti pochodnych sktadowej Mvzgledem zmiennep, a take warto-

sci pochodnych sktadowych promieniowej Mpionowej V, wzgledem zmiennych rp, z g

pomijalnie mate (rzdu 0,01) w porownaniu z waitiami pochodnych funkcji ¥ wzgledem

zmiennej r, ktore srzedu jedndci. Dlatego przyjmuje 8i ze sktadowa obwodowa g\Vjest
rozna od zera i jest funkgtylko zmiennej r. Skiadowe VWV, s3 state i pomijalnie mate.

» Dla przygtych uproszé réwnanie cigtosci (17) jest tasamd@ciowo spetnione.
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» W wyniku oszacowania ¢gu wart@ci poszczegolnych cztondéw wystujagcych w rowna-
niach gdu oraz na mocy wzorow (91)-(93) uzyskuje si

p=p(r,2). (97)

» Z przeprowadzonych oszacofivevynika, ze pochodne énienia w kierunkup s3 pomijal-
nie mate, a pochodnasoienia w kierunku r jest funkgjsktadowej \f czyli jest funkcy r.
Z oszacowania cztondéw rownania zachowargdup w kierunku z wynikaze cknienie
zmienia s¢ w sposob liniowy w kierunku wysokoi przyrzdu rotacyjnego.

» Z uproszcze (91) i (92) a take na podstawie oszacofivezedu wartgci cztonow wysgpu-
jacych we wzorze (19) wynikae lepka¢ pozorna jest funkgj tylko sktadowej obwodo-
wej Vy czyli zalezy tylko od zmiennej r i indeksu przeptywu cieczy n:

Hp =Hp (r,N). (98)

» Indeks przeptywu cieczy n jest pesvamowry miar Reinera-Rivlina, ktdra opisuje sto-
pien zawartdci zanieczyszcze dodatkow polimerowych lub olejow w cieczy. Diaczy
0 wiasndgciach nienewtonowskich 0,4 < n <1, a dla ciecaytnaowskiej n=1.

» W cieczy wystpuja zwykle r&ne dodatki w postaci polimeréw, olejow, ttuszczy ea-
nieczyszcze, ktore wptywaj na whasnéci fizyko — chemiczne cieczy, a zatem na zmiany
lepkadsci cieczy na przestrzeni jej mieszania. Na mocyoswa zmiany cénienia i ped-
kosci wyskepuja w kierunku promieniowym, to lepké zmienia té¢ w tym kierunku.
Zmiany lepkdci w kierunkach obwodowym i po wysod@ naczynia $ pomijalnie mate.
Stad lepka¢ dynamiczna cieczy ma nagtijagca posté:

1= (). (99)
¢ Nieizotermiczny przeptyw cieczy

» W warstwie cieczy w przygglach rotacyjnych nie ma zewtrenychzrodet ciepta. Ciepto
nie wytwarza s w cieczy na skutek reakcji chemicznychsliderzyjmuje sk, ze parame-
try €2 1 €3 5 rzedu 0,01; natomiast parametrjest rzdu 0,1; a take gdy pominie sidys-
sypacg energii oraz konwekejwymuszon ciepta, to wyniku oszacowiauzyskuje si, ze
pochodne temperatury w kierunkach obwodowym i pgsakgci przyrzadu $ pomijalnie
mate w porownaniu z pochogltemperatury w kierunku promieniowym a8twynika,ze:

T=T(. (100)

Transport ciepta w cieczy odbywa girawie wyhcznie na drodze przewodzenia w kierun-
ku promieniowym.

» Zmiany cknienia wptyway minimalnie na zmia lepkaci dynamicznej. Temperatura
zalezna tylko od wspotrezdnej r powodujeze lepkdé dynamiczna cieczy zalg tez tylko
od wspétrzdnej r:

H=pT(r)]. (101)

» Z oszacowa wynika, ze cztony w rOwnaniu energii opisige konwekaj wymuszon cie-
pta maj nastpujaca bezwymiarow posta [4]:

éll V¢16|1 6'1 0
Gzq&q| €0V, —+&—=—=+SEEV,, — |. 102
n 1[ 2 n 9r1 1 r]_ 3| 181 2 Z 321 ( )

gdzie parametr;s liczbe Graetza Gzopisup odpowiednio wzory (47) i (59).
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» Zaklada s}, ze badane ciecze stabo przewpgrd elektryczny. Zatem przewodstoelek-
tryczna widciwa jest bardzo mata. Przy nieggh gstasciach padu J czion opisujcy
w rownaniu (20) ciepto Joule’a jest pomijanie malg,wraa st wzorem:

2
% =o(E+VxB)?2=0. (103)

» Z oszacowaA i przy wykorzystaniu uproszcadg21)-(23) wynika,ze cztony opisujce dys-
sypacg energii w rownaniu zachowania energii gpnaymiarowy posta [4]:

n-1
aV, V aV, V
Brnsfnml(n)§ o1 _o T | [ ¢ _o T J (104)

1 1
ory’ Iy ‘ or Ir

J&li liczba Brinkmanna Brjest rzdu 0,01 oraz parameti=0(0,01), to wyraenie (104)
ma wartd¢ pomijalnie mad (co najwyej 0,01) w poréwnaniu z cztonami opiscymi prze-
wodzenie ciepta w kierunku promieniowym, ktogergedu jedndci. Tak wiec w rozpatrywa-
nych liczb Brinkmanna pomijagdyssypagj lepkasciowag w rOwnaniu zachowania energii.
» Dyssypacja éhieniowa, wobec przyjego réwnania agtosci (17) oraz nigcisliwosci

cieczy jest rowna zeru, Co wyia@mny nastpujaco:

pdiv(v) =0. (105)

» Zmiany cknienia i temperaturyasniewielkie w obszarze przeptywu cieczya@&wspot-
czynnik przewodngi cieplnej cieczy\ wystpujacy w rownaniu (20) ma war¢é stah:

A =const (106)
¢ lzotermiczny przeptyw cieczy w polu elektromagnetyznym

» Powierzchnia zewgirzna przyradu wykonana jest z metalu, ktéry nie przewodzdpr
elektrycznego. St przyjmuje st, ze pid elektryczny ptynie tylko w kierunku z po wyso-
kosci przyrzadu. Dlatego wspotegdne promieniowe (Ji obwodowe ¢ wektora gstaici
pradu elektrycznegd wystkpujace w réwnaniach Maxwella (11)-(13) oraz w réwnahiac
Ohma (14)-(16) s pomijalnie mate. Natomiast wspoddne J zalezg tylko od wspoired-
nej z uktadu (4,z). Shd mamy uproszczenie nagtijace:

3 =0, 3,20 =30 (107)-(109)

» Przeptyw padu elektrycznego wygpuje wzdii osi OZ obrotu cylindra wewgtrznego.
W rownaniach Maxwella (11)-(13) i w réwnaniach Ohifiat)-(16) przyjmuje si ze
wspotrzdne promieniowe Foraz wspotrzdne obwodowe fEwektora nagzenia pola ma-
gnetycznegde s3 rowne zeru. Natomiast wspé&ddne E po kierunku osio OZ zaig tylko
od wspotrzdnej z uktadu (1h,z). Std mamy dalsze uproszczenie:

E =0, E4=0, E,=E,@. (110)-(112)

» Prad ptynie w kierunku od podstawy przydu poprzez ciecz przewogtz prad elektrycz-
ny i cylinder wewgtrzny (mieszadto). Dlatego zaktadg,sie wspotrzdne obwodowe B
oraz wspotrzdne B po kierunku wysokéri przyrzzdu wektora indukcji magnetycznej B,
wystepujace w réwnaniach Maxwella (11)-(13) oraz w réwnahid@hma (14)-(16), &
rowniez pomijalnie mate. Natomiast wspodine promieniowe Bzalezg tylko od wspot-
rzednej promieniowej r uktadu (r,z). Shd mamy uproszczenie:

Br =B¢(r), By=0 B,=0 (113)-(115)
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6.2. Warunki brzegowe
¢ Wszystkie rozpatrywane przypadki przeptywu cieczy

» W rownaniach opisggych przeptyw cieczy niewiadagrjest pedkos¢ obwodowa cieczy
Vy, ktora dla przyjtych uproszcze zalery tylko od wspoétrgdnej promieniowej r. W ana-
lizie predkosci cieczy zaktada sj ze predkos¢ cieczy przylegajcej do cylindra wewgtrz-
nego jest rowna pdkaosci liniowej jego powierzchni. Z drugiej strony piayje sk, ze na
sciankach naczynia pdkos¢ cieczy zanika. $t warunki brzegowe maposta [4]:

Vp(r =Ry) =Ry, Ve(r=R,)=0. (116),(117)

» Zaktada sj, ze wartag¢ cisnienia p w [Pa] na powierzchni cylindra zesnanego jest row-
na cknienia atmosferycznegq pv [Pa]. S4d mamy warunek brzegowy [4]:

p(r =Rz) =pa +YHz. (118)
¢ Nieizotermiczny przeptyw cieczy

» Poniewa zaklada si, ze ciepto naptywa z cylindra wewtnznego przyradu std wartg¢
temperatury cieczy T w [K] na powierzchni tego oglia ré&ni sie 0 wymiarowy przyrost
temperatunAT, w [K] w poréwnaniu z wartécia temperatury otoczenia, v [K]. Prowa-
dzi to do nasfpujacych warunkoéw brzegowych [4]:

T(r=Ry)=To +AT,, T(r=R;)=T,. (119),(120)

7. Rownania podstawowe po uwzetinieniu oszacowa i zatozen upraszczapcych
7.1. 1zotermiczny przeptyw cieczy
¢ Przypadek cieczy o wiasngciach nienewtonowskich

» Rownania zachowaniaggu (1)-(3) wraz ze wspokednymi tensora gdkosci deformacii
(5)-(10) po uwzgldnieniu w nich zatzen (90)-(99) i po tasamd@ciowym spetnieniu row-
nania ciygtosci (17) przyjmujy nastpujaca posta [4]:

dV¢J+ Hp(r) deq) 3 Hp(r) Vv _ﬁ OHp

d
—| pp(r J—E =0, 121
dr[up() dr roodr r2 O Tor (121)

d_ Ve do_,
dr r’ dz

dlaRy<r<R,, 0<z<H, gdziey oznacza eizar cieczy w [N/r].

(122),(123)

» Lepkas¢ pozorna cieczy okiona wzorem (19) przyjmuje ngpujaca posta [4]:

n-1
Ve _Ve

dr r

up(n,r) = 2”_1m(n)[~] (124)

W réwnaniu (121) niewiadomjest funkcja pgdkosci cieczy Vp=V(r), natomiast w row-
naniu (122) niewiadomjest funkcja cinienia p=p(r). Ponadto lepk&pozorna cieczy zatg
od wspétrzdnej obwodowej wektora gakosci cieczy i zalenej tylko od wspotrednej pro-
mieniowej r. Wspotczynnik konsystencji cieczy zgled indeksu przeptywu n. Dla rownania
(121) przyjmuje si warunki brzegowe (116) i (117), a dla réwnania2)12 warunek brze-
gowy (118).

72



Oszacowanie rownapodstawowych w modelu matematycznym apiguj przeplyw cieczy w przydach rotacyjnych

¢ Przypadek cieczy o whkasngciach newtonowskich

» W przypadku, gdy lepkd dynamiczna cieczy zalg tylko od wspétrzdnej promieniowe;j
r, tzn.yp(n,r) = p(r), to rownanie (121) i rownanie (122) twaraktad o postaci [4]:

dv, dav, V,
dr dr rodr (2 roodr
2
dp_ Ve dp_. (126),(127)
dr r dz

dla Ry £r<R;, 0< z < H, natomiast T=T(r). W rownaniu (125) niewiadpfest funkcja
predkosci cieczy Vp=Vy(r). Dla réwnania (125) przyjmuje ¢siwarunki brzegowe (116)
i (117), a dla réwnania (126)-(127) warunek brzeg¢®48).

7.2. Nieizotermiczny przeptyw cieczy
¢ Przypadek cieczy o wiasngciach newtonowskich

» Rownanie pdu (1) oraz rownanie energii (20) po podstawiengp@rzdnych tensora
predkosci deformacji (5)-(10) i po tssamdciowym spetnieniu réwnania ggtosci (17)
przyjmujg nastpujaca posta uktadu, w ktorym do rownania (125) dopisuje giwnanie:

1d dT
| k— | =0, 128
r dr(K drj (128)
dla Ry < r< R, , p=p[T(r)], gdzie wspoétczynnik przewodzenia temperaturw [m?/s] defi-
niuje st nastpujacym wzorem:

A

K= ——.
pLe,

(129)

SymbolA oznacza staty wspotczynnik przewodaoiccieplnej cieczyp — stag gestas¢ cie-
czy, g — ciepto wigciwe cieczy w [J/k&]. Obecnie dla réwnania (125) zaktada siarunki
brzegowe (116) i (117), natomiast dla réwnania {¥28yjmuje s¢ warunki brzegowe (119)
i (120). W réwnaniu (125) niewiadanjest funkcja pgdkasci cieczy Vy=V,(r), a w rownaniu
(128) niewiadom jest funkcja temperatury T=T(r). Obie niewiadonu@Kcje g zalezne od
wspotrzdnej promieniowej r uktadu (¢,z). Ponadto zakladacsize lepkdé dynamiczna cie-
czy, okrélona wzorem (101) zatg wytacznie od temperatury.

7.3. 1zotermiczny przeptyw cieczy w polu elektromagetycznym

¢ Przypadek cieczy o wiasngciach newtonowskich

» W rownaniu gdu (2) podstawia siwspotrzdne tensora pdkosci deformacji (5)-(10).
Réwnanie cigtosci (17) jest tasamaciowo spetnione. Ponadto przyjmuje,sie sity Lo-
renza dziata tylko w kierunku dtugéci z przyrzdu pomiarowego, a zatem zakiada si
niezerowe wspotrdne J wektora gstasci pradu elektrycznego. Wspokdne promienio-
we J i wspotrzdne obwodowe gpJuwaza st za znikomo mate. Wéwczas rownanigdp

(2) przyjmuje nasipujaca postd [4]:
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d*Vy 1.dVp 1 (130)
— 23 2-2 v, [+(0xB), =0,
u[ dr2 rodr r2 ¢ ( )d)

gdzie

(9 XB)q) =J;Br =3B, = J;B;. (131)

W réwnaniu (130) niewiadomjest funkcja pgdkasci cieczy Vy=V,(r) zalezna tylko od

wspotrzdnej r uktadu (1§,z). Lepkadé dynamiczna cieczy jest stata.

W zalenosci (131) przyjmuje s ponadto,ze wspotrzdne w kierunku wysokai stupa

cieczy B wektora indukcji magnetycznd s3 pomijalnie mate poniewaprzeptyw pgdu
elektrycznego ma miejsce pagdzy dnem przyrgdu pomiarowego a cylindrem wewtre-
nym. Scianka zewstrzna (cylinder zewgtrzny) przyradu pomiarowego (Uproszczonego

mi

eszalnika) nie przewodzi gmtu elektrycznego.

. Whnioski

W pracy przedstawiono rownaniadu i ciggtosci z uwzgkdnieniem cieczy nienewtonow-
skich oraz sit Lorenza.

W rozwaaniach pokazano oszacowania wszystkich réweraz przedstawiono zaienia
ubezwymiarowujce i stosowane liczby podolagtwa. Dla uproszczonych rowmgoka-
zano odpowiednie zatenia upraszczage oraz warunki brzegowe.

Wyprowadzone réwnaniaca zastosowane do dalszych bagazeptywu cieczy w przy-
rzadach rotacyjnych z uwzglnieniem cieczy newtonowskich, nienewtonowskich jak
i cieczy przewodgcych pgd elektryczny.

Wyprowadzone roéwnania posti do analizy parametréw eksploatacyjnych pragiav
rotacyjnych dla cieczy newtonowskich o zmiennekt#gi zaleznej od whasnéci fizyko-
chemicznych cieczy, dla cieczy newtonowskich o rimég lepkdci zaleznej od tempera-
tury cieczy oraz dla cieczy przewegych pad elektryczny w polu elektromagnetycznym.

Analiza parametrow eksploatacyjnyckediie dotyczyta bezwymiarowych rozktadow
predkosci cieczy, napgzen stycznych w cieczy oraz zapotrzebowania na mozebiy do
napgdu przyradéw rotacyjnych i pewnych typow uproszczonych meésikdéw walco-
wych.
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