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GRZEGORZ BOBINSKI (Torun)

Geometria rozmaitoéci moduléow*

W tym artykule k oznaczaé bedzie ustalone cialo algebraicznie dom-
kniete. Od czasu wynikéw Gabriela [21] wiadomo, ze badanie (skofcze-
nie wymiarowych) moduléw nad skoficzenie wymiarowymi k-algebrami jest
réwnowazne badaniu (skoficzenie wymiarowych) reprezentacji skonczonych
ograniczonych kolczanéw. Przypomnijmy, ze kolczan A = (Ag, A;) to zo-
rientowany graf, tzn. zbiér Ay wierzchotkdéw wraz ze zbiorem A,; strzalek
pomiedzy tymi wierzcholkami. Skonczonos$é kolczanu oznacza, ze zbiory Ag
i A sg skonczone. Przykladem kolczanu jest

N
N

Drogg (zorientowana) w kolczanie A nazywamy ciag 71 ---7: strzalek
~1,---,7 takich, ze koniec strzalki «y; jest poczatkiem strzatki «;4; dla
1=1,...,t — 1. Liczbe t nazywamy dlugoscia powyzszej drogi. Rozwaza si¢
tez drogi dlugosci 0 zwigzane z poszczegdlnymi wierzchotkami. Z kotczanem
A stowarzysza si¢ algebre kA, zwang algebra drég kolczanu A, w nastepu-
jacy spos6b. Elementami algebry kA sa formalne k-liniowe kombinacje drég
w kolczanie A, za$ mnozenie w algebrze kA indukowane jest przez skladanie
drég.

* Artykul jest rozszerzong wersjg referatu wygtoszonego podczas XVI Zjazdu Mate-
matykéw Polskich odbywajacego sie w dniach od 5 do 9 wrzes$nia 2005 roku we Wrocta-
wiu. Autor artykulu jest laureatem nagrody im. K. Kuratowskiego w roku 2005 (przypis
Redakcji).
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Formalng k-liniowg kombinacje drég diugosci co najmniej 2 o tym sa-
mym poczatku i koncu nazywamy relacja w kotczanie A; wykluczamy drogi
diugosci 1 i 0, aby unikna¢ niejednoznacznodci kotczanu odpowiadajacego
danej algebrze. Zbiér R relacji w kolczanie A nazywamy dopuszczalnym,
jesli istnieje liczba catkowita dodatnia n taka, Ze wszystkie drogi diugosci
n w kolczanie A nalezg do idealu (R) generowanego przez zbiér R — ten
warunek jest niezbedny dla zapewnienia jednoznacznosci kotczanu i jest on
konieczny dla zagwarantowania skonczonosci wymiaru algebry kA/(R). Kol-
czan A wraz z dopuszczalnym zbiorem R (moze by¢ pusty) relacji nazywamy
kolczanem ograniczonym. Méwimy tez, ze algebra kA /(R) jest algebra drég
kolczanu ograniczonego (A, R)

Reprezentacja M kolczanu A powstaje przez zastapienie wierzchotkéw
z kolczanu A (skonczenie wymiarowymi) przestrzeniami liniowymi M, oraz
strzalek v : £ — y przeksztalceniami liniowymi M, : M, — M,. Dla przy-
kladu reprezentacjg kolczanu przedstawionego powyzej jest kazdy ukiad

N
N A

gdzie My, My, M3 i My sa przestrzeniami liniowymi, za§ M, Mg, M., M;
i M, przeksztalceniami liniowymi pomiedzy odpowiednimi przestrzeniami.
Przeksztalcenia liniowe M., v € A, w naturalny sposéb indukujg odwzo-
rowania liniowe dla drég i relacji. Reprezentacjami kolczanu ograniczonego
(A, R) nazywamy te reprezentacje kolczanu A, dla ktérych odwzorowania
liniowe odpowiadajace relacjom ze zbioru R sa zerowe. Zatem, gdyby w roz-
wazanym przykladzie zalozyé, ze R = {va — §3,¢%}, to interesowalyby nas
te reprezentacje M, dla ktérych

M, M, = MsMg ~ oraz  MZ?=0.

Zdefiniowana w powyzszy sposOb kategorida réwnowazna jest kategorii
mod kA /(R) (skonczenie wymiarowych) moduléw nad algebrag kA/(R). Be-
dziemy czesto utozsamiaé reprezentacje kolczanu ograniczonego (A, R) oraz
kA/{R)-moduly. Ponadto, dla kazdej (skonczenie wymiarowej) algebry A
istnieje kolczan ograniczony taki, ze kategorie mod A i mod kA/(R) sa réw-
nowazne. Bedziemy zatem odtad zakladadl, ze wszystkie rozwazane algebry
.sg postaci kA/(R), dla kolczanéw ograniczonych (A, R).
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Ustalmy kolczan ograniczony (A, R). Dla reprezentacji M kolczanu
(A, R) ciag

dim M = (dimy M,)zen, € N2°

nazywamy wektorem wymiaru reprezentacji M. Jes§li M jest reprezentacja
o wektorze wymiaru d = (d;)zen,, to bez straty ogdlnosci mozemy zalozyc,
ze M, = k%, x € /Ay, a wiec reprezentacja M zadana jest przez prze-
ksztalcenia M, v € A, ktére mozemy utozsami¢ z odpowiadajacymi im
macierzami. Zauwazmy, ze je$li mamy cigg macierzy nalezacy do przestrzeni
afinicznej

A(d) = H M(dy>d:c)>
to podobnie jak wczeéniej indukuje on w naturalny sposéb macierze odpo-
wiadajace drogom i relacjom. Zatem reprezentacje kolczanu ograniczonego
(A, R) o wektorze wymiaru d mozemy utozsamiaé z tymi ciggami macierzy
nalezacymi do przestrzeni A(d), dla ktérych macierze odpowiadajace rela-
cjom ze zbioru R sg zerowe. Zbidr takich macierzy oznaczamy moda(d),
gdzie A jest algebra drég kolczanu (A, R). Zbiér mody (d) jest domknigtym
(w topologii Zariskiego, patrz [2]) podzbiorem przestrzeni afinicznej A(d),
jest wiec rozmaitodcig afiniczna, ktérg nazywamy rozmaitoscia A-moduléw
o wektorze wymiaru d. Na rozmaitosci moda(d) dziala grupa algebraiczna

GL(d) =[], GL(d;) zgodnie ze wzorem
(g-M)y= gyng;l, Yir—y.

Orbity tego dzialania odpowiadajg klasom izomorfizmu A-moduléw o wek-
torze wymiaru d.

Warto podkreslié, ze jesli M jest A-modulem, to wektor wymiaru dim M
modutu M mozna zdefiniowaé w terminach algebr i moduléw, zliczajac krot-
noéci wystapien prostych A-moduléw jako ilorazéw w ciagu kompozycyjnym
(wierzchotki kolczanu A odpowiadaja bowiem klasom izomorfizinu prostych
A-moduléw). Nalezy tez dodaé, ze istnieje mozliwos¢ zdefiniowania rozma-
itosci moduléw bez wykorzystywania jezyka kolczandéw i ich reprezentacji.
Jak pokazal Bongartz w pracy [13], oba te podejscia, mimo iz prowadza
do innych obiektow, sg jednak réwnouprawnione z punktu widzenia geoine-
trycznych wlasnosci rozwazanych obiektéw.

Bedziemy odtad swobodnie stosowaé podstawowe pojecia geometrii al-
gebraicznej takie jak nieprzywiedlno$¢, normalno$é¢ badz wymiar dim V roz-
maitosci V (patrz [28], takze [2]). Wykorzystywac tez bedziemy elementarne
definicje algebry homologicznej, w szczegblnosci wymiar globalny gl. dim A
algebry A, oraz wymiary projektywny pd, M oraz injektywny idy M A-
modulu M (patrz [17], takze [1]).
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Zdefiniowanie rozmaito$ci moduléw otwiera dwie podstawowe drogi sto-
sowania ich w teorii reprezentacji algebr. Pierwszy kierunek polega na ba-
daniu rozmaito$ci modutéw i probach zastosowania uzyskanej w ten spo-
séb wiedzy do odpowiedzi na pytania stawiane w teorii reprezentacji algebr.
Druga mozliwo$é to wnioskowanie dla algebry A o wlasnoSciach geometrycz-
nych rozmaitoéci moda(d), d € N2°, na podstawie znajomoéci kategorii
mod A. Przykladem wyniku wpisujacego w pierwszy schemat dzialania jest
obserwacja poczyniona przez Kashiware i Saito w pracy [26], zgodnie z ktéra
elementy kanonicznej bazy ujemnej czesci skwantowanej algebry obejmuja-
cej stowarzyszonej z kolczanem Dynkina odpowiadajg skladowym nieprzy-
wiedlnym rozmaitoéci moduléw nad odpowiednia algebry preprojektywna.
Obserwacja ta byla miedzy innymi wykorzystywana przez Geissa i Schroera
w pracy [23]. Innym zastosowaniem jest uzyskana przez Geissa w pracy [22]
geometryczna charakteryzacja algebr oswojonego typu reprezentacyjnego.

Wydaje sie jednak, ze bardziej popularny jest kierunek prowadzacy od
wiedzy o kategorii moduléw do wlasnodci rozmaitosci moduléw. Do tego
wlasnie nurtu nalezg prowadzone przeze mnie badania. Podstawowymi pyta-
niami, ktére mozna zadaé¢ w tym kontekscie, s pytania o wymiar i sktadowe
nieprzywiedine rozmaitosci moduléw, a takze jej normalnosé, badz bardziej
ogblnie typy osobliwoéci, ktére moga sie pojawic. W sytuacji, gdy A jest
algebrg dziedziczng, tzn. gl.dim A < 1, co jest réwnowazne stwierdzeniu, ze
zbiér relacji w stowarzyszonym kolczanie ograniczonym jest pusty, rozma-
itoéci moda(d), d € NA°, sy przestrzeniami afinicznymi, wiec odpowiedzi
na powyzsze pytania sg znane. Dla odmiany w sytuacji, gdy algebra A nie
jest dziedziczna oraz d jest wiernym wektorem wymiaru (tzn. wszystkie
wspotrzedne wektora d sa dodatnie), to rozmaitoéé moda(d) nie tylko nie
jest przestrzenia afiniczna, ale jest nawet osobliwa, zatem pytania powyzsze
staja si¢ interesujace.

Aby zaprezentowaé przykladowy wynik, niezbedne jest wprowadzenie
dodatkowych definicji. Algebre A nazywamy oswojona, jesli dla kazdego wek-
tora wymiaru d istniejg odwzorowania regularne ®,,...,®; : k — moda(d)
takie, ze dla kazdego modulu nierozkladalnego X o wektorze wymiaru d
istnieja indeks 4 € {1,...,l} oraz element A € k takie, e X =~ ®;()). Nie-
rozkladalny modul nazywamy kierujacym, jesli nie istnieje cigg niezerowych
nieizomorfizméw pomiedzy nierozkladalnymi modutami zaczynajacy i kon-
czacy sie w tym module.

Nastepujace twierdzenie zostato udowodnlone wspolnie ze Skowrofiskim
w pracy [8].

TWIERDZENIE 1. Niech d bedzie wektorem wymiary modutu Kierujgcego
nad oswojonq algebrg A. Wtedy:
(1) rozmaitosé moda(d) jest zupelnym przekrojem i dimmoda(d) =
dim GL(d) — 1,
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(2) rozmaitosé moda(d) ma co najwyzej dwie skladowe nieprzywiedine,
(8) rozmaitosé modp(d) jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieprzy-
wiedlna.

Przypu$émy, ze A = kA/(R) oraz zalézmy, ze zbidér R jest minimalny.
Wtedy w sytuacji opisanej w powyzszym twierdzeniu liczba dim GL(d) — 1
jest réwna wymiarowi przestrzeni A(d) pomniejszonemu o liczbe réwnan
opisujacych rozmaito$¢é moda(d) pochodzacych od zbioru R. W ogdlnym
przypadku réznice te oznacza si¢ symbolem a(d). W badaniach geometrycz-
nych mozna czesto zalozyé, ze rozwazany wektor wymiaru jest wierny. Przy
tym dodatkowym zalozeniu wiadomo, ze w sytuacji rozwazanej w Twierdze-
niu 1 algebra A jest kwaziodwrécona, tzn. gl.dim A < 2 oraz dla kazdego
nierozktadalnego modutu Y, pd,Y < 1lubidp,Y < 1. Zatem ponizsze twier-
dzenie pochodzace z pracy [7] stanowi naturalne uogélnienie Twierdzenia 1.

TWIERDZENIE 2. Niech d bedzie wektorem wymiaru nierozkiadalnego mo-
dulu nad oswojong algebrg kwaziodwrécong A. Wiedy:
(1) rozmaito$é moda (d) jest zupetnym przekrojem wymiaru a(d),
(2) rozmaitosé moda(d) ma co najwyiej dwie skiadowe nieprzywiedine,
(8) rozmaitos¢é moda(d) jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieprzy-
wiedlna.

Faktem przyciagajacym uwage w powyzszych twierdzeniach jest réw-
nowazno$¢ normalnosci i nieprzywiedlnosci rozmaitoéci modutéw. Réwniez
inne, uzyskane w pracach [5, 9], rezultaty sugerowaly istnienie zwiazku mie-
dzy tymi wlasno$ciami w rozwazanych sytuacjach. Obserwacja ta zostata
potwierdzona przez uzyskane niedawno w pracy [6] nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3. Zalézmy, Ze A jest algebrg kwaziodwricong takg, Ze
istniejq petlne podkategorie X 1 Y kategorii modutow o nastepujecych wila-
snosciach:

(1) podkategorie X i Y sq zamkniete ze wzgledu na sumy proste i sktadniki
proste, '

(2) kazdy A-modul jest sumq prostq moduléw z podkategorii X i Y,

(3) pdpaM <1, dla wszystkich modultéw M € X, oraz idyN < 1, dla wszyst-
kich moduléw N € ),

(4) Homp (N, M) =0 oraz Exty(M,N) = 0 dla wszystkich moduléw M € X
iNe),

(5) dla kazdego wektora wymiaru d, zbiory {M € moda(d) | M € X'} oraz

{N € moda(d) | N € Y} sq otwarte w rozmaitosci moda(d).

Jesli d jest wektorem wymiaru takim, zZe spelniony jest jeden z ponizszych
warunkow:

(1) istnieje modut M o wektorze wymiaru d taki, ze M € X,
(2) istnieje modut N o wektorze wymiaru d taki, ze N € ),
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(3) istniejg moduly X 1Y o wektorze wymiaru d takie, ze pdy X <1 oraz
idpY <1,

to rozmaito$é modp(d) jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nie-
przywiedina.

Warto podkresli¢, ze dla dowolnej algebry kwaziodwrdconej istnienie
podkategorii X 1 ) spelniajacych warunki (1)—(4) wypisane powyzej jest
znane ([25]). Nie jest jednak jasne, czy mozna je skonstruowaé w ten spo-
s6b, aby spelniony byl warunek (5). Wydaje sig, ze wykorzystujac informacje
o strukturze kategorii modutéw nad algebrami kwaziodwréconymi uzyskane
dzigki pracy [24] (patrz takze [27, 30]), powinno byé mozliwe zweryfikowanie
takiej hipotezy.

Twierdzenia 1 oraz 2 w istotnym stopniu bazowaly na znajomosci ka-
tegorii moduléw nad oswojonymi algebrami kwaziodwréconymi (opisanych
w pracach [27, 31, 33, 34]). Powyzsze twierdzenie bylo jednym z narzedzi
umozliwiajacych badanie rozmaitosci moduléw nad dzikimi (tzn. nie oswo-
jonymi) algebrami. Obiektem zainteresowania w pracy [6] sg algebry kano-
niczne (w sensie Ringela [33]). Warto wspomnieé, ze rozmaitosci moduléw
nad tymi algebrami byly tez badane wczesniej przy pomocy innych metod
przez Barota i Schroera w pracy [3]. Dla kazdego ciagu m = (mq,...,my,),
n > 3* liczb calkowitych wiekszych od 2** oraz ciagu A = (As,...,An)
parami réznych niezerowych elementéw ciata k rozwazamy kotczan

(1’1) (11m1—1)
P e °
71,2 Y1,mq—1
71,1 (2’1) (2’m2_1) Y1,m,
[ ] [ ]

. é{ . 72,2

Tn,2

Y2,mg—~1
. Y2,mq ow

Yn,mmn

N

Yn,mn~1

[ ]
(n,1)

(n,mn,—1)

ograniczony przez relacje

Y11 Vmy T AR, Y2emy — Vil Yimey L E {3, m)
Algebre drég opisanego powyzej kolczanu ograniczonego nazywamy algebra
kanoniczng typu m. Wiadomo, ze algebra kanoniczna typu m jest oswojona
wtedy i tylko wtedy, gdy

L.+ Ll>p-2

mi mMn

* Oryginalna definicja dopuszcza takze mozliwo$é n = 2, jednak w tej sytuacji otrzy-
mujemy algebry dziedziczne, wiec dla prostoty rozwazan pomijamy ten przypadek.
** Dla n = 2 dopuszcza si¢ takze przypadki, gdy m1 = 1 lub mg = 1.
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Szczegbdlnym zainteresowaniem, takze z geometrycznego punktu widze-
nia, cieszg si¢ moduly regularne nad algebrami kanonicznymi (patrz na przy-
kiad [18, 19, 35]). Wiadomo, ze wektor d jest wektorem wymiaru modulu
regularnego nad algebra kanoniczng typu m wtedy i tylko wtedy, gdy spel-
nione sa nastepujace warunki

da = dw’
(l - 1)da < dilm +- diz,ju
gdzie 1 < 4y < --- <4y <nmoraz j, € {1,...,my, — 1} dlap = 1,...,1,
le{l,...,n}.
Nastepujace twierdzenie zostalo udowodnione w pracy [6]:

TWIERDZENIE 4. Niech A bedzie algebrg kanoniczng typu m. Wtedy roz-
maito$é modp (d) jest normalna dla kazdego wektora wymiaru d A-modulu
reqularnego wtedy i tylko wtedy, gdy

L+ =152 -5

my—1 My —1

Powréémy teraz do rozwazanej wczesniej sytuacji modutu kierujacego
X nad algebra oswojona A. Wiadomo, ze w tym przypadku jedng ze skla-
dowych nieprzywiedlnych rozmaitosci moda (dim X) jest domkniecie Ox
GL(dim X)-orbity Oy modutu X. Zgodnie ze wspélnym wynikiem autora
i Zwary uzyskanym w pracy [12] skladowa ta jest normalna takie w sy-
tuacji, gdy cala rozmaito$¢ nie jest nieprzywiedlna. Jesli zalozymy (co nie
powoduje utraty ogélnosci rozwazan), ze wektor wymiaru modulu X jest
wierny, to wiadomo, ze pdy, X < 1 oraz idy X < 1 (patrz [33]). Zatem skla-
dowa O jest szczegblnym przypadkiem sktadowych opisanych przez Barota
i Schroéera w pracy [3]. Dokladniej, pokazali oni, ze jedli d jest wektorem wy-
miaru nad algebrg kwaziodwrécong A, to domkniecie P(d) zbioru modutéw
projektywnego wymiaru co najwyzej 1 jest (o ile jest niepuste) skladowa
nieprzywiedlng rozmaito$ci mody (d). Podobnie rzecz ma si¢ z domknieciem
Z(d) zbioru skladajacego sie z moduléw injektywnego wymiaru co najwy-
zej 1. Zatem udowodnienie nastepujacej hipotezy stanowiloby uogélnienie
wspomnianego wyzej wyniku, a zarazem dawaloby bardziej doktadne zrozu-
mienie Twierdzenia 3.

HIPOTEZA. Niech A bedzie algebrg kwaziodwriécong. Wtedy dla dowolnego
wektora wymiaru d skladowe P(d) i Z(d) s¢ normalne.

W poprzednim akapicie widaé¢ bylo, ze w szczegblnych sytuacjach py-
tania o wlasnoSci rozmaitosci moduléw (ogdlniej, skladowych nieprzywie-
dlnych rozmaitoéci moduléw) sprowadzaja si¢ do badania domknieé orbit
moduléw. Ten kierunek badan byl i jest rozwijany niezaleznie od badan roz-
maitoéci modutéw (patrz na przykiad [4, 14, 32, 39]). Przez dlugi czas uwage
matematykéw zajmujacych sie ta problematyka zaprzatal problem scharak-
teryzowania w terminach algebraicznych, kiedy M € Oy dla A-moduléw M
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i N o tym samym wektorze wymiaru. Bongartz udowodnil w pracy [15], ze
jedli istnieje ciagg dokladny postaci

0-U—-N-—-V =0

taki, ze M ~U @V, to M € Op. Z drugiej strony Riedtmann pokazala
w pracy [32], ze jesli M € Oy, to

dim g Homy (M, U) > dimg Homa (N, U)

dla dowolnego A-modulu U. Uogélnita ona takze powyzsza obserwacje Bon-
gartza dowodzac, ze jesli istnieje ciagg doktadny postaci

0—-Z—=Z&dN—-M—0

dla pewnego A-modutu modutu Z, to M € Oy. Zwara pokazal w pracy [37],
ze ostatni z powyzszych warunkow jest rownowazny przynaleznosci modutu
M do domknigcia orbity modulu N.

Badaniami dotykajacymi glebiej struktury geometrycznej domknig¢ or-
bit sa pytania o typy osobliwoéci, ktére moga sie pojawi¢ w tym kontek-
Scie. Tego rodzaju pytania sa wazne i nietrywialne takze w przypadku al-
gebr dziedzicznych, a wiec algebr drég kolczandéw bez relacji. Nastepujace
twierdzenie podsumowuje wyniki uzyskane przez autora wspolnie ze Zwara
w pracach [10, 11].

TWIERDZENIE 5. Niech A bedzie kolczanem Dynkina typu A,, n > 1, lub
typu D, , n > 4. Wtedy dla kazdej reprezentacji X kotczanu A domknigcie jej
orbity w rozmaitoéci modia(dim X) jest normalng rozmaitoscig Cohena~
Macaulaya.

Przypomnijmy, ze kolczan A nazywamy kolczanem Dynkina typu A,,
n > 1, jedli stowarzyszony z nim (niezorientowany) graf A (tzn. graf posia-
dajacy te same wierzcholki co kolczan A i w ktérym strzatki kolczanu A
zostaly zastgpione krawedziami) jest postaci

[ ®
1 2

Se

Podobnie, kolczan A nazywamy kolczanem Dynkina typu D,, n > 4, gdy
graf A jest postaci

;\.
/3

°
2

Je

Wspélng cechg kolczanéw powyzszych dwdch typow jest to, iz sg to kot-
czany skohczonego typu reprezentacyjnego, tzn. jesli A jest koiczanem jed-
nego z powyzszych dwdch typ6w, to istnieje tylko skonczenie wiele parami
nieizomorficznych nierozkiadalnych reprezentacji kotczanu A.
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Przykiad przedstawiony przez Zware w [38] pokazuje, ze wynik analo-
giczny do Twierdzenia 5 nie moze zachodzi¢ dla kolczanéw, ktére nie sg
skonczonego typu reprezentacyjnego. Otwarte pozostaje pytanie, czy twier-
dzenie to jest prawdziwe dla pozostalych kolczanéw skoficzonego typu re-
prezentacyjnego, a wiec kolczanéw typu E,, n = 6,7,8, gdzie E,,, n > 6,
jest grafem postaci

ow

e
ve
~e
Je

Na koniec zaznaczmy, ze istotnym elementem w dowodzie powyzszego twier-
dzenia byla mozliwo$¢ poréwnania osobliwosci pojawiajacych sie w domknie-
ciach orbit modutéw z osobliwoSciami wystepujagcymi w rozmaitosdciach
Schuberta w rozmaitoSciach flag ([29, 36]) oraz odpowiednich produktach
grassmanianéw ([16, 20]).
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