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Abstract: The main aim of this work was a choice of a suitable numerical inversion method of
Laplace transform to solving the model of gas flow through the measuring system for the
determination of effective diffusion coefficient. In this paper, selected numerical Laplace inversion
methods have been shown. These methods were implemented in the computer algebra system
Maple®. Calculations have been made for a few tests of mathematical functions and the equation of
heat conduction. The results allowed us to compare the accuracy of the calculations and speed of
selected numerical inversion methods for Laplace transform. The Gaver-Stehfest method has proven
the most effective to solving this problem.
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Wprowadzenie

LR} =F(s)y= [ £ty di (1)
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gdzie:

s - liczba zespolona.
Calka, ktora wystepuje w powyzszym wzorze
jest okre$lana catka Laplace’a, a funkcja e jest
jadrem tej catki.
Waznym zagadnieniem obok kwestii wyzna-
czania transformat F(s) dla znanych funkcji f(?)
jest zagadnienie okreslenia funkcji f{z), ktorych
transformaty F(s) sa znane. Zagadnienie to
sprowadza si¢ do rozwigzania roOwnania
catkowego (1). Rozwigzanie tego rownania jest
okreslone ponizszym wzorem Riemanna-
Melina:

Przeksztalcenie Laplace’a jest jednym =z
najbardziej znanych przeksztatlcen catkowych,
ktore jest stosowane do rozwigzywania rownan
ro6zniczkowych i catkowych. Wymienione prze-
ksztatcenie calkowe jest rowniez wykorzys-
tywane w wielu zagadnieniach matematycz-
nych, fizycznych i inzynieryjnych, np. do
obliczania parametréw kinetycznych adsorpcji
biatek na powierzchni porow [1], do rozwig-
zywania rownan dyfuzji ciepta [2].

Ogodlna definicja przeksztalcenia Laplace’a jest
okreslana jako przeksztatcenie, ktore funkcji
f(t) zmiennej rzeczywistej ¢ przyporzadkowuje
funkcje zespolong F(s) zmiennej zespolonej s
wedilug wzoru:
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a przeksztatcenie to jest nazywane odwrotnym
przeksztatlceniem Laplace’a. W  praktyce
bezposrednie korzystanie ze wzoru (2) jest
trudne. W celu utatwienia wykonywania obli-
czen sa stosowane efektywne metody. Do
wyznaczania odwrotnej transformaty Laplace’a
dla prostych funkcji jest stosowana metoda
oparta na wykorzystaniu tablic transformat
Laplace’a. Odwrotna transformata Laplace’a
dla ztozonych funkc;ji jest obliczana za pomoca
metody rozktadu analizowanej funkcji na
utamki proste, a nastgpnie poprzez zastoso-
wanie tablic transformat Laplace’a. Inna meto-
da polega na wyznaczeniu residuéw dla danej
funkcji.
Jezeli wymienione metody analityczne nie
pozwalajg na szybkie i tatwe wykonywanie
operacji odwrotnego przeksztatcenia Laplace’a
dla analizowanej funkcji, to wowczas sa
stosowane metody numeryczne. Obecnie
znanych jest ponad 100 metod numerycznego
odwrocenia przeksztatcenia Laplace’a. Metody
te mozna podzieli¢ na cztery gtowne grupy:
1. oparte na rozwinigciu w szereg Fourier’a,
2. oparte na tgczeniu funkcjonatow Gaver’a,
3. oparte na funkcjach Laguerre’a,
4. oparte na deformacji konturu catki
Bromwich’a.
W pracy przedstawiono porownanie doktad-
nosci obliczen i1 szybkosci dziatania numerycz-
nych metod odwrotnego przeksztalcenia
Laplace’a. W tym celu wybrano metode Gaver-
Stehfest’a (kategoria metod opartych na
faczeniu funkcjonalow Gaver’a) oraz metodg
Dubner’a i Abate’a (metoda z grupy metod
opartych na rozwinigciu w szereg Fourier’a).
Metoda Gaver-Stehfest’a jest szeroko stoso-
wana w takich dziedzinach jak w geofizyce,
matematyce, fizyce, chemii, inzynierii che-
micznej. Metoda ta przybliza rozwigzanie do
dziedziny rzeczywistej za pomoca wzoru (3):

In2 & In2
f(t):_sz’F(k_) (3)
t k=1 t

Wyrazenie V) jest wspotczynnikiem, ktory
wystepuje w powyzszym wzorze. Warto$¢ tego
wspotczynnika zalezy od parametru NV:
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Parametr N jest liczbg wyrazow w szeregu i jest
liczbg calkowita. Liczba ta jest wybierana do
obliczen na podstawie préb 1 bledow.
Teoretyczne, im wigksza warto$¢ parametru N,
to tym wigksza doktadnos¢ wynikow obliczen.
W praktyce maksymalna warto$¢ parametru N
jest ograniczona przez btedy zaokraglenia.
Obecnie znanych jest okoto 40 metod opartych
na rozwinigciu w szereg Fourier’a. Po raz
pierwszy, w 1968 roku metoda oparta na
rozwinieciu w kosinusoidalny szereg Fourier’a
zostata zastosowana przez Dubner’a i Abate’a
do numerycznego odwrocenia przeksztalcenia
Laplace’a. Podstawa dzialania tych metod jest
catkowanie za pomocg reguly trapezow.
Metody te przyblizaja rozwigzanie za pomoca
wyrazenia:

at

7@ :%%F(sHReéF[M k';"').(_nk}
(5)

Opis zagadnienia

W celu poréwnania dokladnosci i szybkosci
obliczen wyzej wymienionych numerycznych
metod odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a,
wykonano obliczenia dla testowych funkcji
matematycznych oraz réwnania przewodnictwa
ciepla. W tabeli 1 przedstawiono analizowane
zalezno$ci matematyczne (1, 2, 3) oraz rdwna-
nie przewodnictwa ciepta (5).

Wymienione funkcje testowe rdznig si¢ od
siecbie wiasciwosciami. Funkcja nr 1 jest
funkcja wykladnicza, funkcja nr 2 to funkcja
okresowa. Funkcja nr 3 to funkcja hiperbol-
liczna. Natomiast funkcja nr 4 jest rozwigza-
niem réwnania przewodnictwa ciepta.

W  obliczeniach uwzgledniono nastgpujace
kryteria poroéwnania dokltadnosci wymienio-
nych metod: maksymalny btad wzgledny, mak-
symalny btad bezwzgledny, odchylenie stan-
dardowe, czas obliczen, latwos$¢ zaimplemen-
towania danej metody w programie Maple®.
Wszystkie obliczenia wykonano w programie
algebry komputerowej Maple® z uwzglednie-
niem nastgpujgcych parametrow:

- liczba cyfr znaczacych: 48,

- 16zne wartosci parametru N w zaleznosci od
testowanych funkcji.
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Tabela 1. Testowane funkcje.

Nr funkcji F(s) 1t
1
1 J; i e’erfc(\/; )
2 3 ! sin(?)
s°+s
r(l . Sj
3 2nl L 4 tanh(?)

t

uerf(lij+ )
"2 Vm

o0 _h(r—x)-_
4t dT

W metodzie Gaver-Stehfest’a stwierdzono, ze
wartosci maksymalnych bledow wzglednych i
bezwzglednych oraz odchylenia standardowego
maleja do pewnej wartosci parametru N, a
nastgpniec  rosna. Jest to spowodowane
wzrastajagcym bledem zaokraglen. Kazda z

analizowanych  funkcji
warto§¢ parametru N, dla ktorej wartosci
maksymalnych  bltedow oraz  odchylenia
standardowego sa najmniejsze. W tabeli 2
przedstawiono wyniki obliczen dla testowych
funkcji.

posiada  okreslona

Tabela 2. Wyniki obliczen dla testowych funkcji metodg Gaver-Stehest’a.

Funkcia | N Maksymalny btad Maksymalny btad Odchylenie
. wzgledny bezwzgledny standardowe
4 1,984141-10™ 5,272716-107 4,173499-107
12 2,819431-107" 6,198540-10"* 4,401228-107"
| 18 1,800439-107'° 3,167639-107" 2,045691-107"
22 1,175875-10°" 427636810 1,297815-10°%°
26 1,759191-107" 4,884954-1077 1,564686-107"
30 4,964026-10° 1,313477-10° 3,514938-107"°
4 3,414266 9,752534-10™! 4779113-10"
16 6,542851-10" 9,146597-10 2,080989-10
5 24 7,961035-10 9,127107-10™ 2,016189-10™
32 7,911394-10°° 9,227044-107 1,519174-107
34 3,259853-10™ 5,014108-10° 1,392767-10°
36 6,818276-10™ 2.523744-1072 6,640372-10°
4 7,877718-10 2,666026-10° 1,259882-10°
12 2,599790-10°° 5,193588-107 2,598874-107
3 18 47751626107 9,498926-107"° 4,552293-1071°
22 8,639132-10"" 1,525881-10"" 7,674297-10°"2
26 6,294936-10° 6,294936-10° 8,902384-10”
30 1,972984-10 1,972984-107* 2.790221-10°
4 8,364796-107 2,555545-10™ 1,506251-10™
12 3,752819-10" 1,129158-107"° 6,336843-10"
4 16 1,921984-10°" 5,727513-107" 2725131107
22 1,499708-107" 4469128107 2,002887-107'°
26 3,094536-10"° 9,286611-10™" 5,554152-10"
30 8,090189-10°® 2.434198-107 1,576573-107
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Dla zaznaczonych w tabeli 2 warto$ci para-
metru N otrzymuje si¢ wyniki z minimalnymi
wartosciami btedow wzglednych i bezwzgled-
nych. Btedy wzgledne nie przekraczaja 0,001%,

10 4

funkcja nr 1
—@— funkcja nr 2
8 —@— funkcja nr 3
—@— funkcja nr 4

€Zas rozw. numerycznego [s]
N
|

co $wiadczy o duzej doktadnosci otrzymanych
wynikow obliczen.

Wzrost wartosci parametru N powoduje wydtu-
zenie czasu obliczen dla kazdej analizowanej
funkcji, co ilustruje rys. 1.

Rys. 1. Zalezno$¢ parametru N od czasu rozwigzania numerycznego dla analizowanych funkcji w metodzie
Gaver-Stehfest’a.

Metoda Gaver-Stehfest’a charakteryzuje si¢
nieskomplikowanymi réwnaniami, ktore tatwo
mozna zaprogramowac w programie Maple®.
W metodzie Dubner’a i Abate’a stwierdzono,
ze wartosci odchylenia standardowego oraz
maksymalnego btedu wzglednego i bezwzgled-
nego malejg ze wzrostem warto$ci parametru N,
co przedstawiono w tabeli 3.

Jak wynika z rys. 2, wzrost wartosci parametru
N powoduje jednoczesne wydtuzenie czasu
obliczen oraz  zwigkszenie  dokladnosci
otrzymania wynikow.

W metodzie Dubner’a i Abate’a nie otrzymano
optymalnej warto$ci parametru N. Powyzej
N=1000 zauwazono, ze warto$ci odchylenia
standardowego oraz bledow nadal maleja. Ze
wzgledu na wydtuzajacy si¢ czas wykonywania
obliczen dla wigkszych wartosci parametru N,

oraz na jednoczesne male zmiany w
doktadno$ci otrzymania wynikow (wartosci
maksymalnych btedow i odchylenia
standardowego), obliczenia zostaty zakonczone
dla tej warto$ci parametru. Metoda Dubner’a i
Abate’a jest tatwa do zaprogramowania w
programie Maple®.

Na podstawie otrzymanych wynikow stwier-
dzono, A4S metoda Gaver-Stehfest’a
charakteryzuje si¢ wickszg doktadnoscia
obliczen i szybko$cig dzialania niz metoda
Dubner’a i Abate’a. Uwzgledniajac ten fakt,
metode  Gaver-Stehfest’a  wybrano  do
rozwigzania modelu przeptywu gazu (azotu)
przez uklad do badania efektywnego
wspotczynnika dyfuzji.

Na rys. 3 przedstawiono schemat analizowa-
nego uktadu.
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Tabela 3. Wyniki obliczen dla testowych funkcji metoda Dubner’a i Abate’a.

Funkcia N Maksymalny btad Maksymalny btad Odchylenie
: wzgledny bezwzgledny standardowe
20 1,959483-10™" 3,342441-10 3,136666-10
50 1,921016-10™ 3,276825-102 2.832397-10
| 100 3,099169-10 5,286491-10 4,298462-10
200 1,244425-10 2,122711-10° 1,657606-107
500 3,514034-10° 5,994159-10™ 4511697-10™
1000 1,312236-10° 2,238382-10™ 1,654521-10™
20 2,051187 8,347594-107 4,414059-10
50 1,035758 4116137-10 2.329322-102
) 100 9,683792-10 3,825545-107 2,206536-10
200 2,488376-107 9,810767-10™ 5,688970-10
500 4,064342-10° 1,607689-10™ 9,281902-10°
1000 1,013989-10° 3,995061-10° 2,336865-10°
20 4,030064-10™" 4,034098-10 2,441021-10
50 1,278473-10™ 1,279753-102 9,852626-10
3 100 8,996517-10° 9,005522-10™ 8,785556-10*
200 2,268958:10° 2,271229-10° 2,259783-10™
500 3,681308-10™ 3,684992-107 3,675150-10°
1000 9,276333-10° 1,027822:10° 9,352589-10°°
20 1,550445-10 4,620325 4,589949
50 8,945889-107 2,665875 2,6580328
4 100 8,678942-10* 2,591261-10" 2,588977-107"
200 2,263022-10° 6,776589-10 6,755412-10
500 3,580709-107 1,067051-102 1,065688-107
1000 1,027824-107 3,089357-107 3,075593-10
4000
3500 funkcja nr 1 °
1 —@— funkcja nr 2
— 3000 —@— funkcja nr 3
= 1 —@— funkcja nr 4
gn 2500
2 |
N
£, 2000
5 ]
E 15004 ®
= ]
E 1000
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§ 5001 -
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0-{e:8=e ° ®
'500 T T T T T

Rys. 2. Zalezno$¢ parametru N od czasu rozwigzania numerycznego dla analizowanych funkcji w metodzie
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STREFA S
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Rys. 3. Schemat uktadu pomiarowego.

Uktad pomiarowy charakteryzowal si¢ nastepu-
jacymi parametrami: p=1-10"Pa, T=308 K,
¢=0,001 dm’ min™. W tabeli 4 przedstawiono
wyniki obliczen. Mozna zauwazy¢, ze dla N=30

otrzymuje si¢ wynik z maksymalnym btedem
wzglednym wynoszagcym 1,5% oraz odchy-
leniem standardowym 7,5-107", co $wiadczy o
duzej doktadnosci otrzymanego wyniku.

Tabela 4. Wyniki obliczen.

N Maksymalny btad | Maksymalny blad Odchylenie Czas rozw.
wzgledny bezwzgledny standardowe numerycznego [s]
22 8,747545-10™ 2,659120-107° 1,236691-107"° 0,422
24 8,847634-10" 7,947146-10" 3,594448-10"" 0,484
26 1,221654-10" 2,197914-107"" 1,022172-10" 0,500
28 7,893169-107 5,938484-10" 2,777782-107"2 0,640
30 1,542541-10 1,649136-107" 7,531822-10" 0,719
32 1,72221-10™ 1,720049-10™"" 4,524742-107" 0,765
34 26,389328 9,853475-10” 3,135087-10 0,907

Na rys. 4 mozna zaobserwowaé, ze przebieg
krzywej rozwigzania numerycznego metoda
Gaver-Stehfest’a jest zgodny z przebiegiem
krzywej eksperymentalnej. Wskazuje to, ze
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zaprezentowana metoda jest odpowiednia do
rozwigzania modelu przeplywu azotu przez
uktad do badania efektywnego wspodtczynnika
dyfuzji.
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punkty ekspervmentalne
¢  rozwiazanie modelu metoda Gaver-Stehfest’a

0.00003 -
c [ '“_Dl] 0.00002
dm?
0.00001 -
0 T

T 1 1 T
04 06 08 1
t [min]

Rys. 4. Pordwnanie eksperymentalnych i numerycznych profili st¢zen azotu dla uktadu pomiarowego.

Podsumowanie

Na podstawie wynikow pracy stwierdzono, ze
numeryczne metody odwrotnego przeksztal-
cenia Laplace’a charakteryzuja si¢ rdzng
doktadnos$cig obliczen oraz szybko$cig dziata-
nia. Zauwazono, ze metoda Gaver-Stehfest’a
jest efektywniejsza pod wzgledem oblicze-

niowym niz metoda Dubner’a i Abate’a.
Metoda ta jest rowniez szybsza. Z tego powodu
Metoda Gaver-Stehfest’a zostala zastosowana
do rozwigzania modelu przeplywu gazu przez
uklad do badania efektywnego wspdtczynnika
dyfuzji. Otrzymane wyniki obliczen wskazuja,
ze wybrana metoda jest odpowiednia do
rozwigzania tego zagadnienia.
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