Symulacja w Badaniach i Rozwoju
Vol. 5, No. 1/2014

Stawomir Adam SORKO
Politechnika Biatostocka, WBIIS, ul.Wigjska 45E, 15-351 Biatystok
E-mail: s.sorko@pb.edu.pl

Modelowanie oscylacyjnego przeplywu cieczy
przez przewody prostoosiowe

1 Wprowadzenie

Zjawisko przeplywéw oscylacyjnych jest istotnym zagadnieniem dotyczacym
eksploatacji systeméw i instalacji przeptywowych, sieci przesylowych cieczy i gazéw,
przeptywdéw w urzadzeniach hydraulicznych, w uktadach hydraulicznego zasilania
maszyn iurzadzen oraz kwestii mikroprzepltywéw w zastosowaniach technicznych
i biologicznych.

Oscylacyjny ruch pltynu w przewodach moze byé wywolany przez pulsacje cisnienia
generowane w ukladzie zasilania lub przez oscylacyjny ruch $cianek (przewodu).
W wielu przypadkach oscylacyjny ruch plynu w przewodach jest zjawiskiem
niepozgdanym, generujacym efekt “uderzenia hydraulicznego” iefekty kawitacji
w plynie, jednoczesnie znajduje ono szereg zastosowan technicznych w urzadzeniach
cieptowniczych do intensyfikacji wymiany ciepla, w technologii do agregowania
substancji ptynnych i w szeregu praktycznych zagadnien mikrobiologicznych.
Przedmiotem opracowania jest wyznaczenie pola predkosci w laminarnym przeptywie
cieczy lepkiej w przewodzie prostoosiowym o dowolnym ksztalcie przekroju
poprzecznego z udzialem wzdtuznego ruchu oscylacyjnego przewodu o zadanej
amplitudzie i czestotliwosci drgan wzdtuznych.

2 Sformutowanie zagadnienia

Zagadnienie laminarnego, jednokierunkowego przeptywu cieczy lepkiej z udziatem
ruchu oscylacyjnego brzegu materialnego ograniczajgcego przepltyw mozna traktowaé
jako superpozycje ustalonego jednokierunkowego ruchu cieczy i ruchu wzbudzonego
zaburzeniem na brzegu wynikajacym z lepkiej natury cieczy u=u'+u’.
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Rys. 1 Jednokierunkowy przeplyw przez przewdd prostoosiowy o dowolnym ksztalcie
przekroju poprzecznego

Fig. 1. Unidirectional flow through a pipe of an arbitrary cross-section shape
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Jednokierunkowy laminarny, ustalony przeplyw lepkiego plynu newtonowskiego
w prostoosiowym przewodzie jest opisany réwnaniem Stokesa wzgledem predkosci

u; (x,y) z warunkiem brzegowym zakladajagcym zerowa wartosci sktadowej predkosci

stycznej na sztywnej inieprzepuszczalnej granicy materialnej (L) (warunek braku
poslizgu cieczy na granicy materialnej) [1]:

VS =—AP , gdzic: i%z—AP ; V2002 ax? +9% ay? (1
z warunkiem brzegowym:
wy| =0. (1a)

Jednokierunkowy laminarny, nieustalony przeptyw lepkiego ptynu newtonowskiego
w prostoosiowym przewodzie wzgledem predkosci ug(x,y,r) przy zaniedbaniu
gradientu cisnienia i sit masowych spetnia réwnanie dyfuzji [2]:

e
e — yw2ug @)
or
z warunkiem brzegowym:
uz|, =Uz0) (2a)

gdzie UZ(t) jest predkoscig oscylacyjnego ruchu $cianki. W réwnaniach (1) i (2) p

i v=u/p oznaczaja odpowiednio lepkos¢ dynamiczna i kinematyczna cieczy.

2.1 Wyznaczenie ustalonego przeptywu jednokierunkowego generowanego
gradientem ci$nienia

5
z
z warunkiem brzegowym (la) mozna uwaza¢ za sumg dwdch sktadowych: sktadowej
—s
Uz

spetniajacej rownanie Poissona sz =—-APv, gdzie vV="1(x,y) jest dowolna funkcja

Predkos¢  jednokierunkowego ruchu « Eug (x, y)opisanego réwnaniem (1)

=i, (x,y) spelniajacej rownanie Laplace'a Vzﬂgzo i skladowej & =il (x,y)

argumentéw (x,y) spelniajgca réwnanie Poissona V?v=1 w obszarze (A).

Catkowe sformutowanie przedstawionego wyzej zagadnienia przeplywowego dla
opisanego réwnaniem Poissona (1) z warunkiem brzegowym (la) w obszarze (A)
ograniczonym brzegiem (L) ma postaé:

x(Pu; () +J.g§(Q)G(P,Q) dL, +J.u§(Q)E(P,Q) dLy +APJ.J. G(p.v)dA, 3)
L L A
gdzie: g5q)= duz(@) P(xp.3p) - 4(¥q.Yq) $3 odpowiednio punktem ustalonym
on,
q
i punktem biezgcym calkowania, a funkcja G(p,q) jest rozwigzaniem podstawowym
réwnania Laplace'a:
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Rys. 2. Szkic do rozwazar zagadnien brzegowych w sformutowaniu catkowym

Fig. 2. Sketch for considerations of the integral formulation of the boundary
problems

Transformujagc  w réwnaniu (2) catke powierzchniowa do calki brzegowej,
wykorzystujagc warunek brzegowy (la), otrzymuje si¢ brzegowe réwnanie catkowe

wzgledem niewiadomej funkcji gg (q) na brzegu (L) [3]:

1
J.gi (@GP, @) dLy = AP =5 W) +J.D(q)E(p,q) dLy @
L L p.qe L
gdzie funkcja v(q)=r(q)’ /4 spetniajgca réwnanie Poissona V>u(q)=1;qe L jest
promieniem wodzacym punktu (q) w przyjetym ukladzie wspdtrzednych.

Catka po prawej stronie réwnania z uwagi na osobliwos¢ jadra catkowego E(p,q)
na brzegu (L) jest rozumiana w sensie wartosci gtéwnej Cauchy'ego.

Po wyznaczeniu wartosci funkcji g7(p) na brzegu obszaru (L) predkose u(p)

w obszarze (A) wyznacza si¢ z zaleznosci:
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ui(v)= —J-gg(q)G(V, Qdly +APJ‘U((1)E(V, Qdly (5)
L L WMeA; (el

2.2 Wyznaczenie nieustalonego przeptywu jednokierunkowego
generowanego pulsacyjnym ruchem przewodu

Wzdluzny, oscylacyjny ruch przewodu generuje z powodu lepkosci cieczy oscylacyjny
ruch cieczy propagujacy si¢ w strumieniu cieczy od scianki przewodu ku jego osi,
przyjmujac  zatem, ze predkos¢ periodycznego ruchu materialnego brzegu
ograniczajacego przeplyw mozna opisa¢ zaleznoscia U? (1) = U exp(—ioor), gdzie U jest
amplitudg tego ruchu, to wzbudzong w przewodzie predkosé¢ ruchu cieczy mozna opisac

analogiczng zaleznoscia uf (x, y,r)| =iy exp(—iot) , gdzie uf =uf (x,y) jest amplituda

predkosci wzbudzonej, a ® czestotliwoscia ruchu. Przyjecie powyzszych ustalen
sprowadza zagadnienie obliczeniowe opisane réwnaniem (2) z warunkiem brzegowym
(2a) do zespolonego, jednorodnego réwnania Helmholtza [4]:

Vg vkt =0, k= _\’/—‘” ©)

—e

wzgledem argumentu rzeczywistego ir, z warunkiem brzegowym:

ﬁ§L=U , (6a)

gdzie U jest amplituda ruchu oscylacyjnego przewodu.

Catkowe sformulowanie zagadnienia opisanego réwnaniem Helmholtza (6) w obszarze
(A) ograniczonym brzegiem (L) ma postaé:

1(pitg (p) = —J. 2 (@GP, q dl +J.17§ (@E(p.q)dLy » )
L L

gdzie: 3¢ (q) =m, a funkcje Greena G(p,q) i E(p,q) sa odpowiednio réwne:
0

z
q

' 1 -

G(p.q) = —iH(()l) (Kfpg)=- [Ker (g )+ ikei (K 7pg) | 7
JH(P.9) __ i,

FE s = =-——H 2

e P LY )

przy czym: K= /v , oq =|p—q|. funkcje H(()l) O i Hl(l) ()sa sferycznymi
funkcjami Hankela pierwszego rodzaju, odpowiednio rzedu zero i rzgdu jeden,
a funkcje ker ("), kei(-) sg funkcjami Kelvina.

Wykorzystujac warunek brzegowy (la), otrzymuje si¢ brzegowe réwnanie catkowe

wzgledem niewiadomej funkcji §§ (q) na brzegu (L):
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- — 1
J.<£>’§(<1)G(r’,<1)allq +U —E+J.E(p,q)qu (8)
L L p.qel
Po wyznaczeniu wartosci funkcji g7 (v) na brzegu obszaru (L) predkosé iy (v)

w obszarze (A) wyznacza si¢ z zaleznosci:

ﬁf(V)=—J.§ze(Q)G(V,Q)dlq +UJ.E(V,(1)dlq 9)
L L MeA:i(@el
2.3 Rozwigzanie numeryczne

Najprostszym sposobem dyskretyzacji réwnan catkowych (4) i (8) jest podziat
zamknigtego brzegu (L) ograniczajacego jednospdjny obszar (A) J- elementami

liniowymi |:AL]':|J.1 (gdzie éALj ~ L), na ktérych gestos¢ poszukiwanej funkcji
= j=1

przyjmuje si¢ stala w obrebie elementu [5].

y 79

Rys. 3. Dyskretyzacja linii brzegowej w numerycznym rozwiqzaniu réwnan catkowych
Fig. 3. Discretization of the sold boundary for numerical solution of the boundary
integral equations

Przyjeta formuta dyskretyzacji zagadnienia prowadzi do ukladéw algebraicznych
réwnan liniowych.

J J
(1) wzgledem niewiadomej funkcji [ gg (q j)} | w punktach kolokacji [q j} o
J= J=
J s % 1 / ®
J= J=
J#I
gdzie:
G'( Y= L P B
P;»q; _27'5 o i’ (10a)
L

J
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2 i (10b)
i; pigj
oraz:
2
i1 2 2
v =" =3 (g ) (30 )| 109
J K
Po wyznaczeniu wartosci funkcji [gg(qj)] , na brzegu (L) predkosé [u;(vk)}k )
J: =
w obszarze (A) wyznacza si¢ z zaleznosci:
J
ué(vk>=—zl[g§<qj>G*<vk,qj>—APv<qj>E*<vk,qj>} . (1)
]:
(2) wzgledem niewiadome;j funkcji [g; ( qj)}f w punktach kolokacji |:q J]J )
j=1 j=
7 —
_ * — 1 L o«
jé:lgze(qj)G (Pi,qj) U |: —E+]§15 (p,-,q,-) :| ' (12)
i
P . s . [—e J A K
0 wyznaczeniu wartosci funkcji [ Z:(q j)] , na brzegu (L) predkosé [”z (vk)}k )
j= =

w obszarze (A) wyznacza si¢ z zaleznosci:

J 3 — %
ﬁﬁ(vk>=—jz:1[§§<qj>G (v a =0 E"(va )| - (13)

3 Weryfikacja modelu obliczeniowego

Dogodnym modelem do weryfikacji sformulowanego wyzej zagadnienia
przeptywowego jest przeptyw laminarny cieczy lepkiej w prostoosiowym przewodzie
o kolowym ksztalcie przekroju poprzecznego opisany réwnaniem Hagena-Poiseulle'a.
Profil predkosci rozwazanego przeptywu w przewodzie o promieniu R jest opisany
zaleznoscig [6]:

AP AP R?

uz(r):T(Rz—rz), Uy oy =, (r=0)= I
14
uzmax AI)R2 ( )

Upoo =——— = ,
2 8
gdzie:
1Ap1y rZy czym Ap _, oznacza spadek cisnienia 8u,,,,

AP < przy czym Ap_p p AP= RZZ (149

E Az, , ~na odcinku Az;_, przewodu

Obliczenia profilu predkosci przy uzyciu metody elementéw brzegowych w przewodzie
o promieniu R=0.005m zrealizowano, przyblizajac lini¢ brzegowg J=180 elementami
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liniowymi L; o tacznej dhugosci XL; =0.031414m, generujac przy tym biad wzgledny
przyblizenia linii brzegowej &; =0.01% .

W rozwiazaniu analitycznym inumerycznym zalozono laminarny przeplyw cieczy
(gestos¢ p=800.0 kg m lepko$¢ dynamiczna w=0.03 kg/(m-s) (olej transform.)
w temperaturze 15 °C) przy wymuszeniu AP =1600.0(m-s)"", uzyskujac przy tym
doktadno$¢ numerycznego wyznaczenia profilu predkosci z btedem §,, <0.03% , gdzie
wzgledny blad rozwiazania zdefiniowano jako 8, =100%( f“—f" |/ f* [%] , przy
czym f% i f" oznaczaja odpowiednio wartosci analityczneé i numeryczne
rozpatrywanej funkcji w zadanych punktach obszaru.

Na rysunku 4 przedstawiono poréwnanie profilu predkosci laminarnego przeptywu
ustalonego (Re=0.05) cieczy o wyzej opisanych wihasnosciach fizycznych i zadanym
wyzej wymuszeniu réznicg cisnienia na dlugosci przewodu, wyznaczonego metoda
elementow brzegowych z rozwigzaniem analitycznym opisanym réwnaniem (14).
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Rys. 4. Profil predkosci przeptywu generowanego gradientem cisnienia w przewodzie
o0 przekroju kotowym

Fig. 4. Profile of the velocity generated by the pressure gradient of the flow
through pipe of circular cross-section

W przypadku ruchu osiowo-symetrycznego réwnanie rézniczkowe (2) wzgledem
predkosci uf =uf(r)z warunkiem brzegowym (2a) przyjmuje postaé:
dul 82 e i
k:\/vzll; =v —MZZ +lk (15)
ot ar ror

z warunkiem brzegowym:

uf (R,yy=UZ(1) . (15a)
Stosowne przeksztalcenia wynikajagce z periodycznosci warunku brzegowego
po przyjeciu uf =t exp(—ior) prowadza do réwnania:
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d2 —e dut
- +iﬁ+kzﬁ§=o (16)
dr rodr
bedacego jednorodnym réwnaniem Bessela z warunkiem brzegowym:
T (R)=T . (162)

ktérego rozwigzanie szczegélne mozna przedstawic w postaci funkcji Bessela

pierwszego rodzaju rzedu O J,(kr) (gdzie k2= iotfv)I[7]

1

2n
—im = =D*(1 |[-iw
7 = — — . 17*
0( v rJ 5 <n!>2(2 v rJ o

Rozwigzaniem fizycznym opisujgcym profil predkosci w ruchu oscylacyjnym opisanym
rownaniem (16) z warunkiem brzegowym (16a) jest czes¢ rzeczywista wyrazenia (17).

U exp(—iwt) | , (17N

gdzie:

Obliczenia wykonano, przyjmujac periodyczny ruch cieczy o wyzej opisanych
parametrach fizycznych z czestotliwoscia kolowg =60 Hz i amplitudg U = 0.001 m .

Na rysunku 5 przedstawiono profil predkosci generowanej periodycznym ruchem
Scianki przewodu o przekroju kolowym przy opisanych wyzej parametrach fizycznych,
geometrycznych i wlasciwosciach ruchu, w fazach jednego cyklu ruchu wzdluznego

przewodu przy wymuszeniu U cos(nwr) O0<wr<1.
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Rys. 5. Profil predkosci przeptywu oscylacyjnego generowanego periodycznym ruchem
wzdtuznym przewodu o przekroju kotowym

Fig. 5. Profile of the velocity of the oscillating flow generated by periodic
longitudinal motion of the circular cross-section pipe

W przypadku zagadnienia testowego opisanego wyzej algorytmu obliczeniowego
i programu obliczeniowego do jego numerycznej realizacji o doktadnosci obliczen
stanowi dokladno$¢ wyznaczenia funkcji specjalnych, ktére sa z reguly pewnymi
skoficzonymi przyblizeniami. Poniewaz funkcje Bessela o argumencie zespolonym
Jo(m"l/z) mozna wyrazi¢ przez kombinacje funkcji Kelvina o argumencie
rzeczywistym ber(kr), bei(kr), ker(xr), kei(kr) [7], w analizowanym przypadku
obliczenia prowadzace do wyznaczenia warto$ci predkosci ruchu cieczy wzbudzonego
oscylacyjnym ruchem przewodu #f(r) przy uzyciu metody brzegowych réwnan
catkowych (réown. (8) 1 (9)) i zwigzkiem analitycznym (réwn. (17)) mozna wyznaczy¢
przy jednakowym bledzie obliczen. W prezentowanym zagadnieniu testowym wartosci
ug(r) przy podanych wyzej wilasnosciach fizycznych cieczy, parametrach ruchu
przewodu i przyblizeniu obwodu przewodu J=180 elementami wyznaczono z blgdem
8, <0.1% .

4 Przyktad obliczeniowy

Nizej zaprezentowano przyklad zastosowania przedstawionego  algorytmu
obliczeniowego wyznaczania ruchu cieczy lepkiej, w tym pola predkosci i pola
predkosci generowanej gradientem cisnienia wzdluz osi przewodu i pola predkosci
wzbudzonej oscylacyjnym ruchem przewodu, w prostoosiowym przewodzie o przekroju
eliptycznym o wymiarach a =2.0mm ,b=1.0mm .
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Rys. 6. Profil predkosci przeptywu generowanego gradientem cisnienia w przewodzie
o0 przekroju eliptycznym: a) warstwicowy profil predkosci; b) przestrzenny widok pola
predkosci; c) wykres predkosci w przekrojach poprzecznych x=const

Fig. 6. Profile of the velocity generated by the pressure gradient of the flow through
pipe of elliptic cross-section: a) contour-line profile of velocity; b) three-
dimensional sketch of the velocity; c) graph of velocity at longitudinal view x=const
Na rysunku 6 przedstawiono wykresy predkosci wzbudzonej wzdtuznym gradientem
ci$nienia w przewodzie AP=1600.0 (m-s)' w laminarnym przeplywie cieczy
(gestos¢  p=800.0 kg/m3; lepko$¢ dynamiczna n=0.03 kg/(m-s) (olej transform.)
w temperaturze 15 °C).
Na rysunku 7 wykresy predkosci wzbudzonej wzdluznym ruchem przewodu
z czestotliwoscia kotowa ®=60 Hz i amplituda U =0.001m, w wybranych fazach
ruchu.
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Rys. 7. Profile predkosci przeptywu generowanego ruchem oscylacyjnym przewodu
o przekroju eliptycznym
Fig. 7. Profiles of the fluid velocity generated by longitudinal oscillations of the pipe
of elliptic cross-section

5 Podsumowanie

W opracowaniu przedstawiono algorytm wyznaczania zlozonego ruchu cieczy lepkiej
w jednokierunkowym przeptywie laminarnym przez przewody o dowolnym ksztalcie
przekroju poprzecznego z udzialem ruchu generowanego drganiami wzdluznymi
przewodu. Rozwigzania zagadnienia przeplywowego dokonano przez dekompozycje
przeptywu na przeplyw podstawowy cieczy w przewodzie wymuszony gradientem
ci$nienia wzdluz osi przewodu oraz przeptywu o charakterze ruchu oscylacyjnego
cieczy wzbudzonego drganiami wzdluznymi przewodu ze stala czestotliwoscia ruchu.
Sktadowe predkosci przeplywu wyznaczono przy uzyciu metody brzegowych rownan
catkowych, pozwalajaca w przypadku ztozonych ksztaltéw przewodéw na stosunkowo
prosty matematyczny opis zagadnien przepltywowych i jego numeryczng realizacje.
Wyznaczenie pola predkosci jako sumy opisanych wyzej sktadowych umozliwia
wyznaczenie pola cisnienia w przekroju poprzecznym przewodu. Okreslenie predkosci
iciSnienia w polu przeptywu umozliwia zaawansowane modelowanie przeptywdw,
w tym okre$lenie mozliwosci wystapienia kawitacji, zjawisk dyspergacji cieczy
wielosktadnikowych o ztozonej strukturze i innych osobliwych wlasnosci przeptywéw
oscylacyjnych [8].

Prezentowany wyzej algorytm wyznaczania laminarnego ruchu cieczy lepkiej
w przewodach prostoosiowych o ztozonych ksztaltach przekroju poprzecznego,
w zlozonych warunkach przeptywowych z natozeniem na wtasciwy przeptyw efektow
drgan przewoddéw, lub okresowych zmian cisnienia (to zagadnienie jest przedmiotem
odrgbnego opracowania) jest uzytecznym modelem do komputerowej symulacji
i numerycznego rozwigzywania wielu zagadnien inzynierskich w zakresie przeptywéw
w ztozonych geometrycznie strukturach oraz zagadnief dotyczacych konstrukcji
zaawansowanych wymiennikéw ciepta.

Obliczenia zagadnien przeptywowych w zakresie przeptywéw newtonowskich cieczy
lepkich sg realizowane w Centrum Komputerowych Sieci Rozlegtych Politechniki
Biatostockiej na wieloprocesorowej maszynie wirtualnej (16xXSEON 2,4GHz, 16 GB
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Modelowanie oscylacyjnego przeplywu cieczy przez przewody prostoosiowe

RAM) przy wykorzystaniu oprogramowania sporzgdzonego w  Politechnice
Biatostockiej (programy sporzadzone przez autoréw opracowania W jezyku
programowania FORTRAN, modyfikowane i kompilowane w systemie maszyny
wirtualnej)
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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono algorytm rozwigzania zagadnienia przeptywowego,
laminarnego ruchu cieczy w prostosiowym przewodzie o dowolnym ksztalcie przekroju
poprzecznego w warunkach oscylacyjnego ruchu wzdtuznego przewodu. Przedstawiono
matematyczny opis problemu przy uzyciu metody brzegowych réwnan catkowych.
Zaprezentowano rozwigzanie zagadnienia testowego wykazujgce poprawnos¢ modelu
matematycznego i algorytmu obliczeniowego. Przedstawiono przyklad wyznaczenia
pola predkosci przeptywu przez prostoosiowy przewdd o przekroju eliptycznym.

Stowa Kkluczowe: przeptyw Stokesa, przeplyw oscylacyjny, drgania wzdluzne
przewodu, metoda elementéw brzegowych
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Stawomir Adam SORKO

Mathematical modelling
of oscillatory pipe flows

Summary

In the elaboration was presented the algorithm of solution of the problem of laminar
viscous flow through straight pipe of an arbitrary cross-section under conditions
of the oscillatory movement of the pipe in longitudinal direction. The mathematical
description and solution of the problem was formulated by using integral equations
method. One presented solution of the test-problem demonstrative the correctness of the
mathematical model and the computational algorithm. The example of the solution
of the flow generated by the pressure gradient and the oscillations of the tube
of an elliptic cross-section shape was presented.

Keywords: Stokes flow, oscillatory flows, longitudinal pipe vibrations, boundary
element method

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy statutowej nr S/WBil$/4/2014
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