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Deskrypcja parametrów z³o¿a w modelowaniu rozmytym –

zarys problematyki

Streszczenie: W naturalnym jêzyku czêsto funkcjonuj¹ nieprecyzyjnie pojêcia próbuj¹ce odzwierciedlaæ otaczaj¹c¹

rzeczywistoœæ. Matematycy od doœæ dawna wskazywali, ¿e sam rachunek prawdopodobieñstwa nie jest

w stanie uchwyciæ ca³ego zakresu mo¿liwych aspektów niepewnoœci, a precyzyjniej ujmuj¹c niedoskona³oœci

informacji. Powszechnie u¿ywane pojêcia i zwroty w jêzyku naturalnym, np. ludzie wysocy, oko³o 5, bardzo

zimno, to wzorcowe terminy nieprecyzyjne (rozmyte). Granica pomiêdzy stanem gdzie jest zimno i ciep³o, ludzi

wysokich i niskich nie jest skokowa, a niektóre z wartoœci opisuj¹ce konkretny wzrost czy temperaturê spe³niaj¹

dan¹ w³aœciwoœæ w ró¿nym stopniu. Takie stopniowanie pomiêdzy pe³n¹ przynale¿noœci¹, czêœciow¹ przy-

nale¿noœci¹ i brakiem przynale¿noœci nie mo¿e byæ ujête w klasycznej teorii zbiorów. Ograniczenia tradycyjnej

teorii mnogoœci rozwi¹zuje teoria zbiorów rozmytych.

W zagadnieniach geologiczno-z³o¿owych funkcjonuj¹ czêsto kategorie rozmyte. U¿ywanie terminów takich jak:

du¿e/ma³e z³o¿e, bogata/uboga ruda, du¿a/ma³a mi¹¿szoœæ serii, wysoka/niska zawartoœæ siarki, dobre/z³e

w³aœciwoœci flotacyjne i wiele innych jest naturaln¹ cech¹ jêzyka, narzêdzia ekspresji w d¹¿eniu do wyra¿enia

i wzajemnego porozumiewania siê. Wszelkie cechy z³o¿a wyra¿ane w sposób iloœciowy (parametry z³o¿a) mog¹

byæ w taki sposób werbalizowane. Czy z³o¿e gazu ziemnego jest du¿e, gdy jest w nim co najmniej 100 mln m3?

a mo¿e 99 mln m3 stanowi tê granicê? a mo¿e 98 mln m3, czy jest to jeszcze zupe³nie inna wielkoœæ zasobów.

Próba ustalenia rozgraniczenia wydaje siê zabawna i oczywiste jest, ¿e bêdzie ona k³opotliwa, gdy¿ trans-

formacja pojêæ jakoœciowych w kierunku iloœciowych nie zawsze jest bezpoœrednia i bezproblemowa.

W artykule przybli¿ono podstawow¹ terminologiê i generalne zasady modelowania rozmytego. Bazuj¹c na

przyk³adzie z³o¿a rud miedzi wskazano i zademonstrowano narzêdzia nieprecyzyjnego opisu do pojêæ i pa-

rametrów stosowanych w geologii z³o¿owej.

S³owa kluczowe: parametry z³o¿a, teoria mnogoœci, zbiory rozmyte

Description of the Mineral Deposit Parameters in Fuzzy Modelling – Issue

Outline

Abstract: There is a lot of imprecise terms in natural language which are trying to reflect the surrounding reality.

Mathematicians for a long time pointed out that the probability only is not able to grasp a whole range of
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uncertainty aspects and more precisely speaking, imperfect information. Commonly used terms and phrases in

natural language such as tall men, about 5, very cold, are standard imprecise (fuzzy) concepts. The boundary

between the state where it is cold and heat, high and low humans is not discrete, and some specific values for

the temperature or height description match the specified property with varying degrees. Such gradation

between the full membership, a partial membership and lack of membership may not be expressed in the

classical set theory. Limitations of traditional set theory solve the theory of fuzzy sets.

In the geological and mineral deposits issues fuzzy categories are often met. Using those terms like: large/small

deposit, rich/lean ore, large/small deposit thickness, high/low sulfur content, good/bad flotation properties

and many others, is a natural-structural feature of the language the tools of expression in the tendency to mutual

agreement. Any mineral deposits features expressed in a quantitative way (deposit parameters) may be similar

to the mentioned manner verbalized. Is natural gas field is large, when it has at least 100 million cubic meters?

Or perhaps 99 million cubic meters is the limit? Or perhaps 98 million cubic meters, and maybe it is still quite

different resources volume. Trying to determine distinction seems to be funny and it is obvious that it will be

troublesome, since the qualitative concepts transformation into the quantitative direction is not always direct

and easy. In the paper the basic terminology and general principles of fuzzy modeling has been approached.

Basing on the copper ore example the tools of imprecise description has been indicated and demonstrated.

Key words: mineral deposit parameters, set theory, fuzzy sets

1. Parametry z³o¿a – wzmianki ogólne

Parametry z³o¿a, b¹dŸ to w konkretnym punkcie, b¹dŸ to propagowane szerzej, wyra¿ane

s¹ zwykle miarami iloœciowymi, takimi jak: mi¹¿szoœæ z³o¿a (m), zawartoœæ sk³adnika

u¿ytecznego (%), wartoœæ opa³owa (MJ/kg), zasobnoœæ (g/m2, t/m2), wytrzyma³oœæ na

œciskanie (MPa) i in. Ocena parametrów z³o¿owych jest podstaw¹ delimitowania granic

z³o¿a i kalkulacji zasobów w nim zawartych. Ka¿dy ze wspomnianych parametrów charak-

teryzuje kopalinê, definiuje g³ównie jej parametry jakoœciowe, jak równie¿ okreœla przy-

datnoœæ gospodarcz¹. Nie wnikaj¹c w sposób pozyskania populacji próbkowej ani metody

dalszej oceny dla ca³ego z³o¿a, zachodzi niekiedy koniecznoœæ wyra¿enia parametrów z³o¿a

kategoriami opisowymi, czasami w sposób bardzo zgrubny na podstawie w³asnych odczuæ

i obserwacji (rys. 1). Wart zauwa¿enia i podkreœlenia jest tu fakt, ¿e opis ten nie jest miar¹

iloœciow¹, której fundamentaln¹ cech¹ jest addytywnoœæ.
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Rys. 1. Przyk³ad jakoœciowej oceny parametrów stratoidalnego z³o¿a rud miedzi w realiach z³ó¿ polskich

Fig. 1. An example of a qualitative assessment of sediment hosted copper ore deposit parameters in the

realities of Poland



Wszystkie oceniane przy dokumentowaniu z³o¿a parametry s¹ mierzalne za pomoc¹

stosownej aparatury. Jakoœciowa estymacja pozwala jednak¿e na odrzucenie informacji zbêd-

nych i ograniczenie siê do tych najbardziej istotnych, umo¿liwiaj¹cych podejmowanie kon-

kretnej i zoptymalizowanej decyzji. Nie s¹ tu konieczne precyzyjne informacje wejœciowe,

a ocena jakoœciowa mo¿e byæ trafnie zrealizowana na podstawie teorii zbiorów rozmytych.

W dziedzinie geologii i górnictwa aplikacje narzêdzi zbiorów rozmytych by³y podej-

mowane okazjonalnie. Tematykê tê poruszali: Granath (1984), Bandopadhyay (1987),

Bárdossy i in. (1988), Bárdossy i in. (1990), Pham (1997), Bárdossy i in (2003), Luo

i Dimitrakopoulos (2003), Bárdossy i Fodor (2005), Tutmez i Dag (2007), Tutmez i in.

(2007), Tahmasebi i Hezarkhani (2010), Vujiæ i in. (2011), Elmas i Sahin (2013).

2. Modelowanie rozmyte – zarys zagadnienia

W terminologii zbiorów rozmytych u¿ywanych jest kilka elementarnych pojêæ: zmiennej

lingwistycznej, wartoœci lingwistycznej, przestrzeni lingwistycznej zmiennej, przestrzeni

numerycznej zmiennej, zbioru rozmytego oraz funkcji i stopnia przynale¿noœci. Zmienn¹

lingwistyczn¹ jest zmienna (wielkoœæ wejœciowa, wyjœciowa, stanu), której wartoœciami s¹

s³owa lub zdania w jêzyku naturalnym czy sztucznym. Dla przyk³adu w odniesieniu do opisu

z³ó¿: mi¹¿szoœæ, zawartoœæ sk³adnika u¿ytecznego, dowolna cecha fizyczna opisuj¹ca ko-

palinê (skurczliwoœæ wysychania, ogniotrwa³oœæ, blocznoœæ itd.). Wartoœæ lingwistyczna jest

s³ownym oszacowaniem wielkoœci lingwistycznej: du¿a, ma³a, œrednia, wysoka, niska,

uboga, bogata itp. Obydwa pojêcia – zmienna i wartoœæ lingwistyczna tworz¹ pary, które s¹

podstaw¹ opisu w modelach rozmytych. Przestrzeñ lingwistyczna zmiennej to zbiór wszy-

stkich wartoœci lingwistycznych s³u¿¹cych jej opisowi – na rysunku 1 przestrzeni¹ ling-

wistyczn¹ dla zmiennej „zawartoœæ metalu w rudzie” jest skoñczeniewymiarowy zbiór

XL = {bardzo niska, niska, œrednia, wysoka, bardzo wysoka}. Przestrzeni¹ numeryczn¹

zmiennej jest zaœ zbiór wszystkich wartoœci numerycznych, jakie mo¿na przyj¹æ stosownie

do realiów i specyfiki modelowanego zjawiska. W przytaczanym na rysunku 1 przyk³adzie

mo¿liwe jest arbitralne domniemanie o nieskoñczeniewymiarowej (ci¹g³ej) przestrzeni

X = {x: x R, 0 £ x £ 76}. Kres górny zbioru wynika ze stechiometrycznej zawartoœci miedzi

w chalkozynie.

W opozycji do klasycznej interpretacji przynale¿noœci elementu do zbioru, gdzie przy-

nale¿noœæ definiowana jest w sposób zero-jedynkowy, pewien zbiór rozmyty A jest obiektem

obejmuj¹cym elementy w pewnej niepustej przestrzeni X (A XÍ ), przy czym ka¿dy

z elementów mo¿e do niego w pe³ni nale¿eæ, nale¿eæ czêœciowo lub nie nale¿eæ wcale (Zadeh

1965). W zapisie matematycznym zbiór rozmyty A to zbiór uporz¹dkowanych par

A x x x XA= Î{( , ( )); }m , gdzie: m A X: [ , ]® 01 nazywana jest funkcj¹ przynale¿noœci (funk-

cj¹ charakterystyczn¹) zbioru rozmytego A. Uwzglêdniaj¹c wspomniane trzy przypadki

przynale¿noœci konkretnego elementu do zbioru, mo¿liwe s¹ nastêpuj¹ce sytuacje:

1) m A x( ) = 1, element w pe³ni przynale¿y do zbioru rozmytego A,

2) m A x( ) = 0, element nie przynale¿y do zbioru rozmytego A,

3) 0 1< <m A x( ) , element czêœciowo przynale¿y do zbioru rozmytego A.

Funkcje przynale¿noœci maj¹ ró¿norodne kszta³ty, od prostych w prezentacji i ³atwych do

zdefiniowania odcinkowo-liniowych do nieco bardziej skomplikowanych: dzwonowych,
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sigmoidalnych, harmonicznych, radialnych i innych. Te pierwsze przedstawiono zbiorczo na

rysunku 2.

Uzupe³niaj¹c wywód dotycz¹cy zbiorów rozmytych przyk³adem z zakresu geologii z³o-

¿owej odwo³ano siê do stosowanego czêsto opisowego pojêcia „ruda uboga”. Przyjêto, ¿e

granice pomiêdzy rud¹ ubog¹ a bogat¹ wyznacza graniczna zawartoœæ w wymiarze do-

k³adnie 1% Cu. Wykorzystuj¹c klasyczne podejœcie do rozwa¿anego zagadnienia, zawar-

toœci metalu w rudzie mniejsze lub równe 1% delimituj¹ przynale¿noœæ do zbioru „ruda

uboga” (rys. 3). Jak nietrudno wywnioskowaæ tak ostre postawienie granicy nie jest do koñca

satysfakcjonuj¹ce. Czy ruda o zawartoœci miedzi 1,01% jest ju¿ ruda bogat¹, a mo¿e dopiero

zawartoœæ 1,1% definiuje zbiór rudy bogatej. Gdzie le¿y zatem granica pomiêdzy kate-

goriami rudy ubogiej i bogatej? Poszukiwanie zadowalaj¹cego rozwi¹zania jest doœæ utrud-

nione, bowiem nastêpuje tu konwersja z miary opisowej do miary iloœciowej. Rozwik³anie

tego dylematu proponuje teoria zbiorów rozmytych wykorzystuj¹c przybli¿enie, i¿ ka¿da

ruda jest uboga, ale w pewnym odmiennym stopniu (rys. 3). Stopieñ ten koresponduje

z omówion¹ powy¿ej funkcj¹ charakterystyczn¹. Ruda jest uboga dla zawartoœci 1%

i poni¿ej, natomiast zawartoœci metalu w przedziale od 1 do 1,4% plasuj¹ rudê w kategorii

rudy ubogiej, ale o ró¿nym stopniu przynale¿noœci. I tak ruda o zawartoœci 1,15% ma

przypisany stopieñ przynale¿noœci do zbioru „rudy ubogiej” m = 0,625, natomiast zawartoœci

sk³adnika u¿ytecznego blisko 1,4% maj¹ stopieñ przynale¿noœci niewiele wiêkszy od 0.

Oczywiste jest, ¿e ni¿sza zawartoœæ miedzi w rudzie powinna mieæ co najmniej taki stopieñ

przynale¿noœci, co zawartoœæ wy¿sza. Ruda o zawartoœci wiêkszej ni¿ 1,4% opisana jest

funkcj¹ charakterystyczn¹ o wartoœci 0, st¹d nie nale¿y do kategorii rudy ubogiej.
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Rys. 2. Kszta³ty najczêœciej stosowanych odcinkowo-liniowych funkcji przynale¿noœci

a) lewa zewnêtrzna, b) trójk¹tna niesymetryczna, c) trapezowa symetryczna, d) trójk¹tna

symetryczna, e) prostok¹tna, f) prawa zewnêtrzna

Fig. 2. Shapes of the most commonly used segment-linear membership function

a) left outer, b) asymmetrical triangular, c) symmetric trapezoidal, d) triangular symmetrical,

e) rectangular, f) right outer



Przybli¿enie zbiorem rozmytym terminu „ruda uboga” mo¿e byæ zrealizowane tak¿e przy

nieostrym zdefiniowaniu wartoœci granicznej. Obecnie za³o¿ono, ¿e granica kwalifikacji do

rudy ubogiej wynosi oko³o 1. Aproksymacja taka dokonywana jest z wykorzystaniem liczby

rozmytej (ok. 1) i ten sposób opisu okreœlany jest mianem mieszanej oceny zmiennej

lingwistycznej. W rozwa¿anym przypadku ponownie nie jest oczywiste, gdzie nast¹pi

rozdzia³ klas zbiorów w modelu i ponownie sytuacjê mo¿e tu wyjaœniæ zastosowanie teorii

zbiorów rozmytych. Rozwa¿ania obrazuje rysunek 4. W tym miejscu ruda o zawartoœci

1,15% opisana jest funkcj¹ przynale¿noœci m = 0,417, a wiêc ni¿sz¹, co z reszt¹ jest zgodne

z intuicyjnym odbiorem nieprecyzyjnego ustalenia granicy pomiêdzy zbiorami.
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Rys. 3. Funkcja przynale¿noœci rudy do zbioru „ruda uboga” w ujêciu teorii mnogoœci (a) oraz teorii zbiorów

rozmytych (b)

Fig. 3. Ore membership function to the set “poor ore” in terms of set theory (a) and fuzzy set theory (b)

Rys. 4. Funkcja przynale¿noœci rudy do zbioru „ruda uboga” w mieszanej ocenie zmiennej lingwistycznej

Fig. 4. Ore membership function to the set “poor ore” in the mixed linguistic-variable assessment



Na zakoñczenie tego bardzo powierzchownego zarysu teorii zbiorów rozmytych warto

nadmieniæ charakterystyczne wskaŸniki zbiorów rozmytych, takie jak: wysokoœæ zbioru,

noœnik zbioru oraz j¹dro zbioru.

Wysokoœæ zbioru rozmytego A jest maksymaln¹ wartoœci¹, jak¹ funkcja przynale¿noœci

przyjmuje w ca³ej przestrzeni rozwa¿añ X zbioru:

h A x
x X

A( ) sup ( ( ))=
Î

m (1)

Gdy h(A) = 1, zbiór nazywany jest znormalizowanym. Prezentowane dotychczas zbiory,

jak i te podczas dalszych dociekañ, by³y i bêd¹ zbiorami znormalizowanymi.

Noœnik zbioru rozmytego A to podzbiór nierozmyty zbioru A, którego wszystkie ele-

menty maj¹ niezerowy stopieñ przynale¿noœci do zbioru A:

S A A x x x XA( ) { : ( ) , }= = > Îsupp m 0 (2)

W odró¿nieniu do przestrzeni numerycznej zmiennej noœnik zbioru jest terminem wê¿-

szym lub co najwy¿ej równym.

J¹dro zbioru rozmytego to podzbiór nierozmyty zbioru A w przestrzeni rozwa¿añ X

z³o¿ony ze wszystkich elementów o stopniu przynale¿noœci wynosz¹cym 1:

C A core A x x x XA( ) { : ( ) , }= = = Îm 1 (3)

Zastosowanie zbiorów rozmytych i ich funkcji przynale¿noœci umo¿liwiaj¹ przedsta-

wienie nieprecyzyjnych stwierdzeñ i danych. Mo¿liwe jest oczywiœcie, za pomoc¹ ope-

ratorów, przekszta³canie danych i wp³ywanie na ich stan. Najczêœciej stosowane operacje

mnogoœciowe to: suma, iloczyn, ró¿nica oraz dope³nienie zbiorów. Sum¹ mnogoœciow¹

zbiorów rozmytych A i B jest zbiór rozmyty A BÈ , z funkcj¹ przynale¿noœci definiowan¹

jako:

Ù =Î Èx X A B A Bx x xm m m( ) max( ( ), ( )) (4)

Iloczynem mnogoœciowym zbiorów rozmytych A i B jest zbiór rozmyty A BÇ , z funkcj¹

przynale¿noœci definiowan¹ jako:

Ù =Î Çx X A B A Bx x xm m m( ) min( ( ), ( )) (5)

Ró¿nic¹ mnogoœciow¹ zbiorów A B\ jest zbiór rozmyty C o funkcji przynale¿noœci:

m m mC A Bx x x( ) min( ( ), ( ))= -1 (6)

Dope³nieniem zbioru rozmytego A jest zbiór rozmyty A’ okreœlony funkcj¹ przyna-

le¿noœci:

Ù = -Î ¢x X A Ax xm m( ) ( )1 (7)
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Klasyczne operacje mnogoœciowe nie zawsze dok³adnie odzwierciedlaj¹ intuicyjne w³aœ-

ciwoœci wykonanych operacji na zbiorach rozmytych. Dla przyk³adu, jeœli m mA Bx x( ) ( )£ ,

to iloczyn zbiorów o takich funkcjach przynale¿noœci jest równy m A x( ) , bez wzglêdu na to

jak du¿a jest funkcja m B x( ). Uzupe³niaj¹c rozumowanie realn¹ egzemplifikacj¹ mo¿na roz-

wa¿yæ nastêpuj¹ce wyra¿enie „wysoka zawartoœæ metalu i du¿a mi¹¿szoœæ z³o¿a”. Gdyby

kilka wydobywczych oddzia³ów kopalnianych opisywanych tak¹ fraz¹ spe³nia³o zawarte

w niej kryteria oraz gdyby w ka¿dym oddziale wartoœæ drugiego kryterium by³o jednakowa

i zarazem mniejsza ni¿ pierwszego, pierwsze zaœ zró¿nicowane, to decydent przypisa³by

wiêksze znaczenie tym oddzia³om, które mia³yby wy¿sze zawartoœci metalu. Rozumienie tej

koniunkcji ma inne znaczenie w jêzyku naturalnym ni¿ te wynikaj¹ce z iloczynu mnogoœ-

ciowego. Podobny zarzut mo¿na wysnuæ wobec sumy mnogoœciowej. Wprowadzone zosta³y

w tym miejscu konkurencyjne dla operatorów mnogoœciowych dzia³ania dla zbiorów roz-

mytych (poni¿sze zapisy odnosz¹ siê do operatorów dla dwóch zbiorów rozmytych A i B):

— algebraiczne:

m m mA B A Bx x x
o

( ) ( ) ( )= ×
m m m m mA B A B A Bx x x x x+ = + - ×( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

— logiczne (ograniczone):

mA¤B (x) = max( , ( ) ( ) )0 1m mA Bx x+ -
m m mA B A Ax x xÅ = +( ) min( , ( ) ( ))1

mAÖB (x) = max( ( ) ( ), )m mA Bx x- 0 ,

— drastyczne:

m

m m

m m

m
A B

A B

A B
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x

x x

x x

x
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1
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Najbardziej optymistyczn¹ w prze³o¿eniu na kryteria decyzyjne jest operacja mnogoœ-

ciowa iloczynu, najbardziej pesymistyczn¹ operacja drastyczna iloczynu. W odniesieniu do

sumy relacje s¹ odwrotne: najbardziej optymistyczn¹ jest operacja drastyczna, najbardziej

pesymistyczna operacja mnogoœciowa.

3. Ocena jakoœci z³o¿a rud miedzi z wykorzystaniem podejœcia rozmytego

Definicja funkcji przynale¿noœci – czyli wygl¹du zbioru rozmytego – realizowana jest

zwykle na dwa sposoby: w pierwszym kszta³t zbioru rozmytego ustalony jest przez eksperta,

w drugim powstaje na skutek aproksymacji zbioru wartoœci liczbowych (£achwa 2001).

Pomimo relatywnie prostej i naturalnej struktury systemów rozmytych nie s¹ znane jeszcze

metody umo¿liwiaj¹ce optymalny dobór kszta³tu funkcji przynale¿noœci oraz bazy regu³.

Z tej przyczyny podejœcie eksperymentalne jest tu powszechnie stosowane i w dalszym

wywodzie metoda ekspercka zosta³a zastosowana. Przywo³ywany poni¿ej przyk³ad odnosi

siê do oceny wielkoœci zasobów na bazie z³o¿a rud miedzi. Pokrewne, bardziej z³o¿one
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podejœcia stosowali Luo i Dimitrakopoulos (2003) do oceny z³o¿a rud cyny prowincji Lugu,

Bárdossy i in. (2003) dla oceny z³o¿a boksytów Szöc-Szárhegy, Tutmez i Dag (2007) dla

z³o¿a wêgla brunatnego Afsin-Elbistan.

W trakcie bie¿¹cej eksploatacji w polskich kopalniach rud miedziowo-srebrowych kon-

troli podlega kilka parametrów z³o¿a. Te podstawowe, weryfikowane przez s³u¿bê geolo-

giczn¹ parametry obejmuj¹ ocenê:

— zawartoœci miedzi w serii z³o¿owej i jej bezpoœrednim otoczeniu,

— mi¹¿szoœci z³o¿a z rozbiciem na odmiany litologiczne rudy,

— zawartoœci srebra,

— zasobnoœci.

Dwa pierwsze wydaj¹ siê najistotniejsze i do nich zostanie odniesiona dalsza czêœæ

rozwa¿añ. Zawartoœæ miedzi w rudzie to istotny, z punktu widzenia procesu przeróbki,

parametr do oceny wzbogacalnoœci urobku, decyduj¹cy o efektywnoœci i ekonomice procesu

przeróbki. Dobór zaœ w³aœciwego systemu eksploatacji jest efektem rozwa¿enia wielu

zagadnieñ cz¹stkowych, z których kluczowa jest mi¹¿szoœæ z³o¿a. Ma ona bezpoœrednie

prze³o¿enie na koszty prowadzonej eksploatacji i decyduje o efektywnoœci ekonomicznej

procesu wydobycia.

W hipotetycznym, perspektywicznym obszarze wydobycia, korzystaj¹c z semantyki

zbiorów rozmytych okreœlone zostan¹ funkcje przynale¿noœci parametrów z³o¿a: zawar-

toœci miedzi oraz mi¹¿szoœci prowadz¹ce do konstrukcji uk³adu wnioskowania z dwiema

zmiennymi wejœciowymi i jedn¹ zmienn¹ wyjœciow¹. Wyjœciem modelu bêdzie jakoœ-

ciowa ocena zasobów metalu w z³o¿u (z³o¿e ma³e, œrednie i du¿e), wskazuj¹ca na po-

tencjaln¹ zasadnoœæ i op³acalnoœæ eksploatacji konkretnych bloków. Geolog kopalniany

(ekspert w dziedzinie) za pomoc¹ zbiorów rozmytych zamierza odtworzyæ znaczenie

okreœleñ: niska, œrednia, wysoka zawartoœæ metalu w rudzie oraz sens opisu cienkie,

œrednie, grube i bardzo grube z³o¿e.

Odnosz¹c siê do pierwszego z parametrów przyjmuje on, ¿e zawartoœæ miedzi wynosz¹ca

oko³o 1,4% uchodzi za nisk¹, mniej wiêcej 1,6–1,7% za œredni¹, a w przybli¿eniu 1,9% za

wysok¹. Uznaje ponadto, ¿e ruda w perspektywicznych do wydobycia blokach nie prze-

kracza zawartoœci 2,5%. Wykorzystuj¹c funkcje odcinkowo-liniowe (klasy L, L i G) zrea-

lizowano pierwsze przybli¿enie (rys. 5).

Z rysunku 5 wynika, ¿e zawartoœæ miedzi 1,79% (m = 0,44) jest w jednakowym, doœæ

znacznym stopniu œrednia i du¿a. Tak¿e zawartoœæ miedzi 1,54% (m = 0,55) jest kwali-

fikowana w istotnym stopniu jako niska i œrednia. Tak¿e przyjêcie trójk¹tnej funkcji przy-

nale¿noœci dla zawartoœci œrednich nie wydaje siê trafione. Usuwaj¹c te niejasnoœci przy-

bli¿ono ponownie pojêcia za pomoc¹ funkcji klasy z, P (trapezowej) oraz s (rys. 6).

Zawartoœæ 1,5% jest w jednakowym stopniu œrednia co i niska, jak równie¿ zawartoœæ

1,8% jest w identycznym odniesieniu œrednia i wysoka. Zawartoœci pomiêdzy 1,6–1,7% s¹

niew¹tpliwie œrednie i w znikomym stopniu niskie czy wysokie. Obecne odtworzenie wydaje

siê zgodne z sugestiami geologa-eksperta.

Postêpuj¹c analogicznie wobec parametru mi¹¿szoœciowego, geolog zaproponowa³ na-

stêpuj¹ce stwierdzenia: mi¹¿szoœæ oko³o 2 m to z³o¿e cienkie, z³o¿e œrednie opisuje przedzia³

mniej wiêcej od 3 do 5 m, z³o¿e grube rzêdu 5–10 m, zaœ z³o¿e bardzo grube to z grubsza

10 m i wiêcej. Wykorzystuj¹c funkcje z, Gaussa, P oraz s uzyskano prezentacje mi¹¿szoœci

jak na rysunku 7.
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Zdefiniowane funkcje przynale¿noœci parametrów z³o¿a pozwalaj¹ na konstrukcjê roz-

mytego modelu wspomagaj¹cego opisow¹ ocenê z³o¿a. Upraszczaj¹c, zaproponowano trzy

klasy zasobowe z³o¿a pod wzglêdem zawartego w nim metalu: ma³e, œrednie oraz du¿e

przypisuj¹c zmiennej wyjœciowej rozk³ady P (rys. 8).

Dla uk³adu wnioskowania zdefiniowano poni¿sz¹ bazê regu³:

1) jeœli mi¹¿szoœæ jest cienka oraz zawartoœæ Cu jest niska, to z³o¿e jest ma³e,

2) jeœli mi¹¿szoœæ jest cienka oraz zawartoœæ Cu jest œrednia, to z³o¿e jest ma³e,
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Rys. 5. Znaczenie terminów zawartoœæ miedzi: niska, œrednia i wysoka przybli¿ona funkcjami

odcinkowo-liniowymi

Fig. 5. The meaning of the terms copper content: low, medium and high approximated with segment-linear

membership function

Rys. 6. Znaczenie terminów zawartoœæ miedzi: niska, œrednia i wysoka przybli¿ona funkcjami z, P oraz s

(wydruk z programu Matlab)

Fig. 6. The meaning of the terms copper content: low, medium and high approximated with z-shape, P
and s-shape membership functions (Matlab software plot)



3) jeœli mi¹¿szoœæ jest œrednia oraz zawartoœæ Cu jest niska, to z³o¿e jest ma³e,

4) jeœli mi¹¿szoœæ jest œrednia oraz zawartoœæ Cu jest œrednia, to z³o¿e jest œrednie,

5) jeœli mi¹¿szoœæ jest gruba oraz zawartoœæ Cu jest œrednia, to z³o¿e jest œrednie,

6) jeœli mi¹¿szoœæ jest bardzo gruba oraz zawartoœæ Cu jest wysoka, to z³o¿e jest du¿e,

7) jeœli mi¹¿szoœæ jest bardzo gruba oraz zawartoœæ Cu jest œrednia, to z³o¿e jest du¿e,

8) jeœli mi¹¿szoœæ jest bardzo gruba oraz zawartoœæ Cu jest niska, to z³o¿e jest œrednie,

9) jeœli mi¹¿szoœæ jest gruba oraz zawartoœæ Cu jest wysoka, to z³o¿e jest du¿e,

10) jeœli mi¹¿szoœæ jest œrednia oraz zawartoœæ Cu jest wysoka, to z³o¿e jest œrednie,

11) jeœli mi¹¿szoœæ jest cienka oraz zawartoœæ Cu jest wysoka, to z³o¿e jest œrednie.
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Rys. 7. Znaczenie terminów mi¹¿szoœæ z³o¿a: cienka, œrednia, gruba i bardzo gruba przybli¿ona funkcjami z,

Gaussa, P oraz s (wydruk z programu Matlab)

Fig. 7. The meaning of the terms ore deposit thickness: thin, medium, thick and very thick approximated

with z-shape, Gauss, P and s-shape membership functions (Matlab software plot)

Rys. 8. Znaczenie terminów oceniaj¹cych klasê zasobow¹ z³o¿a: ma³e, œrednie i du¿e przybli¿one

funkcjami P (wydruk z programu Matlab)

Fig. 8. The meaning of the terms defining metal resources ore class: small, medium, large approximated

P-shape membership functions (Matlab software plot)



Stworzony uk³ad wnioskowania rozmytego funkcjonuje i dzia³a interpretuj¹c regu³y

rozmyte z bazy postaci „jeœli…, to …”. Implementacjê regu³ rozmytych poprzedza procedura

fuzyfikacji, czyli transformacji wartoœci z dziedziny liczb rzeczywistych na wartoœci z dzie-

dziny zbiorów rozmytych. Wyznaczone zostaj¹ wartoœci funkcji przynale¿noœci dla kolej-

nych zmiennych lingwistycznych i dla danej rzeczywistej wartoœci wejœciowej. W proce-

durze interpretacji regu³ wyznaczane s¹ dla ka¿dej zmiennej stopnie przynale¿noœci do

odpowiedniego zbioru rozmytego oraz nastêpuje agregacja regu³ aktywnych. Etapem koñ-

cowym jest defuzyfikacja, bêd¹ca dzia³aniem odwrotnym do fuzyfikacji i maj¹ca na celu

przekszta³cenie odwrotne do rozmywania. Dla prezentowanego przyk³adu okno testowania

dzia³ania modelu obrazuje rysunek 9.

Wynikowa powierzchnia sterowania modelu, pozwalaj¹ca kwalifikowaæ blok do danej

kategorii zasobowej z³o¿a, zosta³a przedstawiona na rysunku 10.

Na podstawie uzyskanej powierzchni sterowania mo¿na ³atwo kategoryzowaæ blok do

danej klasy zasobowej. W przyk³adzie, dla redukcji wydzieleñ, zaproponowano trzy klasy,

jakkolwiek uzupe³nienie o kolejne jest mo¿liwe i nieskomplikowane w realizacji. Przy-

k³adowe wielkoœci parametrów z³o¿a determinuj¹ce przynale¿noœæ do klasy zasobowej z³o¿a

du¿ego s¹ nastêpuj¹ce:

— dla zawartoœci Cu wynosz¹cej 1,5% z³o¿e musi mieæ mi¹¿szoœæ co najmniej 10 m,

— dla zawartoœci Cu wynosz¹cej 1,8% musi mieæ mi¹¿szoœæ powy¿ej 4,7 m.
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Rys. 9. Widok okna testowego dzia³ania modelu oceny bloków z³o¿a (wydruk z programu Matlab)

Fig. 9. View of the window test of the model functioning for deposit blocks evaluation

(Matlab software plot)



Pewnym uproszczeniem zaburzaj¹cym rzeczywistoœæ jest zakres dziedziny zmiennych

mi¹¿szoœci i – co wa¿niejsze – zawartoœci Cu, definiowany od zera. Przyjêcie granicznej

wielkoœci zawartoœci Cu delimituj¹cej z³o¿e zmienia wynikow¹ powierzchniê sterowania

rozmytego (rys. 11).
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Rys. 10. Powierzchnia sterowania rozmytego dla opisowej oceny bloków eksploatacyjnych (wydruk

z programu Matlab)

Fig. 10. Surface fuzzy control for a descriptive assessment of exploitation blocks (Matlab software plot)

Rys. 11. Powierzchnia sterowania rozmytego dla opisowej oceny bloków eksploatacyjnych dla minimalnej

zawartoœci Cu w wymiarze 0,7% (wydruk z Matlaba)

Fig. 11. Surface fuzzy control for a descriptive assessment of exploitation blocks for 0.7% cut-off grade

(Matlab software plot)



Podsumowanie

D¹¿enie do trafnego i precyzyjnego opisu niepewnej rzeczywistoœci jest przedmiotem

dociekañ wielu specjalistów, zarówno od strony teoretycznej jak i praktycznej. Niepewnoœæ,

termin z teorii decyzji opisuje sytuacjê, w której okreœlone decyzje powoduj¹ ró¿ne skutki

w zale¿noœci od zaistnia³ych stanów, przy czym nie s¹ znane prawdopodobieñstwa wyst¹-

pienia poszczególnych z nich. Niepewnoœæ jest tak¿e parametrem ³¹czonym z rezultatem

pomiaru (oszacowania) charakteryzuj¹cym dyspersjê wartoœci, które mog³yby byæ rozs¹dnie

przypisane do pomiaru (oceny). To drugie ujêcie by³o myœl¹ wiod¹c¹ artyku³u i wyko-

rzystano w tym celu przybli¿enie rozmyte. Rozumowanie rozmyte adaptowane jest na

bardzo wielu polach aktywnoœci; wydaje siê, ¿e liczne mo¿liwoœci ró¿norodnych zastosowañ

wykonalne s¹ w dziedzinie geologii czy górnictwa. Wszêdzie tam, gdzie zachodzi potrzeba

opisowej deskrypcji, w sytuacji wieloznacznoœci, niejasnoœci czy niejednoznacznoœci za-

stosowanie wyra¿eñ teorii zbiorów rozmytych u³atwia charakterystykê zjawiska i przek³ada

siê na ulepszenie i budowê bardziej kompletnego modelu informacji. Nie jest odkrywczym

stwierdzenie, ¿e tego typu sytuacje maj¹ czêsto miejsce w dzia³alnoœci geologiczno-

-górniczej. Prezentowany w artykule przyk³ad dotyka³ tylko wybranego zagadnienia

z szerokiego spektrum teorii zbiorów rozmytych. Pokazano sposób prze³o¿enia s³ownego

opisu parametrów z³o¿a na bardziej precyzyjny jêzyk matematyczny, nieodzowny w kon-

strukcji stosownych uk³adów modelowania i sterowania i przek³adaj¹cy siê np. na uspraw-

nienie procesu podejmowania decyzji. Proponowane w tekœcie niektóre przybli¿enia (np.

funkcje przynale¿noœci dla parametrów z³o¿a) mog¹ byæ dyskusyjne, a ich ewentualna

zmiana prze³o¿y siê niew¹tpliwie na wynik modelowania, wszak to od jakoœci i poprawnoœci

okreœlenia danych wejœciowych zale¿y koñcowy rezultat procedury. Wa¿ne jest zatem

dok³adne i zgodne odwzorowanie eksperckiego opisu, tudzie¿ budowa modelu (co trud-

niejsze) na podstawie aproksymacji danych z obserwacji. Kwesti¹ dalsz¹ wymagaj¹c¹

urealnienia jest wprowadzenie kolejnych zmiennych wejœciowych (np. zawartoœci metali

towarzysz¹cych, zasobnoœci itp.). Rzecz¹ sporn¹ mo¿e byæ nadanie ró¿nych wag poszcze-

gólnym parametrom z³o¿a i takie samo podejœcie wobec regu³ bazy wnioskowania roz-

mytego. Zaprezentowane zadanie programowania rozmytego to jedno z bardzo wielu

mo¿liwych i mo¿na tu sformu³owaæ – bazuj¹c na zdefiniowanych zmiennych wejœciowych

modelu – dodatkowe, zupe³nie inne zagadnienia.

Artyku³ przygotowany w ramach badañ statutowych AGH nr 11.11.140.175.

Nader przyjemnym obowi¹zkiem autora jest z³o¿enie podziêkowañ Recenzentom, których wysi³ek i do-

ciekliwoœæ, skutkuj¹ce rzeczowymi i cennymi uwagami, prze³o¿y³y siê na ulepszenie pierwotnej wersji artyku³u.

Autor pragnie równie¿ nadzwyczaj serdecznie podziêkowaæ mgr. in¿. Paw³owi Panajewowi, geologowi O/ZG

Polkowice-Sieroszowice KGHM Polska MiedŸ S.A., który wnikliwie i konstruktywnie wczu³ siê w rolê eksperta

w dziedzinie.
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