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MODEL MATEMATYCZNY DWUPRZEWODOWEJ LINII
ZASILANIA Z WYKORZYSTANIEM MODYFIKOWANEJ ZASADY
HAMILTONA

MATHEMATICAL MODEL OF THE DOUBLE CONDUCTOR POWER LINE
USING A MODIFIED HAMILTON’S PRINCIPLE

Streszczenie: W pracy, na podstawie uogdlnionej interdyscyplinarnej metody wykorzystujacej modyfikacje
zasady Hamiltona z uwzglednieniem rozszerzenia funkcji Lagrange’a sformulowano model matematyczny
uktadu elektroenergetycznego, ktory sktada si¢ z dwuprzewodowej linii zasilania (linia Lechera o parametrach
roztozonych) i obcigzenia o charakterze czynno-indukcyjnym. Na podstawie sformutowanego modelu prze-
prowadzono obliczenia numeryczne. Wyniki symulacji komputerowych przedstawiono w postaci graficzne;j.

Abstract: In the paper a mathematical model of an electric power system is presented. The system consists of
double-circuit power line (Lecher’s line with distributed parameters) and active-inductive load circuit. The
model was formulated on the basis of the generalized interdisciplinary method using the modified Hamilton’s
principle with extended Lagrange’s function. Numerical calculations based on the formulated model have been

made and results of computer simulations as graphs are presented in the paper.

Stowa kluczowe: zasada Hamiltona-Ostrogradskiego, Euler-Lagrange’a system, zespol elektryczny
Keywords: Hamilton-Ostrogradsky’s principle, Euler-Lagrange’s system, electrical set

1. Wstep

Modelowanie matematyczne skomplikowanych
uktadow elektrotechnicznych jest bardzo aktual-
nym problemem technicznym. Wykorzystanie
teorii modelowania pozwala w istotny sposéb
uprosci¢ analizg roznego rodzaju obiektéw, bez
koniecznosci stosowania kosztownych ekspery-
mentow badawczych. Aby sformutowaé¢ model
matematyczny badanych obiektow potrzeba wy-
korzystywaé podstawowe prawa fizyki stosowa-
nej odpowiedniej dziedziny nauki. W tym przy-
padku zastosowano teori¢ elektrodynamiki
[4, 6].

W modelowaniu matematycznemu do formuto-
wania modeli zazwyczaj wykorzystuje si¢ dwa
podejscia: klasyczne lub wariacyjne. Kazda
z wymienionych metod ma swoje zalety i wady
[1,2,6].

W pracy zaproponowano dla sformutowania
modelu matematycznego opisujacego procesy
nieustalone w linii Lachera wykorzystanie zmo-
dyfikowanej wariacyjnej zasady Hamiltona [1].

2. Model matematyczny ukladu

Rozszerzona funkcja Lagrange’a dla uktadow
dysypatywnych przyjmuje postac [1, 2]:

L=T"-P +® -D", (1)

gdzie: L' — zmodyfikowana funkcja Lagrange’a,
T" — energia (koenergia) kinetyczna, P* — ener-
gia potencjalna, ®° — energia uogdlnionych sit
dyssypacyjnych, D* — energia zewnetrznych sit
niepotencjalnych.

Analiz¢ matematyczng badanego obiektu prze-
prowadzono dla uktadu o parametrach roztozo-
nych (jednowymiarowe przestrzenie) [3, 6].
W takim przypadku elementy zmodyfikowanego
lagrangianu rozpatrywane sa nie jako funkcje
energetyczne (1), a jako odpowiadajace im gg-
stosci liniowe. W takim przypadku funkcjonat
dziatania wg Hamiltona przyjmie postac [1]:

S= I(L + IL,dlj dt, 1= f Ldl, 2)
! 1

i
gdzie: S — funkcjonat dziatania wg Hamiltona,
L, — gestos¢ zmodyfikowanej funkcji La-
grange’a, [ — funkcjonat energetyczny.

Sktadniki gestosci zmodyfikowanej funkcji La-
grange’a [ 1] opisuja zaleznosci:
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Rys. 1. Ukiad elektroenergetyczny koncowki ob-
cigzonej linii Lachera

Uwzgledniajac wyrazenia (3) i (4) funkcjonat
energetyczny przyjmuje nast¢pujacg postac:
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natu (5).

— warunki brzegowe do funkcjo-

Wariacja funkcjonalu moze by¢ roéwna zeru
tylko w przypadku réwnosci zeru catki oraz
rownosci zeru funkcji warunkéw brzegowych
funkcjonatu: Q. Poniewaz 80 nigdy nie moze

by¢ réwna zeru, to ostatecznie: dla réwnosci
zeru wariacji (7) niezbedne jest aby rowne zeru
bylo wyrazenie podcatkowe — réwnania Eulera
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Do zaleznoéci (8) wyrazenie stacjonarnych po-
wigzan [1, 3, 6] przyjmuje posta¢ (9)
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Rownanie linii zapisane jest dla funkcji fadunku
linii. Dla przypadku ogoélnego réwnanie to
przyjmuje postac [1],

o°L o
p LC6 +(R,C, +gOL) (12)
+g, R\ A=0,u,i

Energetyczne funkcje zasilania oraz obcigzenia
linii uwzglgedniono w warunkach brzegowych
do rownania (12).

Doswiadczenie pokazuje, ze dla najbardziej
optymalnego opisania procesow fizycznych
w linii nalezy jako wuogolnionych funkcji
wykorzysta¢ napiecie linii tzn. A =u(x,t).

(13)

ov o’u

E = (COLO) (ax —(goL, T CyR, )V_goRouj
au
6t
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Najwazniejszym problemem rozwigzywania
rownania (13) jest wyznaczenia warunkow po-

czatkowych  v(x,?)

oraz  brzegowych

t=t,

u(x,t)

o 1L u(x,0)| _, . Co do pierwszych, to pro-
blem nie jest skomplikowany. Wyznaczono je
z poprzednich badan (do komutacji). Podobnie
mozna wyznaczy¢ napigcie na poczatku linii

u(x,t)| _, jezeli nie wynika ono z danych po-

x=[

czatkowych zadania. Natomiast gléwnym pro-
blemem jest znalezienie warunkow brzegowych

na koncu linii u(x,?)

x=1l"
Na podstawie (11) uwzgledniajac, ze
0. (x,t) = Cyu(x,t) mozna zapisac:

Oi(x,t)

= Roi(x,t) + LO 7

_ Ou(x,1)
o (14)

Réwnania (13), (14) w uktadzie dyskretnym
przyjmuja postac:

dv, afu,, —2u +u,,
T;Z(COLO) (W‘(&)L(ﬁL
+C0R0)Vj _gOR()ujj (15)
u =u(x,t)| _, uy =u(x,1)|
Ujg—U;, . dij
= _Ri 4+ —L 16
2Ax ROZ_/ 0 dl ( )
du.
—L=v, j=2,.,N-1 (17)
d 7

Uwzgledniajac rys.1 szereg stacjonarnych po-
wigzan, stosujacy prawa Kirchhoffa, przyjmuje
postac [3];

u, =R, i, +LHdl_H, i, =i, (18)
dt
uy =Auy +u, =>u, =u, —Au, (19)
di
Auy, = R Axiy, + LyAx 22 (20)

dr
Skad, otrzymano:
diy, 1

E_ml:uN_(ROAx+RH)iN:| (21)
H 0

Zaleznosci (15), (16) dla N-go wezta dyskre-
tyzacji mozna zapisa¢ w postaci:
dvy 1 1
dt  CGLy| (Ax)

(”N—l —2uy +uy,, ) -

_(goLo +CyR, )VN - goRouN:| (22)

Uyag — Uy, . diy
———"==Ri,+L,— 23
Ax oy Hho— (23)
gdzie u,,, — napigcie fikcyjnego wezla dyskre-
tyzacji:

Uy = —2Ax (ROiN +

L 24)

+m|}/{/\, —(ROAX+ RH )lN ]} +MN71

Uwzgledniajac zaleznosci (23) i (24) mozna za-
pisa¢ rownania diugiej linii dla N-tego wezta
jako:
d L,+C,R
Vw _ &k T 0, o 2

= u —
dt CL, " CL(Ax)

R
gt 2

1 2 =+ uy +
Co [ Ly(Ax)” Ly, Ax(Ly + LyAx)

+i RAx+R, R, i (25)
C,| Ax(L, +L,Ax) L,Ax
du,,
=y 26
Y (26)

Wazng funkcjonalng zaleznoscia interesujaca
ewentualnych uzytkownikow jest wyznaczenie
pradu w elementach linii. Obliczy¢ go mozna
W nastepujacy sposob:

U, —u

J+

L=Ri +L d, (27)
T

Skad otrzymano:

di, 1 R
2o u —u, )--Li, j=1,.,N-1(28
dt LOAx( Y L’ / (25)

Wspoélnemu catkowaniu podlega uktad réwnan
rézniczkowych: (15), (17), (21), (25), (26), (28)
z uwzglednieniem wyrazen:(18) — (20).

3. Wyniki symulacji komputerowej

Do obliczen symulacyjnych wykorzystano li-
ni¢ o parametrach: R,=0,86- 10" Q/km,
L,=0,134.10” H/km, C,= 0,85-10° F/km,
2,=0,375-107 Sm/km . Dtugo$é¢ linii /=600
km. Parametry gal¢zi obcigzenia: R, =60 Q,
L, =10 mH. Linia zostata zasilona statym na-
=400 kV.

x=0

picciem u(x,t)
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Analizie poddano lini¢ dla dwoch przypadkow
obliczeniowych: pierwszy - linia pracuje w sta-
nie zwarcia na jej koncu oraz drugi — przy pracy
linii pod obcigzeniem przyjetym wskaznikowo.
Podczas dyskretyzowania roéwnan z przestrzen-
nymi pochodnymi krok zostal przy-jety na
poziomie Ax=//20=30 km. Obliczenia
symulacyjne przeprowadzono z wykorzystaniem
me-tod Gira (niejawnych, drugiego rzadu).

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono przestrzenny
rozktad funkcji napiecia oraz pradu w chwili
czasu t=0,003 si ¢t=0,005 s dla pierwszego
przypadku obliczeniowego. Na wymienionych
rysunkach bardzo dobrze wida¢ skomplikowane
procesy falowe w linii Lachera w stanie zwarcia
na koncu uktadu. Na poczatku linia zostata za-
silana napigciem przemiennym o statej wartosci,
a w koncu linii to napigcie jest rownym zeru
(stan zwarcia). Innymi stowami funkcja napigcia
przez pole elektromagnetyczne linii zanika. Wi-
da¢ to na obu rysunkach. Bardzo ciekawa sytu-
acja zachodzi w funkcji pradu. Na rysunku 2
prad na poczatku linii jest rownym okoto 1 kA,
a w jej koncu okoto 1,85 kA. To na rysunku 3
sytuacja nieco inna. Na poczatku linii prad jest
rownym okoto 2 kA, a w jej koncu okoto
1,75 kA.
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Rys. 2. Przestrzenny rozktad funkcji napiecia (1)
i prgdu (2) w czasie t=0,003 s dla pierwszego
przypadku obliczeniowego
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Rys. 3. Przestrzenny rozktad funkcji napiecia (1)
i pradu (2) w czasie t =0,005 s dla pierwszego
przypadku obliczeniowego

Na rysunku 4 przedstawiono przejSciowa funk-
cj¢ napigcia w Srodkowym punkcie linii dla
pierwszego przypadku obliczeniowego.

400 — U,kV

300 —

200 —

100 —|

0 ; ‘ ; ‘ ‘ ‘

Rys. 4. Przejsciowa funkcja napiecia w srodko-
wym punkcie linii dla pierwszego przypadku
obliczeniowego

Wiasnie $rodek linii wystepuje jako punkt
zmiany falowych procesow w uktadzie. Widaé
tutaj prawie maksymalng amplitude oscylacji
funkcji napigcia (ale nie pradu).
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Rys. 5. Przejsciowa funkcja prqdu w pierwszym
odcinku dyskretyzowania linii zasilania dla
pierwszego przypadku obliczeniowego

Rysunek 5 przedstawia przejsciowa funkcje pradu
w pierwszym dyskretnym odcinku linii (na jej
poczatku) dla pierwszego przypadku ob-
liczeniowego. Wida¢ na nim falowe procesy
prowadzace do oscylacji w przebiegu czasowym
pradu.
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Rys. 6. Czasowo-przestrzenny rozklad funkcji
napiecia w zakresie t€[0;0,02] s dla pierw-
szego przypadku obliczeniowego
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Rys. 7. Czasowo-przestrzenny rozktad funkcji
napiecia w zakresie t €[0,02; 0,04] s dla pierw-
szego przypadku obliczeniowego

Rys. 8. Czasowo-przestrzenny rozktad funkcji
prgdu w zakresie t €[0;0,02] s dla pierwszego
przypadku obliczeniowego

Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono czasowo-
przestrzenny rozktad funkcji napigcia w zakresie
t €[0;0,04] s. Przedstawione rysunki daja naj-

wiecej informacji o stanach fali elektromagne-
tycznej w dowolnym punkcie linii. Analizujac
rysunki 2(1), 3(1) oraz 4 z rysunkami 5, 6 to
mozna zauwazy¢ catkowitg zalezno$¢ procesow
fizycznych w uktadzie.

Na rysunku 8 pokazano czasowo-przestrzenny
rozktad funkcji pradu w zakresie #<[0;0,02]s.

Warto tutaj zaakcentowac nieco inny charakter
przebiegu funkcji pradu w poréwnaniu do prze-
biegu funkcji napigcia. Jezeli dla napigcia am-
plituda nie zmienia w $rodku linii, to dla funkcji
pradu sytuacja wyglada inaczej. Srodek linii jest
punktem przeginania funkcji (druga pochodna
jest rowna zeru). Innymi stowami, funkcja na-
piecia w $rodku linii oscyluje z maksymalng
amplituda i minimalng na brzegach linii. Nato-
miast dla funkcji pradu, odwrotnie — minimalna
oscylacja w $rodku linii, a maksymalna — na jej
brzegach. Uzasadnienie fizyczne tego polega na
przestrzennej prostopadtosci  wektorow  pdl
elektrycznego (napiecie) oraz magnetycznego
(prad), co wida¢ na poprzednich rysunkach 2 —
5, a takze dodatkowo na rysunkach 10 — 12.
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Rys. 9. Przejsciowa funkcja napiecia w srodko-
wym punkcie linii dla drugiego przypadku obli-
czeniowego
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Rys. 10. Przejsciowa funkcja prgdu w srodko-
wym jednostkowym odcinku linii dla drugiego
przypadku obliczeniowego

Na rysunku 9 przedstawiono przejsciowa funk-
cje napiecia w Srodkowym punkcie linii dla dru-
giego przypadku obliczeniowego. Analizujac
razem rysunki 4 i 9 mozna wnioskowaé
0 zmniejszeniu czasu zanikania fali, co jest za-
lezne od dyssypacyjnych procesow, powiaza-
nych z rezystancja obcigzenia.

Na rysunkach 10 i 11 przedstawiono przej-
sciowe funkcje pradu w $§rodkowym odcinku li-
nii oraz w gal¢zi obcigzania (koniec linii). Wi-
da¢ tutaj zjawisko opisane powyzej: oscylacja
pradu w $rodku linii wielokrotnie mniejsza, ani-
zeli na jej brzegach.

4 i kA

3

Rys. 11. Przejsciowa funkcja prqdu w galezi ob-
cigzenie linii zasilania dla drugiego przypadku
obliczeniowego
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Rysunek 12 przedstawia czasowo-przestrzenny
rozktad funkcji pradu w zakresie ¢ €[0;0,02] s.
Takze tutaj wida¢ do$¢ istotny wplyw energii
rozpraszania w poréwnaniu ze stanem zwarcia

Rys. 12.Czasowo-przestrzenny rozktad funkcji
pradu w zakresie czasowy t €[0;0,02] s dla dru-

giego przypadku obliczeniowego
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Rys. 13. Czasowo-przestrzenny rozklad funkcji
napiecia w zakresie t €[0;0,02] s dla drugiego
przypadku obliczeniowego

Na rysunku 13 przedstawiono czasowo-prze-
strzenny rozklad funkcji napiecia w zakresie
t€[0;0,02] s. Wszystkie rozpatrywane powy-
Zej procesy sa tutaj widoczne, a mianowicie:
zmniejszenia czasu zaniku fali, maksymalne
oscylacje w $rodku linii, wzrost napigcia na ga-
ezi obcigzenia.

4. Whnioski

Modyfikacja zasady Hamiltona, drogg rozsze-
rzenia funkcji Lagrange’a daje mozliwos¢ for-
mutowania modeli matematycznych praktycz-
nie dowolnych uktadow dynamicznych, a takze
w uktadach o parametrach roztozonych. W ta-
kim przypadku nalezy uwzgledni¢ nie funkcje
energetyczne uktadu, a ich odpowiednie gesto-
éci. Obliczenia warunkow brzegowych na
koncu linii, na podstawie praw elektrodynamiki,
daja mozliwo$¢ obliczen numerycznych dys-
kretyzowanych rownan stanu elektroenerge-
tycznego niejawnymi metodami (Gira drugiego
rzadu).

Na podstawie wynikow symulacji kompute-
rowej mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

— funkcja przebiegu czasowego napigcia ma
oscylacje o maksymalnej amplitudzie w $rod-
kowej czesci linii, natomiast funkcja pradu ma
oscylacje z maksymalng amplitudg na brzegach
linii,

— przestrzenne rozktady zaleznosci funkcyj-
nych linii zasilania (rysunki 2, 3) potwierdzaja
zasady fizyczne elektrodynamiki stosowanej co
do procesow falowych w dtugich liniach zasila-
nia,

— przedstawione czasowo-przestrzenne roz-
ktady funkcji napiecia i pradu daja najbardziej
adekwatng informacj¢ o falowych procesach
w obcigzonej linii oraz w jej stanie zwarcia.

— aktywne obciazenia w koncowej galezi linii
istotnie thumia oscylacyjne procesy w dtugiej li-
nii.
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