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WYKORZYSTANIE METODY SYMULOWANEGO
WYZARZANIA DO OPTYMALIZACJI ULAMKOWEGO
REGULATORA PI'D*

W ponizszym artykule opisano metod¢ doboru parametréw uktadu regulacji z
utamkowym regulatorem PI'D* sterujgcym obiektem oscylacyjnym II rzedu.
Przedstawiono wyniki optymalizacji parametrow regulatora, z zastosowaniem metody
symulowanego wyzarzania przy réznych strategiach schtadzania uktadu. Jako kryterium
jakosci sterowania zalozono catkowe kryterium ISE.

SELOWA KLUCZOWE: regulatory utamkowe, optymalizacja, pochodna utamkowa,
metoda symulowanego wyzarzania

1. WPROWADZENIE

Rachunek rézniczkowy utamkowego rzedu znajduje coraz szersze zastosowanie
m. in. w dziedzinie automatyki. Powstaje coraz wigcej prac opisujgcych analize i
implementacj¢ ukladow sterowania opartych o ro6zniczke ulamkows, np.
automatyczne regulatory napiecia AVR. Szczegélnie uwage mozna zwrdci¢ na
rozszerzenie klasycznej definicji regulatora PID na regulator utamkowy PI'D".

Zasada dziatania takiego regulatora jest analogiczna do regulatora PID.
Roéznica pojawia si¢ w rzedach catkowania £ i1 rdézniczkowania p takiego
regulatora. Wprowadzenie dwoch nowych parametrow powoduje, ze dotad
znane metody doboru nastaw regulatora (np. Zeiglera-Nicholsa) nie spelniaja
juz swojej roli. Dlatego w ponizszym artykule przedstawiona zostala analiza
optymalizacji regulatorow PI'D" 2 wykorzystaniem  jednej z
metaheurystycznych metod optymalizacji — metody symulowanego wyzarzania.

2. RACHUNEK ROZNICZKOWY ULAMKOWEGO RZEDU

Rachunek rézniczkowy utamkowego rzedu poszerza podstawowg definicje
catki i rézniczki zawarte w klasycznym rachunku rézniczkowym i catkowym
catkowitego rzedu. Takie rozszerzenie daje zupetlie nowe mozliwosci w
zakresie zard6wno matematycznego opisu obiektow jak 1 teorii i praktyki
sterowania.

* Politechnika Poznanska.
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Aktualnie znane sa trzy podstawowe definicje rozniczko-catki, (uogdlnionej
postaci wzoru na calke i rozniczke utamkowego rzedu). Pierwsza wedtug definicji
Riemanna-Liouville’a wyprowadzi¢ mozna ze wzoru na calke wielokrotng [6]:

2100 = .. | 0, o [ @

gdzie: n — jest krotnoscig catkowania (n € N), (a, x) — jest przedziatem
catkowania, ['(n-1) — funkcja gamma Eulera.

Rozszerzenie wzoru catkowego dla rzedu a € R pozwala zapisa¢ wzor na catke
utamkowego rzedu wedhug definicji Riemanna-Liouville’a, opisanej wzorem[6, 7]:

LI = o [ ™ fad @)

gdzie: o - rzad catkowania w granicach (a,x) (o€ R").
Wzér ten mozna uogolni¢ do postaci rozniczko-caltki dla o € R:

a — 1 d\' 7 ka1
D f(x)= m(a] I(x—u) S (u)du ©)

a
gdzie: k € N oraz k-1< o <k.
Dodatni rzad catkowania (o > 0) we wzorze oznacza catkowanie, natomiast
ujemny (o < 0) rozniczkowanie utamkowego rzedu.
W zagadnieniach zwigzanych z teorig sterowania najczgsciej stosowany jest
zapis modelu matematycznego obiektow regulacji i regulatorow na ptaszczyznie
Laplace’a. Dla rozniczkocalki przeksztatcenie Laplace’a ma postaé:

s“F(s) a<0

L{aD,f'f(x)}: s“F(s)—Zk:Sjon_jf(O) a>0

4)

W  przypadku zastosowania (4) problemem staje si¢ implementacja
przeksztatcenia catki utamkowego rzedu, wynikajacego z wymogu znajomosci
warunkow poczatkowych dla pochodnych utamkowego rzedu. Jest to zwigzane z
trudnoscig w interpretacji fizykalnej pochodnych utamkowego rzedu. Z tego
wzgledu czeSciej stosowana jest rézniczko-catka wedlug definicji Caputo.
Opisana wzorem[6]:

« ANC)
an S(x)= I—v(kl_ Q) .!.(x_u)aﬂ—k du (%)

gdzie: k-1<a<k.
Posta¢ (5) rozni si¢ od catki Reinabba-Louville’a przede wszystkim

przeniesieniem pochodnej rzgdu catkowitego k: (k-1 <a A k € N) pod catke.
Dzigki takiemu zabiegowi przeksztalcenie Laplace’a przybiera postac:
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L{, DE S =s"F(s)= 25" 19(0) ©)

Warunki poczatkowe zdefiniowane sg jako wartosci pochodnych catkowitego
rzgdu dla chwili t = 0, a interpretacja fizykalna staje si¢ tatwiejsza.

Znajac definicje rozniczko-caltki postaci (6) mozna przedstawi¢ transmitancje

G(s) ciagltego uktadu utamkowego rzgdu, przy zalozeniu zerowych warunkdéw
poczatkowych w postaci [6, 7]:
Y(s) _b,s" +b, "+ +bys”
U(s) as™+a, s +..+a,s™
gdzie: Y(s), U(s) — transformacje Laplace’a sygnaldow wyjSciowego i
wejsciowego.

Do uzyskania transmitancji operatorowej ulamkowego rzgdu wymagane jest
zastosowanie jednej z metod aproksymacji ukltadow utamkowych. W praktyce
stosowane sg: rozwinigcie w szereg Taylora, Ostaloupa oraz metode
najmniejszych kwadratow. Porownanie wlasciwosci niektoérych metod mozna
znalez¢ m. in. w pracy [9]. W symulacjach przedstawionych w niniejszym
artykule zastosowana zostata metoda aproksymacji Ostaloupa, ktora polega na
przyblizeniu funkcji opisanej wzorem:

G(s) = (7

H(s)=s", reR, rel[-L1] (®)
w przedziale czgstotliwosci (o, my) jako:
~ N s+o
H(s)=C . 9
(s)=C, kl:_[N sto, ©)

gdzie: N — rzad aproksymacji, Co — wzmocnienie opisane zalezno$cia:

a)h _’E - a)k
<=(a) 11§ o

®;, O, — bieguny oraz zera transmitancji rowne:
k+N+0,5(1-r) k+N+0,5(1+r)

2N+1 2N+1
" — & — & 11
W, =, , O, =, (11)

[0 [0

1 1

Jednym z podstawowych przyktadéw zastosowania pochodnej utamkowego
rz¢du w zagadnieniach teorii sterowanie jest definicja utamkowego regulatora
PI'D*, ktory jest odpowiednikiem regulatora PID dla uktadéw calkowitego
rzedu. Dla takiego regulatora, oprécz trzech podstawowych parametrow —
stalych Kp, K;, Kp, uktad zostaje rozszerzony o utamkowy rzad catkowania A
(gdzie 0 < A < 1) oraz ulamkowy rzad rézniczkowania p (gdzie 0 < p < 1).
Regulator taki opisany jest wzorem:

G(s)=K,+K,s" +K,s" (12)
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3. ALGORYTM SYMULOWANEGO WYZARZANIA

Algorytm symulowanego wyzarzania po raz pierwszy opisano w pracach [2]
z 1983 oraz [1] z 1984. Obie prace powstaly niezaleznie od siebie. Opisano w
nich metod¢ optymalizacji oparta na algorytmie autorstwa N. Metropolisa,
opublikowanego w pracy [5] z 1953 roku, stuzacego do symulacji zachowan
grupy atomow znajdujacych si¢ w rownowadze termodynamicznej przy zadanej
temperaturze. Metropolis w swojej pracy stwierdzil, ze dla ustalonej temperatury
T prawdopodobienstwo wzrostu energii czasteczki o OE jest okreslone za
pomocg nastgpujacej reguty:

—5E

p(OE) = e*'T (13)
gdzie: k - stala Boltzmana. Wg. Metropolisa prawdopodobienstwo zmiany
poziomu energii uktadu maleje wraz ze wzrostem energii czasteczki o 6E oraz ze
spadkiem temperatury. Pierwotny algorytm polegal na iteracyjnych probach
losowania zmiany energii czastki. Jezeli warto$¢ energii nowego rozwigzania
byla nizsza niz poprzedniego, rozwigzanie automatycznie przyjmowano za
aktualne rozwigzanie. W sytuacji przeciwnej, gdy warto$¢ energii czasteczki dla
nowego rozwigzania byla wyzsza, nastgpowato dodatkowe losowanie wartosci
zmiany energii z prawdopodobienstwem opisanym wzorem (13). Wynika to z
zalozenia, ze zwickszenie energii odbywac si¢ moze tylko zgodnie z zalozeniem
prawdopodobienstwa podanego przez Metropolisa [3].

Powyzszy algorytm zostal zmodyfikowany w artykutach z 1983 i 1984 i
przystosowany zagadnien optymalizacji. Autorzy pracy [2] okre$lili analogie
pomiedzy  poszukiwaniem prawdopodobienstwa zmiany energii, a
poszukiwaniem minimum funkcji celu. Zamiast zmiany energii czasteczki
wprowadzono pojecie nowej 1 starej wartosci funkcji celu. Na poczatku
algorytmu ustalany jest punkt poczatkowy, dla ktérego warto$¢ funkcji celu jest
odpowiednikiem poczatkowej energii czastki. Na jego podstawie generowane
jest nowe rozwigzanie. Jezeli nowe rozwigzanie bylo lepsze. czyli energia
czastki byla mniejsza, automatycznie traktowano jako nowy punkt optymalny.
W przypadku, gdy rozwigzanie bylo gorsze nowy punkt byl przyjmowany z
pewnym nowym prawdopodobienstwem.

Powyzszy algorytm okreslany jest w literaturze jako algorytm Metropolisa i
jest on bazg dla metody symulowanego wyzarzania (ang. Simulated Anealing).
Podstawowg roznica pomiedzy tymi algorytmami jest mozliwosé
modyfikowania temperatury zaleznosci (13). Parametr t nazywany jest nadal
temperaturg, cho¢ analogia pomigdzy nim, a procesami fizycznymi znacznie si¢
zmniegjsza. Zamiast stalej Boltzmana wprowadzono natomiast grupe
wspolczynnikow wagowych. W ramach kazdej iteracji generowany jest zespot
punktow sasiadujacych z aktualnym rozwigzaniem problemu. Z tego zbioru
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wybierane jest nowe aktualne, nie koniecznie optymalne, rozwigzanie. Bardzo
wazng roznicag wzgledem podstawowego algorytmu Metropolisa jest mozliwosé
ustawienia w pewnym przedziale, zwiazanym z aktualng temperaturg i
prawdopodobienstwem, jako nowego punktu aktualnego rozwigzania gorszego
niz poprzednie. Dzigki temu algorytm po odpowiednim dostrojeniu (co trzeba
zrobi¢) potrafi wyj$¢ poza obszar minimum lokalnego. Zwigksza to
prawdopodobienstwo znalezienia minimum globalnego. Ustalenie wigkszej
temperatury pozwala silniej odsuwaé nowe rozwigzanie od poprzedniego, czyli
posiada wigksze prawdopodobienstwo znalezienia punktu w obszarze minimum
globalnego. Po kazde iteracji temperatura jest zmniejszana zgodnie z wybrang
strategia ,,schtadzania” ukltadu. Opis takich strategii mozna znalezé miedzy
innymi w pracy [3]. Jej wybor powinien by¢ dostosowany do rozwigzywanego
zagadnienia. Proces strojenia algorytmu polega na doborze temperatury
poczatkowej uktadu oraz strategii schtadzania.

4. BADANIA SYMULACYJNE

W niniejszej pracy przeprowadzono badania symulacyjne. Ich celem jest
okre$lenie optymalnych nastaw regulatora PI'D*, - zalezno$é¢ (12) - dla obiektu
testowego o zalozonej transmitancji i zastosowaniem sprzezenia zwrotnego.
Schemat blokowy badanego uktadu przedstawiono na rysunku 1.

Unls) +o EGS) Unefs) v(s)

%%_—» Gr(s) Go(s) >

Rys. 1. Schemat blokowy uktadu zamknigtego z regulatorem z pominig¢ciem zaktocen:
Uref{(s) — sygnat zadany, E(s) — uchyb regulacji, U,,(s) — sygnat regulujacy, Gg(s) — transmitancja
regulatora, Y(s) — sygnat wyjsciowy

Jako transmitancje obiektu sterowania przyjeto obiekt oscylacyjny drugiego
rz¢du o transmitancji [6]:
_ K

T?s* +2ETs' +1
gdzie: K — wspotczynnik wzmocnienia, T — okres oscylacji wlasnych, & —
wzgledny wspotczynnik thumienia.

Dla celow badan przyjeto nastgpujace wartosci parametréw obiektu: T = 0.1
[s], & = 0.2 oraz K = 1. Rysunek 2 przedstawia odpowiedz skokowsa obiektu w
petli otwartej bez regulatora.

Dla kazdego z obiektow wybrano parametry na podstawie minimalizacji
zadanego kryterium jako$ciowego z wykorzystaniem metody symulowanego
wyzarzania.

(14)

o
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Rys. 2. Odpowiedz skokowa h(t) obiektu Go w uktadzie otwartym bez regulatora

W badaniach za funkcj¢ celu wykorzystano kryterium calki z kwadratu
uchybu regulacji ISE (z ang. Integral Square Error) o postaci (15):

10ms

ISE = [ (t)dt (15)
0

gdzie: e(t) — uchyb regulacji.

Tak przyjete kryterium jakosci pozwala otrzyma¢ w wyniku optymalizacaji
(minimalizacji) uktad o minimalnych oscylacjach odpowiedzi skokowe;.

Do obliczen symulacyjnych wykorzystano oprogramowanie Matlab® &
Simulnik® wraz z modulem obliczeniowym Control System Toolbox® oraz
biblioteka FOMCON z zaimplementowanym zbiorem funkcji pozwalajacych na
obliczenia i symulacje obiektow utamkowych rzedow [,]. W obliczeniach
zastosowano aproksymacj¢ pochodnej ulamkowej przy pomocy metody
Oustaloupa 7 rzgdu. W ramach obliczen testowych symulowano odpowiedzi
skokowe uktadu z okresem probkowania Ts = 1 [us], w przedziale czasu t w
zakresie od 0 do 10 milisekund.

Podczas optymalizacji obiektu zastosowano trzy roézne strategie schladzania
uktadu:

T,-T

Tl. :To—i% (16.a)
T ilN
Tl. :TO(—N] (16.b)
To
TO_TN

= ep0aG-N2) T (169
gdzie: T; — temperatura ukladu dla i-tej iteracji, To — temperatura poczatkowa
uktadu, Ty — temperatura koncowa, N — ilo$¢ iteracji.

Na wykresach z rysunku 3 przedstawiono temperatur¢ ukladu oraz
prawdopodobienstwo przyjecia gorszego rozwigzania za aktualny punkt w
funkcji numeru iteracji dla: strategii I — zaleznos¢ (16.a), strategii I — zaleznos¢
(16.b) oraz strategii III - zaleznos¢ (16.c).
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Rys. 3. Wykresy przyjetych w badaniach schematow ,,chtodzenia” uktadu (linia ciagla)
oraz prawdopodobienstwa przyjecia za nowy punkt optymalizacji punktu gorszego
niz aktualny (linia przerywana): a) strategia I, b) strategia Il, c) strategia III

Dokonujac teoretycznego poréwnania charakterystyk, mozna zauwazy¢, ze
pierwsza strategia jest strategia najgorsza ze wzgledu na bardzo wysokie
prawdopodobienstwo  przeskoku algorytmu do  gorszego rozwigzania.
Charakterystyka druga i trzecia rdznig si¢ intensywnos$cig zmiany temperatury, a co
za tymi idzie spadku prawdopodobienstwa przejscia do gorszego rozwigzania. Wada
obu tych charakterystyki w porownaniu z pierwsza jest stosunkowo duze
prawdopodobienstwo akceptacji gorszego rozwigzania w koncowej fazie algorytmu,
zwlaszcza przy malych roznicach w wyniku funkcji celu. Wszystkie trzy
charakterystyki zostaly zastosowane w algorytmie optymalizacji.

Dla celow poréwnawczych optymalizacje przeprowadzono z dwoch roznych
punktow startowych X; 1 X,. Na zamieszczonych ponizej rysunkach
przedstawiono warto$¢ funkcji celu dla punktu w ktorym aktualnie znajduje si¢
algorytm oraz aktualnie znanego najlepszego rozwigzania optymalizacji po
kazdej iteracji.

a) b)
x10° 4x10°
—= Najlepszy punkt —= Najlepszy punkt
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Rys. 4. Przebieg poszukiwan optymalnych parametrow regulatora PI'D* z zastosowaniem strategii

I chtodzenia uktadu: a) z punktu X, b) z punktu X,
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Rys. 5. Przebieg poszukiwan optymalnych parametrow regulatora PI'D* z zastosowaniem strategii
II chtodzenia uktadu: a) z punktu X, b) z punktu X,
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Rys. 6. Przebieg poszukiwan optymalnych parametrow regulatora PI'D* z zastosowaniem strategii
III chtodzenia uktadu: a) z punktu X, b) z punktu X,

Rysunek 7 przedstawia odpowiedzi skokowe dla uktadu z regulatorem PI'D* o
parametrach aktualnego rozwigzania w kilku pierwszych iteracjach. Przyklad
dotyczy optymalizacji zainicjowanej w punkcie X; przy zastosowaniu strategii I
schtadzania uktadu. Po pierwszej iteracji aktualne rozwigzanie jest znacznie gorsze
niz nastgpne rozwigzania. Na przedstawionym wykresie wida¢, ze odpowiedz
skokowa w tym przypadku charakteryzuje si¢ znacznie wickszym opoznieniem niz
odpowiedz skokowa dla parametréw regulatora ustalonych po kolejnych iteracja.

—iteracja 1

iteracja 3
---iteracja 5[
- iteracja 7
-=-iteracja 9

0.5 15 2

1
Czas [s]

Rys. 7. Odpowiedzi skokowe dla parametrow regulatora okre$lonych w pierwszych iteracjach
optymalizacji



Wykorzystanie metody symulowanego wyzarzania do optymalizacji ... 111

Poréwnujac odpowiedz skokowa dla aktualnego rozwigzania po 7 i 9 iteracji
widac, ze nastapito pogorszenie jakosci regulacji. Wynika to z charakterystycznego
dla zastosowanego algorytmu przyjecia za aktualne rozwigzania gorszego niz
poprzednie. W tabeli 3.1 zestawiono wyniki optymalizacji kilku przeprowadzonych
prob wg. strategii I, II i III oraz punktoéw startowych X; 1 X,. Wyselekcjonowane
zostaly najlepsze rozwigzania z po$rod 5 uruchomien algorytmu.

Tabela 3.1 Zestawienie wynikow optymalizacji dla poszczegolnych prob optymalizacji

Lp s tllltrégy Strategia Kp K; Kp u A ISE

1 X I 101,8 {264,51999,9| 0,77 | 0,99 | 1,8604E-08
2 X, I 0,02 |324,41999,9(0,47 | 0,99 | 1,8606E-08
3 X 11 915,9 1962,41999,9 10,99 | 0,99 | 1,8607E-08
4 X, 11 135 |748,51999,8| 0,1 | 0,99 | 1,8605E-08
5 X 111 0,01 |633,4/999,9(0,29 | 0,99 | 1,8605E-08
6 X, I 291,8 [433,5|998,5( 0,03 | 0,99 | 1,8770E-08

5. WNIOSKI I PODSUMOWANIE

W artykule pokazano zastosowanie metody symulowanego wyzarzania do
celow optymalizacji parametréw regulatora PI'D"* dla obiektu sterowania o
zadanej transmitancji. Wyniki badan pokazujg, ze polgczenie Srodowiska
symulacyjnego takiego jak Matlab® oraz nowoczesnych metod optymalizacji
pozwala na zaprojektowanie regulatoréw o jak najlepszych wlasciwosciach
dynamicznych. Metoda symulowanego wyzarzania okazata si¢ bardzo
skutecznym narzedziem w poszukiwaniu optymalnych nastaw regulatora PI"D".

Analizujac przebiegi poszukiwan optymalnych parametrow regulatora
utamkowego dla poszczegolnych prob mozna wyciagnaé nastgpujace wnioski:

— Strategia a (liniowy spadek temperatury) pomimo iz w poczatkowej fazie
znacznie czgSciej niz pozostate strategic wybieral jako nowy punkt
poszukiwan gorszy punkt okazal si¢ algorytmem najskuteczniejszym.
Strategia ta zgodnie z przewidywaniami ogranicza w koncowej fazie
prawdopodobienstwo obrania za nowy punkt gorszego rozwigzania.

— Przy kazdej ze strategii rozwigzania optymalne przy roznych punktach
startowych okazaly si¢ do$¢ znaczaco oddalone od siebie. Zwlaszcza w
przypadku strategii IT i 1.

— Rodznice pomigdzy wartosciami wybranego kryterium jakosci dla poszczegolnych
optymalizacji nie roznily si¢ od siebie w znaczacy sposob. Swiadczy to o duzej
ilosci ekstremow lokalnych w funkcji celu o zblizonych do siebie wartoSciach.
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Pomimo tego w opinii autora artykulu metoda symulowanego wyzarzania
sprawdzila si¢ dla analizowanego zagadnienia. Zmiana temperatury poczatkowej
ukladu data by jeszcze wigksze mozliwosci wystrojenia uktadu.

— W przypadku bardzo restrykcyjnych przypadkéw, gdy niezbedne jest
znalezienie idealnego rozwigzania zalecane sg inne metody poszukiwania
optimum globalnego.

Aktualnie rozwijane sg coraz lepsze metody aproksymacji ukladow
utamkowych. Wzrost mocy obliczeniowej procesoré6w 1 mikrokontrolerow
pozwala szuka¢ coraz nowszych sposobow implementacji uktadow utamkowego
rzedu, dzicki temu, w opinii autora rachunek utamkowego rzedu bedzie miat
coraz wicksze zastosowanie w nowoczesnych uktadach sterowania.
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OPTIMIZATION OF FRACTIONAL PID CONTROLLER PARAMETERS
WITH USE OF SIMULATED ANNEALING METHOD

The paper presents the general characteristics of classical and contemporary methods
of use in the control of fractional controllers. The principles of construction of
algorithms of fractional controllers and describes the possibility of applying them to
control the selected object with delay. The paper presents selected results of the
simulation of such a system, the controller parameters for different fractional.



