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W PROGRAMIE AUTODESK ROBOT STRUCTURAL ANALYSIS

Wprowadzenie

Analityczne wyznaczenie sit krytycznych za pomoca metody przemieszczen,
nawet jesli dysponuje si¢ programami komputerowymi do obliczen matematycz-
nych (np. Mathcad, Maple czy Mathematica) i przyjmie zalozenia upraszczajace,
moze by¢ dla ztozonych uktadéw ramowych bardzo czasochtonne. Z kolei progra-
my komputerowe do analizy numerycznej konstrukcji, bazujace najczescie]
na metodzie elementow skonczonych, znacznie przyspieszaja obliczenia, ale czesto
daja projektantowi zludne przekonanie o poprawnosci wynikéw. Modelujac kon-
strukcje w dowolnym programie, zazwyczaj nie przyklada si¢ nalezytej wagi do
sposobu wprowadzania pretow. Z reguly jednemu pretowi konstrukcji odpowiada
w modelu jeden element. Taka sytuacja nie ma przewaznie wptywu na doktadnos¢
najczesciej wykonywanych obliczen statycznych, ale juz np. w analizie modalne;j
moze prowadzi¢ do powaznych btedéw [1]. Analiza wyboczeniowa, z uwagi na
charakter problemu i podobienstwa w metodologii rozwigzywania zagadnienia
wilasnego dynamiki uktadéw o masie roztozonej w sposéb ciagly, sklania do
postawienia tezy, ze i w tym przypadku sposéb modelowania pretdow w programie
(dodatkowy podziat elementow) moze mie¢ wplyw na dokladnos¢ obliczen.
Analize numeryczng przeprowadzono w programie Autodesk Robot Structural
Analysis Professional [2].

1. Wzory transformacyjne metody przemieszczen
dla wyboczenia w pltaszczyznie ramy

Aby wyznaczy¢ sily krytyczne dla ptaskich uktadow ramowych, mozna skorzy-
sta¢ z metody przemieszczen. Rownania rownowagi tworza w tym przypadku
uktad rownan jednorodnych, ktory bedzie niesprzeczny, kiedy jego wyznacznik
bedzie réwny zeru. Warunek ten stanowi kryterium wyboczenia. Mamy wdowczas
do czynienia ze stanem, w ktorym obok réwnowagi przy czystym S$ciskaniu
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(pret prostoliniowy) moze wystapi¢ posta¢ rownowagi z nieskonczenie matym
zginaniem.

Wzory transformacyjne dla pretow o przedstawionych ponizej schematach
statycznych pozwalaja rozwigza¢ wiekszos¢ uktadow ramowych. Zaklada sie,
ze prety sg niescisliwe, a wyboczenie nastgpi w zakresie odksztalcen sprezystych.
Obcigzenia zewnetrzne przyjmuje si¢ w postaci sit skupionych przykladanych
w wezlach, ktore wywotuja tylko sily normalne w poszczegdlnych pretach az do
osiagniecia sity krytycznej. Jako dodatnie przyjeto pokazane na rysunkach 1-4
kierunki sit (My, My;, Ty, Ti;) 1 nieskonczenie matych przemieszczen (¢,, ¢i, Wi, Wy)
w przekrojach koncowych preta. Kat obrotu cieciwy przyjeto jako v = @
W podanych wzorach parametr 4 okreslono jako:

/PL2
A= 1
o (1)
gdzie: P - sita normalna $ciskajaca (dodatnia) w precie i-k, L - dtugos¢ preta i-k,
EI - sztywnos¢ preta i-k.

Wyprowadzenie wzoroéw transformacyjnych mozna znalezé w literaturze,

np. w [3].
e Pret obustronnie utwierdzony

Rys. 1. Belka obustronnie utwierdzona

My ==—a2)- 0.+ B2)- 9 - 9(2) -y 2)
My =2 [B2)- 0, +l2)- 9, - 5(2) ] ©

Ty =T, = —%[19(1)- (@, + 90~ 5(2)-y] @)
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gdzie:

e s
AA)=2-— i sta;]n@ sin(2)
=7 _cis_(j))]sfﬂﬂ) sin(2)
s(1)=7- ut

2-[1-cos(2)]-4-sin(4)

e Pret utwierdzony w wezle ,,i” oraz podparty przegubowo w wezle ,.k”

L ‘
i k
§ 1 EI w
£l My 3
(" v
\WW_
) o
TTik %ki

Rys. 2. Belka utwierdzona z jednej strony i podparta przegubowo z drugiej

My = —-a'(2)-lp, ~w)
M,;=0
Ty =Ty =25 (D)0~ 6(2) v
gdzie:
2(1) = 2 sin(l)
(1)=2 sin(2)— A-cos(4)
5'(2)= 7. cos(A)

sin(4)— A -cos(2)

&)

(6)

(7)
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e Pret utwierdzony w wezle ,,i”” oraz podparty teleskopowo w wezle .k

V 77/
=
n

El

T Ti

Rys. 3. Belka utwierdzona z jednej strony i podparta teleskopowo z drugiej

EI

My ===-[a"(2)-0,+ B'(2)- 0] (8)
My == () 0.+ ()] 9)
Ty=T,=0 (10)
gdzie:
a"(A)=A-ctg(2)
o\ A
A= 0

e Pret utwierdzony w wezle ,,i” oraz swobodny w wezle ,,k”

L |

|
|
i k
F EI
M

Rys. 4. Wspornik

EI "
My =="-a (1) (11)
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M, =0 (12)
Ty =T, =0 (13)
gdzie: a"(1)=-1-1g(1)

W przypadku sily rozciggajacej (ujemnej) argument 4 staje si¢ liczbg urojona:

2
A=i-A= ;LI (14)

Woéwezas funkcje argumentu zespolonego przybierajg postaé:

smh(ﬂ ) A cosh(/T)

al7)=1: 2 Joosh(7 1]~ % -sinh(z)
Aa)=7 [cosh(l ) Slll]lh(j )Smh(l )
) -1 )Colslh(i) sinh(7)
=2 )}11](2)4 sinh(Z)
()7
5(0)=7"— COS:();(Z s)inh(z )

@ (7) =7 -<rgh(7)

p(7)=- Smj(ﬂ

Dla pretow zerowych powyzsze funkcje przybieraja state wartosci réwne
wartosciom wspolczynnikow metody przemieszczen znanych ze statyki, czyli

a(0)=4, p0)=2, 9(00)=6, 5(0)=12, &'(0)=3, §'(0)=3, «"(0)=1, p"(0)=-

a"(0)=0.

2. Rozwiazanie analityczne

Przeanalizowano cztery przyktady konstrukcji stalowych wg schematow sta-
tycznych przedstawionych na rysunku 5.
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Schemat 1 Schemat 2
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Rys. 5. Schematy statyczne analizowanych konstrukcji

7 uwagi na znaczng objetos¢ obliczen zamieszczono tok postgpowania wy-
znaczenia sit krytycznych dla trzech pierwszych postaci wyboczenia jedynie dla
schematu 2. Aby bylo mozliwe rozwigzanie tego schematu metoda przemieszczen,
nalezy wprowadzi¢ dodatkowy wezet 2 (rys. 6). W ten sposob otrzymuje si¢ uktad
dwukrotnie kinematycznie niewyznaczalny.

Dane wejsciowe
L=2m E =205GPa I=11260cm*
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Rys. 6. Schemat obliczeniowy konstrukcji
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Réwnania réwnowagi:

{M21+M23:0
T —T=0

Ze wzorow transformacyjnych (3) i (4) wyznaczono sktadowe dla preta 2-1,
a ze wzorow (5) i (7) dla preta 2-3:

M= = [o(2)-0,- 8(2) v
o=~ 18(2)-0,-5(2) /]
M= -0 (2) [or )]
=3 [0(2)-0,-5(2)- (-]

Po podstawieniu sktadowych do réwnan réwnowagi i uporzadkowaniu wyrazow
otrzymano uktad rownan jednorodnych, ktérego wyznacznik przyréwnany do zera
jest warunkiem istnienia nietrywialnego rozwigzania:

E a2+ a(2) Sea(2)-28(2)

L L L L 0
EI EI EI EI
7'“(/1)‘7'9(’1) ?-5(z)+7-5(/1)

Rozwinigcie wyznacznika pozwala na zapisanie rGwnania przestgpnego:

lo(2)+ ' (2)][5(2) + 5" (2)]-[er'(2) - 9(2)} =0
ktérego 3 pierwsze pierwiastki wynosza:
A =2,2467 1,=386263 1,=545206
Sity krytyczne mozna wyznaczy¢, przeksztatcajac wzor (1):

2 El
L2

Pkr: P —

Wartosci sit krytycznych dla rozwazanych schematéw uzyskane na drodze
analitycznej zamieszczono w tabeli 1.
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TABELA 1
Sily krytyczne [kN]

Schemat 1 Schemat 2 Schemat 3 Schemat 4

T b

.

.

Z /] v 4 V4 VA wn
P]kr 3559,69 29128,91 2971,91 11300,18
sz’ 32037,20 86098.89 4801,18 13808.97
P3kr 88992.23 171535,47 8682.48 18411,73

3. Rozwigzanie numeryczne

W obliczeniach numerycznych wykonanych w programie Autodesk Robot
Structural Analysis Professional przyjeto domyslne parametry analizy wybocze-
niowej, zmieniajac jedynie liczbg postaci na 3.

TABELA 2
Sily krytyczne w zaleznosci od podzialu pr¢tow na n elementow [kN]

Schemat 1 Schemat 2 Schemat 3 Schemat 4

n R
1 3586.,47 43280,63 2990,12 16858,26
2 3561,51 29876,35 2975.90 11493.15
PI{Z 4 3559.81 29188,76 2972,19 11310,32
8 3559,70 29132,86 2971,93 11292,57
16 3559,69 29129,16 297191 11292,34
1 46426,70 - 4848.35 25220,07
2 33104,15 108347.,96 4821,44 14041,23
lef:, 4 32117,24 87477,73 4802,56 13835,00
8 32042,46 86197.85 4801,26 13801,54
16 32037,57 86105,31 4801,17 13799,12
1 - - 8863,08 33368,65
2 111178,02 284964.,05 8724,55 18724,57
P3k§, 4 90532,46 180171,23 8685,48 18478,08
8 89101,63 172285,23 8682,67 18408,29
16 88999,33 171586,07 8682,48 18403.,55
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Dla wszystkich schematéw pierwotnie zamodelowano kazdy z pretéw jako jeden
element, uzyskujac dla schematu 1 tylko dwie sity krytyczne, a dla schematu 2 -
wylacznie pierwsza. Nastepnie dokonano podziatu kazdego z pretow na 2,4, 81 16
rownych czesci. Zaznaczenie przy podziale opcji: ,,Generuj wezly bez dzielenia
pretow/krawedzi” daje w przypadku analizy wyboczeniowej tylko warto$¢ wspot-
czynnika krytycznego (nie podaje sil krytycznych, dtugosci wyboczeniowych
1 smuktosci pretow). Wartosci sit krytycznych przy podziale wszystkich pretow
na n elementéw zamieszczono w tabeli 2.

WhiosKki

Zwiegkszanie liczby elementéw, na ktore zostaly podzielone prety, powoduje,
ze otrzymane w programie wartosci sit krytycznych daza zbieznie do wartosci
uzyskanych z obliczen analitycznych.

TABELA 3
Bledy wzgledne w zaleznoSci od podzialu pre¢tow na n elementow [ %]
Schemat 1 Schemat 2 Schemat 3 Schemat 4

n K

N
1 0,752 48,583 0,613 49,186
2 0,051 2,566 0,134 1,708
B, 4 0,003 0,205 0,009 0,090
8 0,000 0,014 0,001 —0,067
16 0,000 0,001 0,000 —-0,069
1 44,915 — 0,982 82,635
2 3,330 25,841 0,422 1,682
BW, , 4 0,250 1,601 0,029 0,189
8 0,016 0,115 0,002 —0,054
16 0,001 0,007 0,000 —-0,071
1 - - 2,080 81,236
24,930 66,125 0,485 1,699
BW;, 4 1,731 5,034 0,035 0,360
0,123 0,437 0,002 —-0,019
16 0,008 0,029 0,000 —0,044

Mozna zauwazy¢ pewne prawidtowosci. Uklady przesuwne (schematy 1 i 3)
sa mniej wrazliwe na brak podziatu pretow niz nieprzesuwne (schematy 2 i 4).



Analiza wyboczeniowa ram ptaskich i ich modelowanie w programie ... 159

Dla pierwszej postaci réznica pomigdzy rozwigzaniem numerycznym i analitycznym
dla uktadéw przesuwnych jest stosunkowo niewielka. Dla uktadéw nieprzesuwnych
z niepodzielonymi pretami (n = 1) wartos¢ sily krytycznej jest znacznie wyzsza
niz dla pretow z podziatem. Jest to szczegdlnie niebezpieczne, gdyz program
zawyza warto$¢ sity, przy ktorej moze dojs¢ do wyboczenia.

Obliczajac bledy wzgledne, wyrazone w procentach, miedzy wartosciami uzys-
kanymi analitycznie i numerycznie, juz na podstawie tych niewielu przyktadéw
mozna sformulowaé ciekawe wnioski. Sam btad wzgledny dla i-tej postaci i po-
dziatu pretow na n elementdw jest definiowany w nastepujacy sposéb:

kr kr
B,n - Pl
Pkl'

!

BW, =

Wartosci bltedow dla poszczegdlnych schematow zamieszczono w tabeli 3.

Dla uktadéw nieprzesuwnych bez podziatu na elementy bledy wzgledne dla
pierwszej postaci dochodza do kilkudziesigciu procent. Tak duze niewychwycone
btedy moga doprowadzi¢ do powaznych konsekwencji.

Dla schematow 1 i1 2, tam gdzie nie uzyskano z programu wartosci sit krytycz-
nych dla wyzszych postaci przy niepodzielonych pretach, znaczne bledy wystepuja
takze przy podziale n = 2.

Zazwyczaj im wyzsza posta¢ wyboczenia, tym blad wzgledny jest wiekszy.

Literatura

[1] Kubicki K., Drgania wtasne uktaddw ramowych i ich modelowanie w programie Autodesk Robot
Structural Analysis, Zeszyty Naukowe Politechniki Czestochowskiej 2012, nr 167, seria Budow-
nictwo 18, 88-96.

[2] Nowacki W., Mechanika budowli, PWN, Warszawa 1975.

[3] Autodesk Robot Structural Analysis Professional - Podrecznik uzytkownika. http://help.autodesk.
com/view/RSAPRO/2016/PLK/, dostep 1.04.2016.

Streszczenie

Wykonanie obliczen statycznych ztozonych konstrukcji czesto nastrecza projektantom wielu trudno-
Sci, a czasem jest wrecz niemozliwe. Programy komputerowe wspomagaja projektowanie, ale nie
mozna do wynikéw analizy numerycznej podchodzi¢ bezkrytycznie. O ile z analiza statyczng progra-
my komercyjne radza sobie bardzo dobrze, o tyle z analiza dynamiczng czy wyboczeniowa moga
mie¢ problem. W artykule przedstawiono wptyw dyskretyzacji konstrukcji na doktadnos¢ analizy
wyboczeniowej w programie Autodesk Robot Structural Analysis Professional dla roznych uktadéow
konstrukcyjnych. Przeanalizowano zarowno uktady przesuwne, jak i nieprzesuwne. W pracy zamiesz-
czono przyktady dla dwdch prostych pretéw (wspornikowego oraz z jednej strony utwierdzonego,
a z drugiej podpartego przegubowo) i dla dwoch ram dwupietrowych (przesuwnej i nieprzesuwnej).
Dla kazdego modelu wyznaczono po trzy sity krytyczne. Otrzymane wyniki pordwnano z rozwigza-
niami analitycznymi. Zauwazono znaczne roznice wartosci sit krytycznych dla modeli bez podziatu
pretéw i z ich podziatem, szczegélnie wyrazne dla uktadow nieprzesuwnych. Wartosci sit krytycz-
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nych uzyskane dla uktadow bez podziatu byly wyzsze od rzeczywistych wartosci, co stanowi zagro-
zenie, gdyz wyboczenie moze nastapic¢ przy nizszej sile sciskajacej.

Stowa kluczowe: analiza wyboczeniowa, rama, modelowanie numeryczne

Buckling analysis of plane frames and their modeling in Autodesk Robot
Structural Analysis program

Abstract

Static calculations of advanced structures lead sometimes to many difficulties for designers and in
some cases can be impossible. Computer programs aid the design process, but the result of numerical
analysis cannot be used uncritically. While the commercial programs solve static problems very well,
the dynamic or buckling analysis may cause some trouble. The paper presents the influence of dis-
cretization on accuracy of buckling analysis in Autodesk Robot Structural Analysis Professional
program for different structural systems. Structures with and without sidesway have been analyzed.
The paper provides examples for two straight rods (cantilever and a rod with one fixed support and
second hinged support) and the two-storey frames (with and without sidesway). For each model three
critical forces were determined. The results obtained were compared with the results of analytical
solutions. Significant differences of critical forces values were observed for the models analysed.
The differences were significantly visible in the systems without sidesway. The values the critical
loads obtained for models without discretization were higher than the actual value, which is a threat
because buckling may occur at a lower compressive force.

Keywords: buckling analysis, frame, numerical modeling



