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Streszczenie. W pracy przedstawiono analizę nośności oraz stanu odkształcenia, zarysowania i naprę-
żenia belki żelbetowej z wykorzystaniem metody relaksacji dynamicznej. Badania numeryczne prze-
prowadzone zostały dla belki żelbetowej, obciążonej symetrycznie dwiema siłami skupionymi, badanej 
doświadczalnie przez Buckhouse’a. Analizie poddano stan naprężenia, odkształcenia, przemieszczenia 
oraz zarysowania w charakterystycznych krokach przyrostu obciążenia belki. Otrzymane wyniki badań 
numerycznych porównane zostały z wynikami badań doświadczalnych, rozwiązań numerycznych 
metodą elementów skończonych (MES) oraz analiz teoretycznych zaczerpniętych z literatury.
Słowa kluczowe: mechanika konstrukcji, metoda relaksacji dynamicznej, belki żelbetowe, nośność 
graniczna
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1. Wstęp 

Analiza wytężenia żelbetowych elementów konstrukcyjnych ma istotny wpływ 
na proces projektowania oraz oceny bezpieczeństwa konstrukcji. Wymaga ona 
uwzględnienia niesprężystych właściwości materiałów konstrukcyjnych oraz fizycznej 
i geometrycznej nieliniowości elementu konstrukcyjnego. Rozwiązanie tak złożonego 
problemu wiąże się z doborem odpowiedniej metody obliczeniowej. 

Analiza wytężenia belkowych elementów żelbetowych jest przedmiotem licz-
nych badań doświadczalnych i numerycznych. Badania doświadczalne belek obcią-
żonych statycznie przeprowadzili m.in. Buckhouse [5], Kamińska [11, 12], Rashid 
i Mansur [15], Jang i inni [10], Ashour [1], Lopes i Bernardo [14]. Numeryczne 
analizy dynamicznego zachowania elementów konstrukcyjnych przeprowadzili Bąk 
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106 A. Szcześniak, A. Stolarski

i Stolarski [3], Stolarski [18], Cichorski i Stolarski [6, 7, 19]. W pracy Saifullaha 
i in. [16] przedstawiono analizę porównawczą wyników badań doświadczalnych 
przeprowadzonych dla belek żelbetowych z wynikami uzyskanymi podczas analizy 
komputerowej bazującej na MES. Analizy numeryczne w tym zakresie przepro-
wadzili również Crisfield [8], de Borst i Nauta [4], Wolanski [23], Smarzewski 
[17], Kwak i Filippou [13], natomiast teoretyczno-numeryczna analiza osiągania 
nośności w belce żelbetowej przedstawiona została w referacie Bąka i in. [2]

W pracy zaprezentowano analizę statycznego odkształcenia belki żelbetowej, która 
przeprowadzona została przy zastosowaniu opracowanej w tym celu metody analizy. 
Metodę analizy wytężenia układu konstrukcyjnego opracowano z wykorzystaniem 
metody różnic skończonych. Do rozwiązania układu równań równowagi belkowego, 
żelbetowego elementu konstrukcyjnego zastosowano metodę relaksacji dynamicznej.  
W metodzie tej rozwiązanie zagadnienia sprowadza się do analizy procesu pseu-
dodynamicznego, który po wprowadzeniu tłumienia krytycznego pozwala na opis 
statycznego zachowania konstrukcji. Analiza obejmuje opis zachowania zginanego 
elementu żelbetowego, modelowanego jako ustrój prętowy obciążony statycznie. 
Podstawą teoretycznego modelowania zachowania elementu konstrukcyjnego były 
równania teorii umiarkowanie dużych przemieszczeń ustroju prętowego, ale z uwagi 
na analizę belek schemat obliczeniowy został zredukowany do układu opisującego 
małe przemieszczenia. Opracowana metoda rozwiązania była podstawą budowy 
własnych procedur numerycznych oraz programu obliczeniowego. Własny pro-
gram obliczeniowy pozwolił na wykonanie analizy numerycznej belki żelbetowej, 
a otrzymane wyniki porównano z wynikami doświadczalnymi i numerycznymi 
zaczerpniętymi z literatury oraz wynikami obliczeń analitycznych. 

2. Metoda obliczeniowa 

2.1. Równania ruchu 

Na potrzeby analizy przygotowano model obliczeniowy zginanego elementu 
żelbetowego, który stanowi płaski ustrój prętowy obciążony statycznie obciąże-
niem nierównomiernie rozłożonym oraz siłami skupionymi. Założone obciążenie 
zewnętrzne jest krótkotrwałe i  działa w płaszczyźnie prostopadłej do osi podłużnej 
elementu obliczeniowego. W modelu elementu konstrukcyjnego uwzględniono 
charakterystyczne uwarunkowania geometryczne, tj. zmienny rozkład przekroju 
betonu i stali zbrojeniowej, warunki brzegowe definiowane przez sposób dzia-
łania obciążenia zewnętrznego oraz sposób podparcia. Element konstrukcyjny 
modelowany jako żelbetowy element prętowy, który charakteryzuje się masą  
jednostkową , jednostkowym masowym momentem bezwładności j, jednost-
kowymi współczynnikami tłumienia c  dla przemieszczeń liniowych i  fc  dla 
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107Analiza niesprężystego zachowania belki żelbetowej 

przemieszczeń kątowych, został opisany przy pomocy układu równań równowagi 
dynamicznej (1). W analizie belki układ równań opisuje małe przemieszczenia. 
W takim sformułowaniu pominięty został wpływ sił podłużnych na przemieszcze-
nia belek. Dla układu sił wewnętrznych: poprzecznych Q  i momentów zginających 
M  oraz obciążenia zewnętrznego zp , sił bezwładności poprzecznej i obrotowej 
{ , }w j j  działających na odkształcony element o długości ds i kącie nachylenia 
 , różniczkowe równania równowagi mają postać:
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Ponadto, uwzględnione zostały liniowe związki geometryczne odnoszące się do 
zmiany średniego kąta obrotu przekroju poprzecznego ( )s  oraz średniego kąta 
odkształcenia postaciowego ( )s . 
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  (2)

gdzie: j — średni kąt obrotu przekroju poprzecznego, Φ  — kąt obrotu osi środ-
kowej pręta.

Równania równowagi wewnętrznej przekroju poprzecznego opracowane 
zostały przy założeniu warstwowego modelu obliczeniowego przekroju. Model 
ten powstał w wyniku podziału wysokości przekroju na warstwy betonowe 
o grubości h∆  oraz dwie warstwy stalowe o przekrojach 1sA  i  2sA . Zastosowana 
dyskretyzacja przekroju poprzecznego została opracowana zgodnie z  inter-
pretacją opisaną przez Bąka i Stolarskiego w pracy [3]. Zachowanie modelu 
obliczeniowego przekroju wynika z modeli odkształcenia betonu i stali oraz 
hipotezy kinematycznej płaskich przekrojów. Dla stali zbrojeniowej przyjęto 
model materiału sprężysto-plastycznego z uwzględnieniem wzmocnienia. W celu 
opisu zachowania betonu opracowano model materiału sprężysto-plastycznego 
z uwzględnieniem osłabienia i degradacji modułu odkształcenia. W modelach 
materiałów konstrukcyjnych przyjęto założenie płaskiego stanu naprężenia, 
zredukowanego do jednokierunkowego ściskania/rozciągania i ścinania. 

Po wprowadzeniu dyskretyzacji osi środkowej elementu konstrukcyjnego pod-
stawowy układ równań (1) zapisany został w postaci różnicowej:  
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  (3)

gdzie: 1 1i i= + , 0 1i i= −  — oznaczenie odcinków wewnętrznego podziału prze-
strzennego, 1iQ  — siła poprzeczna w odcinku podziału 1 1i i= + , iM — moment 
zginający w i-tym węźle głównym, ( )im s  — masa skupiona węzła głównego i, 

( )z iP s  — składowa obciążenia i-tego węzła, ( )1iJ s  — masowy moment bezwład-
ności odcinka podziału 1 1i i= + , 1is∆ — długość odkształconego odcinka podziału 
i1, ji1 — średni kąt obrotu przekroju poprzecznego dla odcinka podziału 1i , iw — 
przemieszczenie liniowe i-tego węzła podziału, ( )iC s  — współczynnik tłumienia 
dla przemieszczeń liniowych w i-tym węźle głównym, ( )1f iC s  — współczynnik 
tłumienia dla przemieszczeń kątowych dla odcinka podziału 1 1i i= + .

Do rozwiązania układu równań (3) zastosowano metodę relaksacji dynamicznej. 
Pozwoliła ona na opis zagadnienia statycznego przy pomocy dynamicznych rów-
nań równowagi (3) po wprowadzeniu tłumienia krytycznego. Rozwiązanie układu 
równań (3) przeprowadzono metodą numeryczną z wykorzystaniem dyskretyzacji 
względem czasu. W tym celu zastosowano bezpośrednią metodę różnicową wzglę-
dem czasu. W metodzie tej przeprowadzana jest aproksymacja rozwiązania dla 
przemieszczeń liniowych ( , )i nw x t  w każdym węźle podziału oraz przemieszczeń 
kątowych j(xi, tn) w każdym odcinku podziału osi środkowej modelu prętowego, 
zgodnie z przyjętym schematem różnicowym w kolejnych chwilach czasowych 

1n nt t t− = − ∆ , nt n t= ∆ , 1n nt t t+ = + ∆ . Uproszczona postać metody analizy prezento-
wana jest w pracy Szcześniak i Stolarskiego [20], natomiast jej rozbudowana forma 
w pracy [21]. Z kolei analizę doboru tłumienia w metodzie relaksacji dynamicznej 
przedstawiono w pracy [22]. 

3. Badania numeryczne 

3.1. Przedmiot badań 

Badania numeryczne przeprowadzone zostały dla belki C1 badanej doświad-
czalnie przez Buckhouse’a [5, 9]. Analizie poddana została belka jednoprzęsłowa, 
przegubowo podparta, o stałym, prostokątnym przekroju poprzecznym. Obciążenie 
belki stanowią dwie siły skupione. Schemat statyczny belki został przedstawiony na 
rysunku 1. Belka jest pojedynczo zbrojona prętami 3 16 mm, zbrojenie poprzeczne 
stanowią strzemiona wykonane z prętów o średnicy 3  mm w rozstawie co 19 cm 
w obszarach przypodporowych i co 30,4 cm w części środkowej.  
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109Analiza niesprężystego zachowania belki żelbetowej 

Rys. 1. Schemat statyczny belki Buckhouse’a C1 

Właściwości materiałowe przyjęte dla betonu:
32,9 MPacf =  — wytrzymałość na ściskanie, ustalona na podstawie badań doświad-

czalnych zawartych w pracy [9], 3,6 MPactf =   — wytrzymałość na rozciąganie, 
wyznaczona na podstawie zależności 

2
30,3ct cf f= , gdzie wartość cf  jest wyrażona 

w  MPa , 4,68 MPasf =  — wytrzymałość na ścinanie, 27,23 GPacE =  — moduł 
odkształcenia ustalony na podstawie zależności ( )0,322 0,1c cE f= , gdzie wartość 

cf , jest wyrażona w MPa, 0,002
fc
 = , 0,012uc =  — odkształcenia graniczne, 

0,2c =  — współczynnik Poissona. 

Właściwości materiałowe przyjęte dla stali zbrojeniowej:

473,26 MPayf =  — granica plastyczności przy ściskaniu i  rozciąganiu [9], 

273,24 MPa
3
y

ys

f
f = =  — granica plastyczności przy ścinaniu, 752,22 MPatf =  

— wytrzymałość na ściskanie i rozciąganie przy zerwaniu [9], 236,61GPasE =  — 
moduł odkształcenia [9], 0,15t =  — odkształcenia graniczne, 0,3s =  — współ-
czynnik Poissona.
Dla analizowanej belki przyjęto również:

32500 kg/m =  — masa właściwa żelbetu, , 3

648
23

c cs i
i kr

E J m
c

l
=

 
— krytyczna wartość 

współczynnika tłumienia — oporu lepkiego dla drgań giętnych, , 3

27 c cs i
fi kr

E J m
c

l
=  

— krytyczna wartość współczynnika tłumienia — oporu lepkiego drgań obrotowych. 
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110 A. Szcześniak, A. Stolarski

W wyniku dyskretyzacji osi środkowej modelu obliczeniowego belki C1, wpro-
wadzono 29 węzłów podziału (rys. 2). Spośród 23 węzłów podziału wewnętrznego, 
wyróżniono 11 węzłów głównych (nieparzyste) i 12 węzłów pośrednich — ele-
mentów (parzyste). Na każdym brzegu występują dwa węzły główne: rzeczywisty 
i fikcyjny oraz węzeł pośredni — element fikcyjny. Siły skupione stanowiące obcią-
żenie zewnętrzne belki przyłożone zostały w wyznaczonych węzłach głównych. 
Ciężar własny poszczególnych elementów podziału reprezentowany jest przez 
siły skupione, przyłożone w poszczególnych węzłach głównych z pominięciem 
węzłów brzegowych. 

Rys. 2. Model obliczeniowy belki Buckhouse’a C1 

3.2. Analiza nośności i przemieszczenia 

W analizie nośności i przemieszczenia przedstawiono zmianę przemieszczenia 
poprzecznego w funkcji obciążenia. Następnie przeprowadzona została analiza 
porównawcza otrzymanych wyników numerycznych z wynikami doświadczalnymi 
Buckhouse’a [5, 9] oraz wynikami badań numerycznych MES Smarzewskiego [17]  
i Wolanskiego [23] oraz wynikami teoretycznymi.

Na rysunku 3 zestawiono wyniki badań przeprowadzonych dla belki C1. Bada-
nia zobrazowane zostały w odniesieniu do zmiany przemieszczenia poprzecznego 
w środku rozpiętości belki (tj. w węźle 15) wraz ze wzrostem obciążenia. Kolorem 
czerwonym zaznaczony został wynik badań doświadczalnych przeprowadzonych 
przez Buckhouse’a. Wyniki badań numerycznych uzyskane przez Smarzewskiego 
i Wolanskiego, z zastosowaniem metody elementów skończonych, zaznaczone 
zostały linią przerywaną odpowiednio w kolorze zielonym i czarnym. Wyniki 
badań numerycznych uzyskane na podstawie opracowanej procedury, bazującej 
na rozwiązaniu nieliniowego układu równań równowagi przy pomocy metody 
relaksacji dynamicznej, zaznaczone zostały kolorem niebieskim. Dodatkowo, 
na wykresie fioletową linią przerywaną zaznaczono statyczną nośność graniczną 
belki wyznaczoną na drodze analitycznej z zależności: 
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 0

0
1

M
P

l
= ,  (4)

gdzie: 0M  — graniczny moment dla przekroju żelbetowego, 1l  — odległość od osi 
podpory do punktu przyłożenia siły P . Tak obliczona wartość teoretycznej nośności 
granicznej belki wynosi 0 74,32 kNP = . 

Rys. 3. Porównanie wyników numerycznych dla belki C1 z wynikami doświadczalnymi  
i teoretycznymi 

W zakresie liniowo-sprężystym wykresy wyników uzyskanych w poszczególnych 
badaniach są praktycznie identyczne, różnice w przebiegu funkcji przemieszcze-
nie-obciążenie można zaobserwować dopiero po zarysowaniu przekroju. Wartości 
obciążenia, przy którym obserwowane jest zarysowanie przekroju, są różne w każdej 
z metod, przy czym wartość siły rysującej odpowiadającą eksperymentowi z naj-
większą dokładnością uzyskał Wolanski. Obciążenie, przy którym rozpoczyna się 
faza płynięcia plastycznego stali zbrojeniowej z najlepszą zgodnością w stosunku 
do doświadczeń Buckhouse’a, uzyskano w analizie MES Wolanskiego.

Graniczne nośności belki oraz wartości przemieszczeń towarzyszących jej 
osiągnięciu, uzyskane w kolejnych badaniach, zestawiono w tabeli 1. 
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Tabela 1 
Zestawienie wartości nośności granicznej oraz przemieszczenia belki C1

Metoda analizy belki C1 Nośność graniczna
P0 [kN]

Przemieszczenie  
graniczne w0 [cm]

Doświadczenie Buckhouse’a 74,05 9,27

Metoda elementów skończonych  
— Smarzewski 77,1 10,05

Metoda elementów skończonych  
— Wolanski 74,05 9,11

Analiza teoretyczna wg [4] 74,32 –

Metoda relaksacji dynamicznej 72,89 5,97

 
Wyniki uzyskane przy zastosowaniu MRD odpowiadają eksperymentalnej nośno-

ści ze zgodnością na poziomie 98%. Przemieszczenia uzyskane przy pomocy MRD  
w porównaniu z eksperymentem są o 36% mniejsze dla intensywności obciążeń 
odpowiadających osiągniętej nośności granicznej, która wynosi 0 72,89 kNMRDP =  
dla MRD oraz .

0 74,05 kNExpP =  dla badań doświadczalnych. 

3.3. Analiza stanu zarysowania i odkształcenia 

Zgodnie z przyjętym modelem betonu zarysowanie przekroju wystąpi w chwili 
osiągnięcia w rozciąganych warstwach betonowych granicznej wartości odkształceń. 
Przeprowadzona analiza numeryczna belki żelbetowej C1 przy zastosowaniu metody 
relaksacji dynamicznej wykazała, że zarysowanie przekroju wystąpi przy wartości 
obciążenia równej 28,12 kNMRD

crP = . Natomiast wyniki analizy doświadczalnej 
przeprowadzone przez Buckhouse’a, wskazują na wystąpienie zarysowania przy 
obciążeniu na poziomie 20,43 kNB

crP = . Rozbieżność w otrzymanych wynikach jest 
uwarunkowana przyjętym modelem odkształcenia betonu, w którym uwzględniono 
osłabienie materiału. Zgodnie z przyjętymi założeniami, osiągnięcie naprężeń rów-
nych wytrzymałości betonu na rozciąganie nie jest jednoznaczne z powstaniem rysy. 
Następuje bowiem osłabienie materiału, w którym spadkowi naprężeń towarzyszy 
wzrost odkształceń. Pojawienie się rysy jest konsekwencją osiągnięcia odkształceń 
granicznych w betonie rozciąganym. I właśnie to zjawisko ma miejsce przy war-
tości obciążenia 28,12 kNMRD

crP = . Natomiast obciążenie powodujące osiągnięcie 
w skrajnej, rozciąganej warstwie betonowej przekroju naprężeń równych wytrzyma-
łości betonu na rozciąganie wynosi 17,76 kNMRD

ctP =  i odpowiada doświadczalnej 
sile rysującej ze zgodnością wynoszącą 86%. Obserwując wyniki doświadczenia, 
można wnioskować, że osłabienie betonu przy rozciąganiu wystąpiło przy mniej-
szym zakresie odkształcenia. Ograniczenie odkształceń w zakresie osłabienia przy 
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rozciąganiu w modelu betonu, może doprowadzić do większej zgodności wyników 
numerycznych z doświadczeniem. 

Rys. 4. Stan zarysowania belki C1 w zależności od obciążenia

Propagacja obszarów zarysowanych (właściwie obszarów rys rozmytych) w belce 
żelbetowej wraz ze wzrostem obciążenia została przedstawiona na rysunku 4 dla 
charakterystycznych zakresów wytężenia. Przy obciążeniu 28,12 kNP =  zarysowa-
nie pojawia się w skrajnych warstwach rozciąganych w centralnej części belki. Wraz 
ze wzrostem obciążenia do 38,85 kN,P =  zarysowanie pojawia się w wyższych 
warstwach przekroju poprzecznego. Uplastycznienie stali zbrojeniowej przy wartości 
obciążenia 69,19 kNP =  powoduje rozwój strefy zarysowania w kierunku podpór. 
Przy wartości obciążenia 72,52 kNP = , poprzedzającej proces zniszczenia przekroju, 
następuje rozwój zarysowania w kolejnych warstwach przekroju. Przy granicznej war-
tości obciążenia 0 72,89 kNP =  w środkowym obszarze belki pojawia się zarysowanie 
o zasięgu wynoszącym 90% wysokości przekroju. Jedyna ściskana warstwa przekroju, 
przestaje reagować na wzrost obciążenia. Po osiągnięciu obciążenia 0 72,89 kNP =  
w kolejnych krokach obliczeniowych w skrajnej ściskanej warstwie przekroju naprę-
żenia i odkształcenia w betonie pozostają niezmienione przy nieograniczonym wzro-
ście przemieszczeń, co można interpretować jako zniszczenie przekroju. Przy czym 
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lokalne zniszczenie przekroju betonowego obserwowane w środku rozpiętości belki 
nie jest równoznaczne z zakończeniem procesu obliczeniowego. Numeryczna analiza 
pokrytyczna wskazuje na dalszą zdolność przenoszenia obciążenia przez element 
konstrukcyjny, któremu towarzyszą znaczne przyrosty przemieszczeń. 

Obserwacja zmian odkształceń towarzyszących wytężeniu żelbetowej belki C1, 
poddanej działaniu obciążenia przyrostowego, przeprowadzona została dla dwóch 
charakterystycznych obszarów. Analizie poddano odkształcenia betonu skrajnej 
warstwy ściskanej oraz odkształcenia stali rozciąganej. Zmiana odkształceń odnie-
siona została do poziomu obciążenia.

Na rysunku 5 przedstawione zostały odkształcenia betonu ściskanego w poszcze-
gólnych fazach wytężenia elementu konstrukcyjnego. Osiągnięcie wartości obcią-
żenia 28,12  kNP =  związane jest z wyraźnym skokiem odkształceń, który jest 
następstwem wyłączenia rozciąganych warstw przekroju betonowego i powstaniem 
rysy. Dalszy rozwój odkształceń ma charakter liniowy do chwili, w której obciąże-
nie osiąga wartość 38,85 kNP =  i następuje gwałtowne zmniejszenie odkształceń. 
Zjawisko to spowodowane jest nagłym zwiększeniem obszaru zarysowania belki. 
Osiągnięcie wartości obciążenia powodującego uplastycznienie stali zbrojeniowej 
objawia się znacznym wzrostem odkształceń w betonie przy niewielkim przyroście 
obciążenia. Zakres analizy kończy się w chwili osiągnięcia nośności granicznej 

0 72,89 kN.MRDP =  

Rys. 5. Odkształcenia betonu w skrajnej ściskanej warstwie przekroju w węźle 15 

Na rysunku 6 przedstawiony został rozwój odkształceń w rozciąganej stali zbro-
jeniowej, postępujący wraz ze wzrostem obciążenia oddziałującego na belkę C1, aż do 
chwili osiągnięcia nośności granicznej. Wartość odkształceń występujących w stali 
zbrojeniowej w chwili osiągnięcia nośności granicznej wynosi 1 25,9‰s = . 
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Rys. 6. Odkształcenia stali rozciąganej w węźle 15 

3.4. Analiza stanu naprężenia 

Analiza stanu naprężenia przeprowadzona została na podstawie rozkładu 
naprężeń normalnych sx i stycznych sxy w poszczególnych warstwach przekroju 
belki dla charakterystycznych wartości obciążenia.

Na rysunku 7 przedstawiono rozkład naprężeń normalnych sx w kolejnych 
etapach wytężenia belki C1. W środkowej części belki rozkład naprężeń normal-
nych jest zgodny z rozwojem zarysowania w tym obszarze. Wartość obciążenia 

27,75 kNP = , charakteryzuje stan naprężenia bezpośrednio poprzedzający poja-
wienie się pierwszej rysy. Zakres osłabienia betonu przy rozciąganiu zaznaczony 
jest kolorem pomarańczowym w środkowej części belki. Zarysowanie pojawia się 
przy wartości obciążenia równej 28,12 kNP = . Na wykresie widoczny jest zakres 
zarysowania, jak również rozwój zasięgu rozciągania. Wzrost wartości obciążenia 
do 38,85 kNP =  powoduje dalszą propagację zarysowania oraz zwiększenie strefy 
rozciąganej w centralnej części. Ponadto, uwidoczniony zostaje wzrost naprężeń 
w skrajnej warstwie ściskanej betonu, w obszarze znajdującym się między punktami 
przyłożenia obciążenia. Osiągnięcie obciążenia o wartości 69,19 kNP =  rozpoczyna 
fazę uplastycznienia stali zbrojeniowej. Obserwowany jest znaczny wzrost obszaru 
zarysowania, który rozchodzi się w kierunku podpór. Strefa rozciągania rozwija się 
w kolejnych warstwach przekroju. Obszar silnego ściskania skrajnych warstw betonu 
również propaguje w kierunku podpór belki. Przy wartości obciążenia 72,52 kNP = , 
która poprzedza fazę zniszczenia przekroju belki, widoczny jest dalszy rozwój strefy 
rozciągania, natomiast zahamowany został rozwój zarysowania. W strefie ściskanej 
betonu obserwowany jest znaczny wzrost wartości naprężeń. Zniszczenie środkowej 
części przekroju następuje przy wartości obciążenia 72,89 kNP = . W środku belki 
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pojawia się zarysowanie 90% wysokości przekroju, a w betonie ściskanym napręże-
nia stabilizują się w zakresie odkształceń poniżej ‰1 . Taki stan zniszczenia warstw 
przekroju w środku belki powoduje utratę nośności elementu. 

Rys. 7. Rozkład naprężeń normalnych sx w kolejnych krokach obciążenia 

Na rysunku 8 przedstawiony został rozkład naprężeń stycznych sxy w kolejnych 
krokach obciążenia belki. W części przypodporowej znaczny wzrost naprężeń 
stycznych towarzyszy uplastycznieniu stali zbrojeniowej przy wartości obciążenia 

69,19 kNP = . Przyłożenie obciążenia o wartości 72,89 kNP =  powoduje wzrost 
naprężeń w strefie przypodporowej do wartości nieprzekraczającej 0,6 MPa, nato-
miast w środkowej strefie belki, w pobliżu miejsc przyłożenia obciążenia, występują 
lokalne naprężenia o wartości 0,93 MPa. 
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117Analiza niesprężystego zachowania belki żelbetowej 

Rys. 8. Rozkład naprężeń stycznych sxy w kolejnych krokach obciążenia 

4. Zakończenie 

Przebieg procesu wytężenia belki ma charakter wieloetapowy. W pierwszej, 
czysto sprężystej fazie wytężenia elementu obserwowany jest liniowy przebieg 
zależności obciążenie–przemieszczenie poprzeczne. Również w sposób liniowy 
przyrastają odkształcenia w charakterystycznych warstwach przekroju w betonie 
i stali. W chwili osiągnięcia obciążenia odpowiadającego sile rysującej obserwowany 
jest znaczny przyrost przemieszczeń oraz odkształceń. Strefa zarysowania obej-
muje dolne warstwy przekroju w obszarze między siłami stanowiącymi obciążenie 
zewnętrzne. Wraz ze wzrostem obciążenia obserwowane jest zwiększanie strefy 
zarysowania, co następuje w sposób skokowy, lecz już nie tak gwałtowny jak przy 
pojawieniu się pierwszego zarysowania. Ponownie obserwowane są znaczne przy-
rosty przemieszczeń oraz odkształceń w betonie i stali. Przy wartości obciążenia 
rozpoczynającej fazę płynięcia plastycznego stali zbrojeniowej obserwowana jest 
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zmiana charakterystyki wykresu obciążenie–przemieszczenie. Niewielkim przyro-
stom obciążenia towarzyszy znaczny przyrost przemieszczenia. Strefa zarysowania 
zostaje znacznie zwiększona, a naprężenia w skrajnej, ściskanej warstwie przekroju 
zbliżają się do wartości odpowiadającej wytrzymałości betonu na ściskanie. Przy 
granicznej wartości obciążenia obserwowane jest niemal pełne zniszczenie przekroju 
zlokalizowanego w środku rozpiętości belki. Warstwy betonu przestają reagować na 
zmianę obciążenia. W stali rozciąganej obserwowany jest dalszy wzrost odkształceń 
przy nieznacznym wzroście obciążenia.

Wyniki przeprowadzonej analizy nośności belki żelbetowej są zgodne z wyni-
kami badań doświadczalnych, wynikami badań numerycznych wykonanych przy 
zastosowaniu MES oraz przeprowadzoną analizą teoretyczną. Analiza porównaw-
cza wyników wskazuje na poprawność opracowanej metody obliczeniowej oraz 
procedur numerycznych. 

Opracowana metoda obliczeniowa może być stosowana do prognozowania 
nośności zginanych elementów żelbetowych oraz opisu mechanizmu ich zniszczenia, 
co ma istotny wpływ na bezpieczeństwo konstrukcji.

Metoda może być udoskonalona przez wprowadzenie modyfikacji modeli 
materiałów oraz włączenie do rozwiązania procedur umożliwiających śledzenie 
procesu osłabienia elementu konstrukcyjnego. 

Praca powstała w wyniku zadań badawczych zrealizowanych w ramach pracy badawczej statutowej 
nr 934, realizowanej w Wydziale Inżynierii Lądowej i Geodezji Wojskowej Akademii Technicznej  
im. Jarosława Dąbrowskiego. 

Artykuł wpłynął do redakcji 14.03.2016 r. Zweryfikowaną wersję po recenzjach otrzymano 4.05.2016 r.
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A. SZCZEŚNIAK, A. STOLARSKI 

Analysis of non-elastic behaviour of reinforced concrete beam 
Abstract. Analysis of load carrying capacity and strain, cracking and strass states of reinforced 
concrete beam was carried out using the dynamic relaxation method. Numerical investigations for 
reinforced concrete beam symmetrically loaded with two concentrated forces tested experimentally 
by Buckhouse have been carried out. The states of stress, strain, displacement and cracking were 
analyzed in specific steps of the beam load increment. Obtained numerical results were compared 
with the results of experimental studies, numerical solutions by finite element method and theoretical 
analyzes taken from the literature.
Keywords: mechanics of structures, dynamic relaxation method, reinforced concrete beams, load 
carrying capacity
DOI: 10.5604/12345865.1211134
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