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Streszczenie. W pracy przedstawiono analiz¢ nosnoéci oraz stanu odksztalcenia, zarysowania i napre-
zenia belki zelbetowej z wykorzystaniem metody relaksacji dynamicznej. Badania numeryczne prze-
prowadzone zostaty dla belki zelbetowej, obciazonej symetrycznie dwiema sitami skupionymi, badanej
doswiadczalnie przez Buckhouse’a. Analizie poddano stan naprezenia, odksztalcenia, przemieszczenia
oraz zarysowania w charakterystycznych krokach przyrostu obcigzenia belki. Otrzymane wyniki badan
numerycznych poréwnane zostaly z wynikami badan do$wiadczalnych, rozwigzan numerycznych
metodg elementéw skonczonych (MES) oraz analiz teoretycznych zaczerpnietych z literatury.
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1. Wstep

Analiza wytezenia zelbetowych elementéw konstrukcyjnych ma istotny wptyw
na proces projektowania oraz oceny bezpieczenstwa konstrukcji. Wymaga ona
uwzglednienia niesprezystych wlasciwosci materialéw konstrukceyjnych oraz fizycznej
i geometrycznej nieliniowosci elementu konstrukcyjnego. Rozwigzanie tak ztozonego
problemu wigze sie z doborem odpowiedniej metody obliczeniowe;j.

Analiza wytezenia belkowych elementéw zelbetowych jest przedmiotem licz-
nych badan doswiadczalnych i numerycznych. Badania doswiadczalne belek obcia-
zonych statycznie przeprowadzili m.in. Buckhouse [5], Kaminska [11, 12], Rashid
i Mansur [15], Jang i inni [10], Ashour [1], Lopes i Bernardo [14]. Numeryczne
analizy dynamicznego zachowania elementéw konstrukcyjnych przeprowadzili Bagk
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i Stolarski [3], Stolarski [18], Cichorski i Stolarski [6, 7, 19]. W pracy Saifullaha
iin. [16] przedstawiono analize poréwnawczg wynikéw badan doswiadczalnych
przeprowadzonych dla belek zelbetowych z wynikami uzyskanymi podczas analizy
komputerowej bazujacej na MES. Analizy numeryczne w tym zakresie przepro-
wadzili rowniez Crisfield [8], de Borst i Nauta [4], Wolanski [23], Smarzewski
[17], Kwak i Filippou [13], natomiast teoretyczno-numeryczna analiza osiggania
nosnoséci w belce zelbetowej przedstawiona zostata w referacie Baka i in. [2]

W pracy zaprezentowano analize statycznego odksztalcenia belki zelbetowej, ktora
przeprowadzona zostala przy zastosowaniu opracowanej w tym celu metody analizy.
Metodge analizy wytezenia ukladu konstrukcyjnego opracowano z wykorzystaniem
metody réznic skonczonych. Do rozwigzania ukladu réwnan réwnowagi belkowego,
zelbetowego elementu konstrukcyjnego zastosowano metode relaksacji dynamiczne;.
W metodzie tej rozwigzanie zagadnienia sprowadza si¢ do analizy procesu pseu-
dodynamicznego, ktéry po wprowadzeniu tlumienia krytycznego pozwala na opis
statycznego zachowania konstrukcji. Analiza obejmuje opis zachowania zginanego
elementu zelbetowego, modelowanego jako ustrdj pretowy obcigzony statycznie.
Podstawg teoretycznego modelowania zachowania elementu konstrukcyjnego byty
réwnania teorii umiarkowanie duzych przemieszczen ustroju pretowego, ale z uwagi
na analize belek schemat obliczeniowy zostal zredukowany do ukladu opisujacego
male przemieszczenia. Opracowana metoda rozwigzania byta podstawg budowy
wlasnych procedur numerycznych oraz programu obliczeniowego. Wtasny pro-
gram obliczeniowy pozwolit na wykonanie analizy numerycznej belki zelbetowej,
a otrzymane wyniki poréwnano z wynikami do$wiadczalnymi i numerycznymi
zaczerpnietymi z literatury oraz wynikami obliczen analitycznych.

2. Metoda obliczeniowa
2.1. Roéwnania ruchu

Na potrzeby analizy przygotowano model obliczeniowy zginanego elementu
zelbetowego, ktory stanowi plaski ustrdj pretowy obcigzony statycznie obciaze-
niem nieréwnomiernie roztozonym oraz sitami skupionymi. Zalozone obciazenie
zewnetrzne jest krotkotrwale i dziata w plaszczyznie prostopadtej do osi podiuznej
elementu obliczeniowego. W modelu elementu konstrukcyjnego uwzgledniono
charakterystyczne uwarunkowania geometryczne, tj. zmienny rozktad przekroju
betonu i stali zbrojeniowej, warunki brzegowe definiowane przez sposéb dzia-
tania obcigzenia zewnetrznego oraz sposdb podparcia. Element konstrukcyjny
modelowany jako zelbetowy element pretowy, ktoéry charakteryzuje sie¢ masa
jednostkowa u, jednostkowym masowym momentem bezwladnosci j, jednost-
kowymi wspétczynnikami ttumienia ¢ dla przemieszczen liniowych i ¢, dla
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przemieszczen katowych, zostat opisany przy pomocy uktadu réwnan réwnowagi
dynamicznej (1). W analizie belki ukfad réwnan opisuje male przemieszczenia.
W takim sformulowaniu pominiety zostal wplyw si podtuznych na przemieszcze-
nia belek. Dla uktadu sit wewnetrznych: poprzecznych Q i momentdw zginajacych
M oraz obcigzenia zewnetrznego p_, sit bezwladnosci poprzecznej i obrotowej
{uw, jo} dzialajacych na odksztalcony element o dtugosci ds i kacie nachylenia
0, rozniczkowe rdwnania réwnowagi majg postac:

ds "
oM .
g—Q—ﬂP—CﬂP:O-

Ponadto, uwzglednione zostaly liniowe zwigzki geometryczne odnoszace si¢ do
zmiany $redniego kata obrotu przekroju poprzecznego k(s) oraz $redniego kata
odksztalcenia postaciowego y(s).

_dp
€(5) =4 2)

y(s)=p+®@, ®=6"-0,

gdzie: ¢ — $redni kat obrotu przekroju poprzecznego, @ — kat obrotu osi $rod-
kowej preta.

Réwnania réwnowagi wewnetrznej przekroju poprzecznego opracowane
zostaly przy zalozeniu warstwowego modelu obliczeniowego przekroju. Model
ten powstal w wyniku podzialu wysokos$ci przekroju na warstwy betonowe
o grubosci Ah oraz dwie warstwy stalowe o przekrojach A4, i 4 ,.Zastosowana
dyskretyzacja przekroju poprzecznego zostala opracowana zgodnie z inter-
pretacja opisang przez Baka i Stolarskiego w pracy [3]. Zachowanie modelu
obliczeniowego przekroju wynika z modeli odksztalcenia betonu i stali oraz
hipotezy kinematycznej plaskich przekrojow. Dla stali zbrojeniowej przyjeto
model materialu sprezysto-plastycznego z uwzglednieniem wzmocnienia. W celu
opisu zachowania betonu opracowano model materiatu sprezysto-plastycznego
z uwzglednieniem oslabienia i degradacji modutu odksztalcenia. W modelach
materialéw konstrukcyjnych przyjeto zalozenie ptaskiego stanu naprezenia,
zredukowanego do jednokierunkowego $ciskania/rozciggania i $cinania.

Po wprowadzeniu dyskretyzacji osi srodkowej elementu konstrukcyjnego pod-
stawowy ukfad réwnan (1) zapisany zostal w postaci réznicowe;:
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{—Qﬂ cosO, +Q,,cos6,,— P, (Si)+ m(si)f/f/i + C(s,.)wi =0 3)

M., -M, -0,As, _J(Sil)(pil - Cf (Sil)(pil =0,

gdzie: il=i+1, i0 =i—1 — oznaczenie odcinkdéw wewnetrznego podzialu prze-
strzennego, O, — sila poprzeczna w odcinku podziatu il =i+1, M, — moment
zginajacy w i-tym wezle gléwnym, m(s,) — masa skupiona wezla gléwnego i,
P (s,.) — skladowa obcigzenia i-tego wezla, J (S”) — masowy moment bezwlad-
nosci odcinka podziatu il =i +1, As,— dlugo$¢ odksztalconego odcinka podzialu
il, ¢; — $redni kat obrotu przekroju poprzecznego dla odcinka podziatu il, w, —
przemieszczenie liniowe i-tego wezta podziatu, C (si) — wspolczynnik ttumienia
dla przemieszczen liniowych w i-tym wezle gléwnym, C, (s,) — wspolczynnik
tlumienia dla przemieszczen katowych dla odcinka podziatu il =i +1.

Do rozwigzania ukladu réwnan (3) zastosowano metode relaksacji dynamiczne;j.
Pozwolita ona na opis zagadnienia statycznego przy pomocy dynamicznych row-
nan réownowagi (3) po wprowadzeniu tlumienia krytycznego. Rozwigzanie ukladu
réwnan (3) przeprowadzono metoda numeryczng z wykorzystaniem dyskretyzacji
wzgledem czasu. W tym celu zastosowano bezposrednig metode¢ réznicowa wzgle-
dem czasu. W metodzie tej przeprowadzana jest aproksymacja rozwigzania dla
przemieszczen liniowych w(x,,¢,) w kazdym wezle podzialu oraz przemieszczen
katowych ¢(x;, t,) w kazdym odcinku podzialu osi srodkowej modelu pretowego,
zgodnie z przyjetym schematem réznicowym w kolejnych chwilach czasowych
t,_, =t —At, t =nAt, ¢t =t +At. Uproszczona posta¢ metody analizy prezento-
wana jest w pracy Szcze$niak i Stolarskiego [20], natomiast jej rozbudowana forma
w pracy [21]. Z kolei analize¢ doboru ttumienia w metodzie relaksacji dynamiczne;
przedstawiono w pracy [22].

3. Badania numeryczne
3.1. Przedmiot badan

Badania numeryczne przeprowadzone zostaly dla belki C1 badanej doswiad-
czalnie przez Buckhousea [5, 9]. Analizie poddana zostata belka jednoprzestowa,
przegubowo podparta, o statym, prostokatnym przekroju poprzecznym. Obcigzenie
belki stanowia dwie sily skupione. Schemat statyczny belki zostal przedstawiony na
rysunku 1. Belka jest pojedynczo zbrojona pretami 3¢16 mm, zbrojenie poprzeczne
stanowig strzemiona wykonane z pretéw o $rednicy ¢3 mm w rozstawie co 19 cm
w obszarach przypodporowych i co 30,4 cm w czesci Srodkowe;.
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Rys. 1. Schemat statyczny belki Buckhouse’a Cl1

Wiasciwosci materialowe przyjete dla betonu:

f. =32,9 MPa — wytrzymalo$¢ na $ciskanie, ustalona na podstawie badan doswiad-
czalnych zawartych w pracy [9], f,, =3,6 MPa ,— wytrzymalos$¢ na rozcigganie,
wyznaczona na podstawie zaleznosci f, = 0,313, gdzie warto$¢ £, jest wyrazona
w MPa, f =4,68 MPa — wytrzymalo$¢ na $cinanie, E, =27, 23 GPa — modut
odksztalcenia ustalony na podstawie zaleznosci E, = 22(0 17 ) , gdzie wartos¢
Jf.» jest wyrazona w MPa, ¢ =0,002, ¢, =0,012 — odksztalcenia graniczne,
v, =0,2 — wspoélczynnik Poissona.

Wiasciwosci materialowe przyjete dla stali zbrojeniowej:

S, =473,26 MPa — granica plastycznosci przy $ciskaniu i rozcigganiu [9],
oL

s \/g
— wytrzymalo$¢ na $ciskanie i rozcigganie przy zerwaniu [9], E, = 236,61 GPa —
modul odksztalcenia [9], €, =0,15 — odksztalcenia graniczne, v, = 0,3 — wspot-

czynnik Poissona.
Dla analizowanej belki przyjeto réwniez:

= 273,24 MPa — granica plastycznosci przy $cinaniu, f, = 752,22 MPa

648 E.Jm,

23 P

wspdtczynnika ttumienia — oporu lepkiego dla drgan gietnych, ¢, =

p = 2500 kg/m’— masa whasciwa zelbetu, ¢, ,, = — krytyczna wartos¢

27E.J_m,

13

— krytyczna warto$¢ wspétczynnika tlumienia — oporu lepkiego drgan obrotowych.
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W wyniku dyskretyzacji osi srodkowej modelu obliczeniowego belki C1, wpro-
wadzono 29 wezléw podzialu (rys. 2). Sposréd 23 weztéw podzialu wewnetrznego,
wyrdzniono 11 weztéow gtéwnych (nieparzyste) i 12 wezldéw posrednich — ele-
mentow (parzyste). Na kazdym brzegu wystepuja dwa wezty gtéwne: rzeczywisty
i fikcyjny oraz wezel posredni — element fikcyjny. Sily skupione stanowiace obcia-
zenie zewnetrzne belki przytozone zostaly w wyznaczonych weztach gléwnych.
Ciezar wlasny poszczegélnych elementéw podziatu reprezentowany jest przez
sity skupione, przytozone w poszczegélnych weztach gtéwnych z pominieciem
wezldéw brzegowych.

/3 ‘ /3 . /3

Rys. 2. Model obliczeniowy belki Buckhousea C1

3.2. Analiza no$nosci i przemieszczenia

W analizie no$nosci i przemieszczenia przedstawiono zmiane przemieszczenia
poprzecznego w funkcji obcigzenia. Nastepnie przeprowadzona zostala analiza
poréwnawcza otrzymanych wynikéw numerycznych z wynikami do§wiadczalnymi
Buckhouse’a [5, 9] oraz wynikami badan numerycznych MES Smarzewskiego [17]
i Wolanskiego [23] oraz wynikami teoretycznymi.

Na rysunku 3 zestawiono wyniki badan przeprowadzonych dla belki C1. Bada-
nia zobrazowane zostaly w odniesieniu do zmiany przemieszczenia poprzecznego
w §rodku rozpietosci belki (tj. w wezle 15) wraz ze wzrostem obcigzenia. Kolorem
czerwonym zaznaczony zostal wynik badan doswiadczalnych przeprowadzonych
przez Buckhouse’a. Wyniki badan numerycznych uzyskane przez Smarzewskiego
i Wolanskiego, z zastosowaniem metody elementéw skonczonych, zaznaczone
zostaly linig przerywang odpowiednio w kolorze zielonym i czarnym. Wyniki
badan numerycznych uzyskane na podstawie opracowanej procedury, bazujacej
na rozwigzaniu nieliniowego uktadu réwnan réwnowagi przy pomocy metody
relaksacji dynamicznej, zaznaczone zostaly kolorem niebieskim. Dodatkowo,
na wykresie fioletowg linig przerywang zaznaczono statyczng nosno$¢ graniczng
belki wyznaczong na drodze analitycznej z zaleznosci:
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R=—", (4)

gdzie: M, — graniczny moment dla przekroju zelbetowego, /, — odleglos¢ od osi
podpory do punktu przylozenia sily P . Tak obliczona warto$¢ teoretycznej nosnosci
granicznej belki wynosi F, = 74,32 kN .
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Rys. 3. Poréwnanie wynikéw numerycznych dla belki C1 z wynikami do$wiadczalnymi
i teoretycznymi

W zakresie liniowo-sprezystym wykresy wynikéw uzyskanych w poszczegdlnych
badaniach sg praktycznie identyczne, réznice w przebiegu funkcji przemieszcze-
nie-obcigzenie mozna zaobserwowac dopiero po zarysowaniu przekroju. Wartosci
obcigzenia, przy ktérym obserwowane jest zarysowanie przekroju, sa rézne w kazdej
z metod, przy czym warto$¢ sily rysujacej odpowiadajaca eksperymentowi z naj-
wigksza dokladnoscig uzyskal Wolanski. Obcigzenie, przy ktérym rozpoczyna sie
faza plyniecia plastycznego stali zbrojeniowej z najlepsza zgodnoscig w stosunku
do doswiadczen Buckhousea, uzyskano w analizie MES Wolanskiego.

Graniczne nosnosci belki oraz warto$ci przemieszczen towarzyszacych jej
osiggnieciu, uzyskane w kolejnych badaniach, zestawiono w tabeli 1.



112 A. Szczesniak, A. Stolarski

TABELA 1
Zestawienie wartosci nosnosci granicznej oraz przemieszczenia belki C1
Metoda analizy belki C1 Nosnos¢ graniczna Prz§m1eszczen1e
P, [kN] graniczne w, [cm]
Doéwiadczenie Buckhouse’a 74,05 9,27
Metoda elementéw sko.nczonych 771 10,05
— Smarzewski
Metoda elementéw skf)nczonych 74,05 9.11
— Wolanski
Analiza teoretyczna wg [4] 74,32 -
Metoda relaksacji dynamicznej 72,89 5,97

Wyniki uzyskane przy zastosowaniu MRD odpowiadaja eksperymentalnej nosno-
$ci ze zgodnoscia na poziomie 98%. Przemieszczenia uzyskane przy pomocy MRD
w poréwnaniu z eksperymentem s3 o 36% mniejsze dla intensywnosci obcigzen
odpowiadajacych osiggnietej nosnosci granicznej, ktéra wynosi P"*” =72,89 kN
dla MRD oraz P/” =74,05 kN dla badani doswiadczalnych.

3.3. Analiza stanu zarysowania i odksztalcenia

Zgodnie z przyjetym modelem betonu zarysowanie przekroju wystapi w chwili
osiggniecia w rozcigganych warstwach betonowych granicznej wartosci odksztalcen.
Przeprowadzona analiza numeryczna belki zelbetowej C1 przy zastosowaniu metody
relaksacji dynamicznej wykazala, ze zarysowanie przekroju wystapi przy wartosci
obcigzenia réwnej PM*” =28,12 kN. Natomiast wyniki analizy do$wiadczalnej
przeprowadzone przez Buckhouse’a, wskazujg na wystapienie zarysowania przy
obcigZeniu na poziomie P’ = 20,43 kN. Rozbieznosé¢ w otrzymanych wynikach jest
uwarunkowana przyjetym modelem odksztalcenia betonu, w ktérym uwzgledniono
ostabienie materialu. Zgodnie z przyjetymi zatozeniami, osiagniecie naprezen row-
nych wytrzymatosci betonu na rozcigganie nie jest jednoznaczne z powstaniem rysy.
Nastepuje bowiem ostabienie materialu, w ktérym spadkowi naprezen towarzyszy
wzrost odksztalcen. Pojawienie si¢ rysy jest konsekwencja osiggniecia odksztalcen
granicznych w betonie rozcigganym. I wlaénie to zjawisko ma miejsce przy war-
tosci obcigzenia P = 28,12 kN. Natomiast obcigzenie powodujace osiggniecie
w skrajnej, rozcigganej warstwie betonowej przekroju naprezen réwnych wytrzyma-
losci betonu na rozcigganie wynosi P}*” =17,76 kN i odpowiada do$wiadczalnej
sile rysujacej ze zgodnosciag wynoszaca 86%. Obserwujac wyniki doswiadczenia,
mozna wnioskowac, ze ostabienie betonu przy rozcigganiu wystapito przy mniej-
szym zakresie odksztalcenia. Ograniczenie odksztalcen w zakresie oslabienia przy
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rozcigganiu w modelu betonu, moze doprowadzi¢ do wiekszej zgodnoséci wynikéw
numerycznych z dos§wiadczeniem.

l P=28,12kN l

l P=38,85kN l

l P=69,19kN l

l P=72,52kN l

l P=72,89kN l

Rys. 4. Stan zarysowania belki C1 w zaleznosci od obcigzenia

Propagacja obszaréw zarysowanych (wlasciwie obszaréw rys rozmytych) w belce
zelbetowej wraz ze wzrostem obcigzenia zostata przedstawiona na rysunku 4 dla
charakterystycznych zakreséw wytezenia. Przy obcigzeniu P = 28,12 kN zarysowa-
nie pojawia si¢ w skrajnych warstwach rozcigganych w centralnej czesci belki. Wraz
ze wzrostem obcigzenia do P =38,85 kN, zarysowanie pojawia si¢ w wyzszych
warstwach przekroju poprzecznego. Uplastycznienie stali zbrojeniowej przy warto$ci
obcigzenia P =69,19 kN powoduje rozwdj strefy zarysowania w kierunku podpor.
Przy wartosci obcigzenia P = 72,52 kN, poprzedzajacej proces zniszczenia przekroju,
nastepuje rozwdj zarysowania w kolejnych warstwach przekroju. Przy granicznej war-
todci obcigzenia F) = 72,89 kN w srodkowym obszarze belki pojawia si¢ zarysowanie
o zasiegu wynoszacym 90% wysokosci przekroju. Jedyna $ciskana warstwa przekroju,
przestaje reagowac na wzrost obcigzenia. Po osiagnieciu obcigzenia P, = 72,89 kN
w kolejnych krokach obliczeniowych w skrajnej Sciskanej warstwie przekroju napre-
zenia i odksztalcenia w betonie pozostajg niezmienione przy nieograniczonym wzro-
$cie przemieszczen, co mozna interpretowac jako zniszczenie przekroju. Przy czym
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lokalne zniszczenie przekroju betonowego obserwowane w srodku rozpietosci belki
nie jest rownoznaczne z zakonczeniem procesu obliczeniowego. Numeryczna analiza
pokrytyczna wskazuje na dalsza zdolno$¢ przenoszenia obcigzenia przez element
konstrukcyjny, ktéremu towarzysza znaczne przyrosty przemieszczen.

Obserwacja zmian odksztalcen towarzyszacych wytezeniu zelbetowej belki C1,
poddanej dzialaniu obciazenia przyrostowego, przeprowadzona zostala dla dwoch
charakterystycznych obszaréw. Analizie poddano odksztalcenia betonu skrajnej
warstwy Sciskanej oraz odksztalcenia stali rozcigganej. Zmiana odksztalcen odnie-
siona zostala do poziomu obcigzenia.

Na rysunku 5 przedstawione zostaly odksztalcenia betonu $ciskanego w poszcze-
golnych fazach wytezenia elementu konstrukcyjnego. Osiaggniecie wartosci obcig-
zenia P =28,12 kN zwigzane jest z wyraznym skokiem odksztalcen, ktéry jest
nastepstwem wylaczenia rozcigganych warstw przekroju betonowego i powstaniem
rysy. Dalszy rozwdj odksztalcen ma charakter liniowy do chwili, w ktdrej obciaze-
nie osigga wartos¢ P = 38,85 kN i nastepuje gwaltowne zmniejszenie odksztalcen.
Zjawisko to spowodowane jest naglym zwigkszeniem obszaru zarysowania belki.
Osiagniecie warto$ci obcigzenia powodujacego uplastycznienie stali zbrojeniowej
objawia si¢ znacznym wzrostem odksztalcenn w betonie przy niewielkim przyroscie

obcigzenia. Zakres analizy konczy si¢ w chwili osiggniecia no$nosci granicznej
P =172,89 kN.
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Rys. 5. Odksztalcenia betonu w skrajnej $ciskanej warstwie przekroju w wezle 15

Na rysunku 6 przedstawiony zostal rozwdj odksztalcen w rozciaganej stali zbro-
jeniowej, postepujacy wraz ze wzrostem obcigzenia oddzialujacego na belke C1, az do
chwili osiggniecia nosnosci granicznej. Wartos¢ odksztatcen wystepujacych w stali
zbrojeniowej w chwili osiggniecia nosnosci granicznej wynosi €, =25,9%o .
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Rys. 6. Odksztalcenia stali rozciaganej w wezle 15
3.4. Analiza stanu naprezenia

Analiza stanu naprezenia przeprowadzona zostata na podstawie rozkladu
naprezen normalnych o, i stycznych o,, w poszczegélnych warstwach przekroju
belki dla charakterystycznych wartosci obcigzenia.

Na rysunku 7 przedstawiono rozklad naprezen normalnych o, w kolejnych
etapach wytezenia belki C1. W $rodkowej czesci belki rozktad naprezen normal-
nych jest zgodny z rozwojem zarysowania w tym obszarze. Wartos¢ obcigzenia
P =27,75 kN, charakteryzuje stan naprezenia bezpo$rednio poprzedzajacy poja-
wienie si¢ pierwszej rysy. Zakres ostabienia betonu przy rozcigganiu zaznaczony
jest kolorem pomaranczowym w $rodkowej czesci belki. Zarysowanie pojawia sie¢
przy wartosci obcigzenia rownej P = 28,12 kN. Na wykresie widoczny jest zakres
zarysowania, jak rowniez rozwdj zasiegu rozciggania. Wzrost wartosci obciazenia
do P =38,85 kN powoduje dalsza propagacje zarysowania oraz zwigkszenie strefy
rozcigganej w centralnej czgsci. Ponadto, uwidoczniony zostaje wzrost naprezen
w skrajnej warstwie $ciskanej betonu, w obszarze znajdujacym si¢ migdzy punktami
przyltozenia obcigzenia. Osiagniecie obcigzenia o wartosci P = 69,19 kN rozpoczyna
faze uplastycznienia stali zbrojeniowej. Obserwowany jest znaczny wzrost obszaru
zarysowania, ktory rozchodzi si¢ w kierunku podpor. Strefa rozciggania rozwija si¢
w kolejnych warstwach przekroju. Obszar silnego $ciskania skrajnych warstw betonu
réwniez propaguje w kierunku podpor belki. Przy wartosci obcigzenia P = 72,52 kN,
ktora poprzedza faze¢ zniszczenia przekroju belki, widoczny jest dalszy rozwdj strefy
rozciggania, natomiast zahamowany zostat rozwoj zarysowania. W strefie $ciskanej
betonu obserwowany jest znaczny wzrost wartosci naprezen. Zniszczenie Srodkowe;
cze$ci przekroju nastepuje przy wartosci obcigzenia P = 72,89 kN. W srodku belki
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pojawia si¢ zarysowanie 90% wysoko$ci przekroju, a w betonie $ciskanym napreze-
nia stabilizuja si¢ w zakresie odksztalcen ponizej 1%o. Taki stan zniszczenia warstw

przekroju w srodku belki powoduje utrate nosnosci elementu.

l P=27,75kN l

l P=28,12kN I

l P=38,85kN L

l P=69,19kN l

l P=72,52kN I

l P=72,89kN l

I
MPa <31 -3 15 ] 2 10

Rys. 7. Rozklad naprezen normalnych o, w kolejnych krokach obciazenia

Na rysunku 8 przedstawiony zostal rozklad naprezen stycznych o, w kolejnych
krokach obcigzenia belki. W czesci przypodporowej znaczny wzrost naprezen
stycznych towarzyszy uplastycznieniu stali zbrojeniowej przy wartoséci obcigzenia
P =69,19 kN. Przytozenie obcigzenia o wartosci P = 72,89 kN powoduje wzrost
naprezen w strefie przypodporowej do wartosci nieprzekraczajacej 0,6 MPa, nato-
miast w srodkowej strefie belki, w poblizu miejsc przylozenia obcigzenia, wystepuja

lokalne naprezenia o wartoéci 0,93 MPa.

I
20 33
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Rys. 8. Rozklad naprezen stycznych o, w kolejnych krokach obcigzenia

4. Zakonczenie

Przebieg procesu wytezenia belki ma charakter wieloetapowy. W pierwszej,
czysto sprezystej fazie wytezenia elementu obserwowany jest liniowy przebieg
zaleznosci obcigzenie-przemieszczenie poprzeczne. Réwniez w sposéb liniowy
przyrastaja odksztalcenia w charakterystycznych warstwach przekroju w betonie
i stali. W chwili osiagniecia obcigzenia odpowiadajacego sile rysujacej obserwowany
jest znaczny przyrost przemieszczen oraz odksztalcen. Strefa zarysowania obej-
muje dolne warstwy przekroju w obszarze miedzy sitami stanowigcymi obcigzenie
zewnetrzne. Wraz ze wzrostem obcigzenia obserwowane jest zwigkszanie strefy
zarysowania, co nastepuje w sposob skokowy, lecz juz nie tak gwaltowny jak przy
pojawieniu si¢ pierwszego zarysowania. Ponownie obserwowane sg znaczne przy-
rosty przemieszczen oraz odksztalcen w betonie i stali. Przy wartosci obcigzenia
rozpoczynajacej faze plyniecia plastycznego stali zbrojeniowej obserwowana jest
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zmiana charakterystyki wykresu obciazenie-przemieszczenie. Niewielkim przyro-
stom obcigzenia towarzyszy znaczny przyrost przemieszczenia. Strefa zarysowania
zostaje znacznie zwigkszona, a naprezenia w skrajnej, Sciskanej warstwie przekroju
zblizajg si¢ do wartosci odpowiadajacej wytrzymatosci betonu na $ciskanie. Przy
granicznej wartos$ci obcigzenia obserwowane jest niemal pelne zniszczenie przekroju
zlokalizowanego w $rodku rozpietosci belki. Warstwy betonu przestaja reagowac na
zmiang obcigzenia. W stali rozcigganej obserwowany jest dalszy wzrost odksztalcen
przy nieznacznym wzroscie obcigzenia.

Wyniki przeprowadzonej analizy no$nosci belki zelbetowej sa zgodne z wyni-
kami badan doswiadczalnych, wynikami badan numerycznych wykonanych przy
zastosowaniu MES oraz przeprowadzong analizg teoretyczng. Analiza poréwnaw-
cza wynikow wskazuje na poprawno$¢ opracowanej metody obliczeniowej oraz
procedur numerycznych.

Opracowana metoda obliczeniowa moze by¢ stosowana do prognozowania
nos$nosci zginanych elementow zelbetowych oraz opisu mechanizmu ich zniszczenia,
co ma istotny wplyw na bezpieczenstwo konstrukeji.

Metoda moze by¢ udoskonalona przez wprowadzenie modyfikacji modeli
materialdw oraz wlaczenie do rozwigzania procedur umozliwiajacych $ledzenie
procesu ostabienia elementu konstrukcyjnego.

Praca powstata w wyniku zadan badawczych zrealizowanych w ramach pracy badawczej statutowej
nr 934, realizowanej w Wydziale Inzynierii Ladowej i Geodezji Wojskowej Akademii Technicznej
im. Jarostawa Dabrowskiego.

Artykut wplyngt do redakcji 14.03.2016 . Zweryfikowang wersje po recenzjach otrzymano 4.05.2016 r.
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Analysis of non-elastic behaviour of reinforced concrete beam

Abstract. Analysis of load carrying capacity and strain, cracking and strass states of reinforced
concrete beam was carried out using the dynamic relaxation method. Numerical investigations for
reinforced concrete beam symmetrically loaded with two concentrated forces tested experimentally
by Buckhouse have been carried out. The states of stress, strain, displacement and cracking were
analyzed in specific steps of the beam load increment. Obtained numerical results were compared
with the results of experimental studies, numerical solutions by finite element method and theoretical
analyzes taken from the literature.

Keywords: mechanics of structures, dynamic relaxation method, reinforced concrete beams, load
carrying capacity
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