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Streszczenie: W Laboratorium Fotometrycznym Obwodowego 

Urz�du Miar w Białymstoku rocznie dokonuje si� kilkuset 

wzorcowa� mierników nat��enia o�wietlenia (luksomierzy). D���c 

do podania u�ytkownikowi jak najszerszej informacji o pomiarze, 

oprócz ustalenia ró�nicy pomi�dzy warto�ci� wzorca jednostki 

miary, a wskazaniem przyrz�du wzorcowanego, okre�la si� równie� 

niepewno�� dokonanego pomiaru. W pracy zaprezentowano analiz� 

szacowania niepewno�ci pomiaru nat��enia o�wietlenia przy 

zastosowaniu metody propagacji niepewno�ci (analityczna) oraz 

metody propagacji rozkładów (Monte Carlo). Dodatkowo 

porównano wyniki uzyskane obiema metodami sprawdzaj�c, 

czy metoda Monte Carlo generuje wiarygodne wyniki i mo�e by� 

stosowana w pracach laboratoriów wzorcuj�cych.  

 
Słowa kluczowe: niepewno�� pomiaru, prawo propagacji 

niepewno�ci, metoda Monte Carlo, wzorcowanie. 

 

1. WPROWADZENIE 
 

Celem dokonania pomiaru dowolnego menzurandu jest 

uzyskanie mo�liwie dokładnego wyniku. Nale�y jednak 

mie� �wiadomo��, �e wskazanie przez przyrz�d pomiarowy 

warto�ci mierzonej zawsze obarczone jest niepewno�ci� 

pomiarow�. W zwi�zku z tym, pomiar powinno traktowa� 

si� jako proces wyznaczania warto�ci mierzonej i jej 

niepewno�ci. Wyznaczenie niepewno�ci pomiarowej jest 

konieczn� cz��ci� ka�dej procedury pomiarowej. Wynika to 

m. in. z wymaga� normy PN-EN ISO 10012, w której jest 

mowa o tym, �e niepewno�� pomiaru powinna by� 

oszacowana dla ka�dego procesu pomiarowego obj�tego 

systemem zarz�dzania pomiarami. Niepewno�� pomiaru jest 

bardzo istotnym parametrem w procesie wzorcowania 

w laboratoriach pomiarowych, w których ustala si� 

zale�no�ci pomi�dzy warto�ciami wielko�ci mierzonej 

wskazanymi przez przyrz�d pomiarowy, a odpowiednimi 

warto�ciami wielko�ci fizycznych, realizowanymi przez 

wzorzec jednostki miary wraz z podaniem niepewno�ci tego 

pomiaru. Współczesne wyra�anie i obliczanie niepewno�ci 

pomiaru zdefiniowane jest przez pakiet dokumentów 

wydanych przez Mi�dzynarodowe Biuro Miar. 

Podstawowym dokumentem jest przewodnik GUM [1] 

dotycz�cy wyra�ania niepewno�ci pomiaru. Przedstawia on 

m. in. metod� propagacji niepewno�ci. Drugim z opracowa� 

jest Suplement 1 do przewodnika [2]. Dokument zawiera 

wytyczne co do metody propagacji rozkładów realizowanej 

przy zastosowaniu symulacji Monte Carlo.  

W pracy zastosowano i porównano obie metody 

szacowania niepewno�ci pomiaru nat��enia o�wietlenia. 

Zidentyfikowano �ródła niepewno�ci, okre�lono odchylenia 

standardowe wielko�ci wej�ciowych oraz rozkłady 

prawdopodobie�stwa. Pomiary zostały wykonane 

w akredytowanym Laboratorium Fotometrycznym 

znajduj�cym si� w Obwodowym Urz�dzie Miar 

w Białymstoku. 

 

1.1. Przebieg wzorcowania 
Wzorcowanie luksomierzy, zgodnie z mo�liwo�ciami 

pomiarowymi laboratorium, mo�na wykona� w zakresie 

od 5 do 5000 lx. Stanowisko na którym wykonano pomiary 

przedstawiono na rysunku 1.  

 

 
 

Rys. 1. Schemat stanowiska do wzorcowania luksomierzy 

 Z - wzorzec �wiatło�ci, L - głowica fotometryczna wzorcowanego 

luksomierza, W - wózek pomiarowy, O – osłona, R - przesłony 

fotometryczne 

 

Na jednym ko�cu ławy fotometrycznej znajduje si� 

�ródło �wiatła. Zmian� nat��enia o�wietlenia, rejestrowan� 

przez luksomierz, uzyskuje si� przesuwaj�c wózek 

pomiarowy. Podczas wzorcowania wskazania luksomierza 

odnosi si� do wskaza� pa�stwowego wzorca jednostki miary 

�wiatło�ci poprzez zastosowanie wzorca roboczego, jakim 

jest lampa fotometryczna o temperaturze barwowej              

T = 2856 K, posiadaj�ca okre�lone w �wiadectwie 

wzorcowania warto�ci �wiatło�ci oraz niepewno�ci pomiaru. 

Wzorce �wiatło�ci oraz mierniki mierz�ce parametry 

wzorców �wiatło�ci stosowane w laboratorium s� regularnie 

wzorcowane przez Główny Urz�d Miar. 

W badaniu przyj�to, �e niepewno�� pomiaru 

wyznaczono dla nat��enia o�wietlenia wskazywanego przez 

luksomierz równego Ewskazane = 1000 lx. Dla tej warto�ci 

nat��enia o�wietlenia odległo�� zmierzona na ławie 

fotometrycznej wyniosła d = 1,751 m. Pomiar odległo�ci 

dokonuje si� jednokrotnie. Pomini�to zatem metod� 

obliczania niepewno�ci pomiaru na drodze analizy 

statystycznej serii wyników pomiarów.  
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2. SZACOWANIE NIEPEWNO�CI 
  

2.1. Model pomiaru 

Model matematyczny pomiaru okre�laj�cy, relacje 

pomi�dzy wielko�ciami wej�ciowymi, a nat��eniem 

o�wietlenia, opisuje równanie (1): 
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gdzie: Epoprawne – warto�� poprawna nat��enia o�wietlenia  

w punkcie pomiarowym przy ustawieniu Ewskazane,  

IR – �wiatło�� wzorca �wiatło�ci, 

�0 – jednostkowy k�t bryłowy, 

d – odległo�� pomi�dzy powierzchni� �arnika wzorca 

�wiatło�ci, a powierzchni� �wiatłoczuł� głowicy 

fotometrycznej wzorcowanego luksomierza, 

dL – poprawka na dokładno�� ustawienia głowicy 

fotometrycznej wzorcowanego luksomierza na ławie 

fotometrycznej,  

dW – poprawka na dokładno�� ustawienia wzorca 

�wiatło�ci na ławie fotometrycznej, 

�wskazane – odczyt na wzorcowanym luksomierzu 

odpowiadaj�cy nat��eniu o�wietlenia Ewskazane,  

crozp – wzgl�dny współczynnik �wiatła 

rozproszonego,  

V – warto�� napi�cia odczytana z multimetru,  

JR – warto�� pr�du elektrycznego wzorca �wiatło�ci,  

R – opór elektryczny rezystora wzorcowego,  

mi – współczynnik okre�laj�cy wpływ zmiany 

parametrów elektrycznych wzorca �wiatło�ci           

na parametry �wietlne, 

�p – poprawka uwzgl�dniaj�ca spełnienie prawa 

„odwrotno�ci kwadratów” z dokładno�ci� wzgl�dn� 

mniejsz� ni� 1 %. 

 

2.2. Metoda propagacji niepewno�ci 

Szacowanie niepewno�ci pomiaru nat��enia 

o�wietlenia przeprowadzono w oparciu o wytyczne zawarte 

w przewodniku GUM [1]. W metodzie tej wykorzystujemy 

matematyczny model pomiaru (1), a wielko�ci wej�ciowe 

reprezentowane s� przez ich warto�ci oczekiwane 

i odchylenia standardowe. Wariancj� pomiaru nat��enia 

o�wietlenia okre�la nast�puj�ca zale�no��:  
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gdzie współczynniki wra�liwo�ci: 

 

R

poprawne

I

E
c =1

,

WL

poprawne

ddd

E
c

++
−= 22

,

wskazane

poprawneE
c

α
−=3

rozp

poprawne

c

E
c

−
−=

1
4

,
V

mE
c

ipoprawne ⋅
−=5

,
R

mE
c

ipoprawne ⋅
−=6

 (3) 

��
�

�
��
�

�

⋅
⋅=

R

poprawne
JR

V
Ec ln7

, 18 =c  

 

Nast�pnie wyznaczono warto�ci oczekiwane 

i odchylenia standardowe na podstawie rozkładów wielko�ci 

wej�ciowych. Do wielko�ci wpływaj�cych na wyznaczenie 

dokładnej warto�ci nat��enia o�wietlenia nale��: 

a) �wiatło�� wzorca �wiatło�ci IR. Niepewno�� standardow� 

wyznaczono na podstawie danych zawartych w �wiadectwie 

wzorcowania wzorca �wiatło�ci. 

b) odległo�� (odczyt - d) pomi�dzy powierzchni� �arnika 

wzorca �wiatło�ci a powierzchni� �wiatłoczuł� głowicy 

fotometrycznej wzorcowanego luksomierza. Niepewno�� 

standardow� u(d) dla odległo�ci d = 1,751 m obliczono jako 

pierwiastek sumy kwadratów niepewno�ci zwi�zanych 

z oszacowaniem niepewno�ci odległo�ci pomi�dzy 

powierzchni� �arnika wzorca �wiatło�ci, a powierzchni� 

�wiatłoczuł� głowicy fotometrycznej wzorcowanego 

luksomierza wyra�ona w metrach u(d1) (d1 = 0,0005 m) oraz 

na podstawie wzoru ze �wiadectwa wzorcowania przymiaru 

wst�gowego kreskowego, słu��cego jako skala odległo�ci 

ławy fotometrycznej u(d2). Przyj�to prostok�tny rozkład 

prawdopodobie�stwa oszacowania niepewno�ci odległo�ci. 
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gdzie: 
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gdzie: d – długo�� odcinka wyra�ona w metrach. 

c) poprawka dL uwzgl�dniaj�ca dokładno�� ustawienia 

głowicy fotometrycznej wzorcowanego luksomierza 

na ławie fotometrycznej. Zmienno�� ustalenia odległo�ci dL 

na ławie fotometrycznej oszacowano na d = 0,0005 m przy 

zało�eniu prostok�tnego rozkładu prawdopodobie�stwa. 

Niepewno�� standardow� wyznaczono z zale�no�ci: 
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d) poprawka dW uwzgl�dniaj�ca dokładno�� ustawienia 

�arnika wzorca �wiatło�ci na ławie fotometrycznej. 

Zmienno�� ustalenia odległo�ci dW na ławie fotometrycznej 

oszacowano na d = 0,0005 m przy zało�eniu prostok�tnego 

rozkładu prawdopodobie�stwa, a niepewno�� standardow� 

wyznaczono z zale�no�ci (5). 

e) rozdzielczo�� luksomierza. Nat��enie o�wietlenia 

odczytywane jest na wy�wietlaczu luksomierza 

o rozdzielczo�ci D = 1 lx. Niepewno�� standardow� przy 

przyj�ciu prostok�tnego rozkładu prawdopodobie�stwa 

wyznaczono z zale�no�ci: 
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f) wzgl�dny współczynnik �wiatła rozproszonego crozp  

wyznaczono w oparciu o wzór:  
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gdzie: �r - wskazanie przyrz�du przy zasłoni�tej przesłonie    

– przyj�to 0,02 lx,  

�wskazane – wskazanie przyrz�du przy odsłoni�tej 

przesłonie. 

Przyj�to prostok�tny rozkład prawdopodobie�stwa 

współczynnika rozproszenia. 
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g) współczynnik mi wyznaczany jest na podstawie pomiarów 

w oparciu o wzór: 
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gdzie: �zn – wskazanie przyrz�du przy pr�dzie 

znamionowym izn wzorca �wiatło�ci,  

� – wskazanie przyrz�du przy pr�dzie i. 

Niepewno�� standardow�, przy zało�eniu prostok�tnego 

rozkładu prawdopodobie�stwa, obliczono ze wzoru: 
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W równaniu (9) przyj�to, �e b – stanowi zmienno�� warto�ci 

współczynnika mi i wynosi 0,18. 

h) warto�� pr�du elektrycznego JR podana jest 

w �wiadectwie wzorcowania wzorca �wiatło�ci. Pomiar 

pr�du elektrycznego JR dokonuje si� za pomoc� rezystora 

wzorcowego i miliwoltomierza. Warto�� JR przyj�to 

za warto�� dokładn�. Niepewno�� standardowa u(JR) wynosi 

zero. 

i) warto�� napi�cia z multimetru. Niepewno�� standardow� 

(dla danego zakresu pomiarowego) obliczono na podstawie 

�wiadectwa wzorcowania multimetru. 

h) niepewno�� standardow� u(R) oporu elektrycznego 

rezystora wzorcowego oszacowano na podstawie klasy 

dokładno�ci rezystora 0,5 i przyj�to, �e jest 10 – krotnie 

mniejsza od maksymalnego bł�du dopuszczalnego. 

i) �p - poprawka uwzgl�dniaj�ca spełnienie prawa 

"odwrotno�ci kwadratów" z dokładno�ci� mniejsz� ni� 1 %. 

Dla �wskazane = 1000 lx maksymalna poprawka �p wynosi 1 % 

warto�ci �wskazane. Przyj�to prostok�tny rozkład 

prawdopodobie�stwa wyznaczenia poprawki u(�p). 

W celu przejrzysto�ci analizy niepewno�ci pomiaru 

wszystkie zidentyfikowane wielko�ci wej�ciowe oraz 

okre�lone odchylenia standardowe przedstawiono w formie 

tabeli 1, czyli posłu�ono si� tzw. bud�etem niepewno�ci [3].  

 
Tabela 1. Bud�et niepewno�ci 

 

Symbol 

wiel. xi 

Estymata 

wiel. xi 

Niepewno�� 

standardowa 

u(xi) 

Rozk.  

prawd. 

Współczynnik 

wra�liwo�ci 

ci 

Udział 

w niep. 

zło�onej 

lx 

Ewskazane 1000 lx — — — — 

IR 3068 cd 23,01 cd norm. 0,3262 lx/cd 7,5049 

d2 1,751 m 2,89�10-4  m prost. -1142,95 lx/m -0,3299 

dL 0,0 m 2,89�10-4  m prost. -1142,95 lx/m -0,3299 

dW 0,0 m 2,89�10-4  m prost. -1142,95 lx/m -0,3299 

d1 0,0 m 4�10-4  m prost. -1142,95 lx/m -0,0459 

awskazane 1000 lx 0,28868 lx prost. -1,00049 -0,2889 

V 0,0320 V 2�10-6 V prost. 218679 lx/V 0,5248 

mi 7,0 0,103923 prost. 0,0000 lx 0,0000 

R 0,004 � 2�10-6 � prost. -1,75�106 lx/� -3,5000 

JR 8,0078 A — — — — 

crozp 0,00016 0,000092 prost. -1000,81 lx -0,0925 

�p 0,00 5,7735 lx prost. 1 5,7735 

Epoprawne 1000,49 lx  
Niepewno�� 

standardowa pomiaru 
10,13 

Niepewno�� rozszerzona pomiaru U(Epoprawne) 

okre�lona jest jako zło�ona niepewno�� standardowa 

pomiaru pomno�ona przez współczynnik rozszerzenia k = 2, 

co odpowiada poziomowi ufno�ci ok. 95 %. 

 

3,2010,132)()( ≈⋅=⋅= poprawnepoprawne EukEU  lx 

 

Wzgl�dna niepewno�� rozszerzona okre�lona jest jako 

stosunek niepewno�ci rozszerzonej pomiaru do warto�ci 

poprawnej nat��enia o�wietlenia w danym punkcie 

pomiarowym. 
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Ostateczny zapis wyniku oblicze� warto�ci nat��enia 

o�wietlenia metod� analityczn� dla wskazania luksomierza 

wzorcowanego przy Ewskazane = 1000 lx ma posta�: 

 

Epoprawne = (1000 ± 20) lx  

 

2.3. Metoda propagacji rozkładów 

Zasada propagacji rozkładów realizowana jest poprzez 

model matematyczny pomiaru przy u�yciu metody Monte 

Carlo [2]. Metoda Monte Carlo umo�liwia szacowanie 

wyników na podstawie wielu eksperymentów losowych.  

Przyj�to, �e funkcja pomiaru nat��enia o�wietlenia 

opisana jest zale�no�ci� (1). Przyj�to tak�e takie same 

niepewno�ci standardowe i rozkłady prawdopodobie�stwa 

dla wielko�ci wej�ciowych jak w tabeli 1. 

Szacowanie niepewno�ci metod� Monte Carlo 

przeprowadzono w programie Microsoft Excel dla liczby 

próbek M równej 10
4
. Arkusz kalkulacyjny umo�liwia 

generowanie warto�ci losowych za pomoc� funkcji los. 

Funkcja ta generuje zbiór warto�ci losowych z zakresu 

od 0 do 1 o rozkładzie równomiernym [4]. Dowoln� warto�� 

centrowanej wielko�ci wej�ciowej o rozkładzie 

prostok�tnym wyznaczono stosuj�c zale�no��: 

 

)()5,0(32 ii xulosx δδ ⋅−⋅=                  (10) 

 

gdzie: u(�xi) – niepewno�� standardowa. 

 

Zbiór warto�ci o rozkładzie normalnym wyznaczono 

korzystaj�c z równania: 

 

)()6(

12
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Bazuj�c na wielko�ciach zapisanych w tabeli bud�etu 

niepewno�ci, w kolejnych kolumnach arkusza 

wygenerowano zbiór warto�ci dla wielko�ci wej�ciowych 

zgodnie z przyj�tym dla nich rozkładem 

prawdopodobie�stwa. Nast�pnie wyznaczono zbiór 

mo�liwych warto�ci dla wielko�ci wyj�ciowej na podstawie 

równania pomiaru. Dysponuj�c zbiorem 10000 

wygenerowanych próbek wyznaczono funkcj� g�sto�ci 

prawdopodobie�stwa wielko�ci wyj�ciowej nat��enia 

o�wietlenia, estymat� wielko�ci wyj�ciowej i zwi�zan� z ni� 

niepewno�� standardow� oraz przedział rozszerzenia dla 

prawdopodobie�stwa 95 % (ylow, yhigh). Na rysunku 2 

wykre�lono przebieg dystrybuanty numerycznej zbioru 

mo�liwych warto�ci wskazania nat��enia o�wietlenia. 
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Rys. 2. Dystrybuanta numeryczna rozkładu warto�ci dla wskazania 

wzorcowanego luksomierza 

 

Na podstawie uzyskanych wyników wykre�lono tak�e 

histogram otrzymanych wielko�ci wyj�ciowych nat��enia 

o�wietlenia, zaprezentowany na rysunku 3. 

 

 
 

Rys. 3. Histogram dla nat��enia o�wietlenia 1000 lx 
 

Ostateczny zapis wyniku oblicze� metod� Monte Carlo 

warto�ci nat��enia o�wietlenia wraz z podaniem 

niepewno�ci pomiaru dla wskazania luksomierza 

wzorcowanego Ewskazane = 1000 lx ma posta�: 

Epoprawne = 1000,46 � 1000 lx,   u(Epoprawne) = 10,15 � 10,2 lx 

 

Przedział rozszerzenia 95 %: 

[ylow = 980,58 lx, yhigh = 1020,20 lx] 

Przyjmuj�c równomiernie rozło�ony przedział 

rozszerzenia wokół warto�ci estymowanej nat��enia, 

niepewno�� rozszerzon� wyznaczono z zale�no�ci: 

8,1981,19
2

)( ≈=
−

=
lowhigh

poprawne

yy
EU  lx 

Wzgl�dna niepewno�� rozszerzona obliczona 

za pomoc� metody Monte Carlo wynosi:  

Urel(Epoprawne) = 2,0 %. 

 

2.4. Rezultaty 

W tabeli 2 przedstawiono uzyskane wyniki pomiaru 

nat��enia o�wietlenia dla Ewskazane = 1000 lx oszacowane 

zarówno metod� propagacji niepewno�ci oraz metod� Monte 

Carlo. 

Tabela 2. Wyniki pomiaru nat��enia o�wietlenia 

 

Estymata dla mierzonego nat��enia o�wietlenia 1000 lx 

Prawo propagacji 1000,49 ± 20,26 lx 

Monte Carlo 1000,46 ± 19,81 lx 
 

Zestawiaj�c wyniki oszacowanej niepewno�ci 

rozszerzonej (tabela 2) wida�, �e rezultaty te nieznacznie 

ró�ni� si� mi�dzy sob�. Ró�nica mi�dzy wynikami 

niepewno�ci pomiaru wynosi 2,2 %.  

Bior�c pod uwag� fakt, �e w �wiadectwie wzorcowania 

warto�� nat��enia o�wietlenia podawana jest co do jedno�ci, 

a niepewno�� pomiarowa wyra�ana jest w warto�ciach 

wzgl�dnych to ró�nice w wynikach nie maj� wpływu 

na wynik ostateczny i obie metody daj� te same rezultaty.  

 

3. PODSUMOWANIE 
  

W pracy przedstawiono zagadnienie szacowania 

niepewno�ci pomiaru nat��enia o�wietlenia dwiema 

metodami: metod� opart� na Przewodniku GUM 

z zastosowaniem prawa propagacji niepewno�ci oraz metod� 

numeryczn� – symulacji Monte Carlo. Mo�na zauwa�y� 

du�� zgodno�� wyników niepewno�ci pomiaru uzyskanych 

dla obu metod. Nale�y jednak mie� na uwadze fakt, 

�e wynik w metodzie Monte Carlo jest rezultatem symulacji. 

Chc�c uzyska� lepsz� dokładno�� symulacji do oblicze� 

mo�na wykorzysta� 10
5
 lub 10

6
 próbek. Zdaniem autora 

metoda Monte Carlo mo�e z powodzeniem by� 

wykorzystywana do szacowania niepewno�ci pomiaru w 

laboratoriach wzorcuj�cych. Ponadto zastosowanie metody 

Monte Carlo pozwala omin�� skomplikowany aparat 

matematyczny, brak jest konieczno�ci obliczania 

współczynników rozszerzenia, jest prosta w implementacji 

i mo�na j� stosowa� przy wykorzystaniu powszechnie 

dost�pnego narz�dzia obliczeniowego.  
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ESTIMATION OF THE UNCERTAINTY OF MEASUREMENT OF ILLUMINACE  

USING CLASSIC AND MONTE CARLO METHODS 
 

The Photometric Laboratory in Local Office of Measures in Bialystok calibrates luxmeters. To calcuate a uncertainty 

of measurement of illuminance the Monte Carlo method and uncertainty propagation law method are used.  

This paper presents calibration process of a luxmeters and describes inputs values which affect on measurement 

uncertainty. Shown how to use both methods, and how to create uncertainty budget. Uncertainty of measurement calculated 

by Monte Carlo method was made in Microsoft Excel software.  

Comparison of the results of both methods shows that they are similar. Difference between results of measurement 

uncertainty is 2,2 %. The results show that Monte Carlo Method can be effectively used in calibration laboratories.  

 

Keywords: calibration, illuminance, measurement uncertainty, Monte Carlo method. 


