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ANALIZA OBWODOWA SPRZEZEN MAGNETYCZNYCH
MIEDZY ZWOJEM KOLOWYM I CEWKA SPIRALNA

W pracy rozwazane sg sprz¢zenia magnetyczne wystepujace migdzy kotowymi
zwojami przewodzacymi utozonymi koncentrycznie na plaszczyznie a pojedynczym
zwojem wzbudzajacym tworzacymi uktad osiowo symetryczny. Zwoje kotowe wykonane
sg z materiatu, ktory jest przewodnikiem i nie jest ferromagnetyczny. Korzystajac z prawa
Biota-Savarta wyprowadzono zaleznoSci opisujgce rozklad pola magnetycznego wokot
pojedynczego zwoju, uwzgledniajac promien przewodu zwoju. Uzyskano oryginalng
zaleznos¢, z ktérej mozna wyznaczy¢ indukcyjno$é pojedynczego zwoju i indukcyjnosci
wzajemne wzgledem innych zwojow. Wykorzystujac otrzymane wzory wyznaczono
macierz indukcyjnosci poszczegoélnych zwojow modelu cewki spiralnej. Indukcyjnos$c
cewki spiralnej zostala wyznaczona na podstawie macierzy indukcyjnosci przyjetego
modelu cewki. W oparciu o prawa Biota-Savarta wyznaczono indukcyjno$¢ wlasng zwoju
wymuszajacego oraz wektor indukcyjnosci wzajemnych miedzy zwojem wymuszajgcym i
poszczegolnymi zwojami modelu cewki spiralne;.

SEOWA KLUCZOWE: cewka spiralna, sprzezenia magnetyczna, rownania obwodowe
1. WPROWADZENIE

Problemy oddziatywan elektromagnetycznych sa najczgsciej modelowane z
wykorzystaniem metody elementéw skonczonych. Zakladane jest najczgsciej
wymuszenie pragdowe o okre§lonej czestotliwoSci 1 rozwazany jest stan
quasistatyczny. Problem pojawia si¢, gdy zastosowane jest niesinusoidalne zrodto
zasilania. W takim przypadku nalezy stosowaé podejscie obwodowe. Podstawa
tego podejscia jest wyznaczenie indukcyjnosci wilasnych 1 wzajemnych
oddzialywujacych elementéw. W tym celu mozna wykorzystaé prawo Biota-
Savarta i na jego podstawie wyznacza¢ natgzenie pola magnetycznego [1].
Wymiarowos$¢ problemu zmniejsza si¢ dla elementéw symetrycznych w ukladzie.
W pracy [2] opracowano metode wyznaczania rozkladu pola magnetycznego
wokot zwoju kolowego i na tej podstawie okre§lono indukcyjnos¢ cewki
cylindrycznej jednowarstwowej. Wartosci indukcyjno$ci dla poszczegdlnych
cewek poréwnano z wynikami uzyskanymi przy uzyciu miernika laboratoryjnego.

* Politechnika Swictokrzyska.



124 Mirostaw Wcislik, Tomasz Kwasniewski

Warto$ci zmierzone indukcyjnosci cewek byty zgodne z warto§ciami obliczonymi
z doktadno$cia do 1%. Bardzo dobra doktadnos¢ uzyskano zaréwno dla cewek
krotkich jak i1 dlugich. Znacznie trudniejsze jest natomiast wyznaczenie sprzg¢zen
magnetycznych  wystepujagcych  pomigdzy elementem wzbudzajagcym a
wzbudzanym. Dotyczy to przypadku, gdy prady w ptycie wzbudzane sg przez
prady ptynace w uzwojeniu wzbudzajacym. W pracy [3] badano oddzialywania
zwoju i plyty kotowej, zamodelowanej jako zbior koncentrycznych zwojow
kotowych sprz¢zonych magnetycznie. Po odpowiednim przeksztatceniu model ten
mozna wykorzysta¢ do badan z ptaskg cewka spiralng. ZaleznoSci otrzymane w
[3] wykorzystano do wyznaczenia indukcyjnosci wiasnych 1 wzajemnych
koncentrycznych zwojow. Zalozono, ze zwoje wykonane sg z materiatu, ktory jest
przewodnikiem i nie jest ferromagnetykiem.

2. NATEZENIE POLA MAGNETYCZNEGO I INDUKCYJNOSC
POJEDYNCZEGO ZWOJU

Podstawa wyznaczenia indukcyjno$¢ cewki cylindrycznej lub ptlaskiej cewki
spiralnej jest znajomo$¢ wartosci natgzenie pola magnetycznego w dowolnym
punkcie. W oparciu o prawa Biota-Savarta wyznacza si¢ nat¢zenie pola
magnetycznego w otoczeniu przewodu kotowego. Z prawa Biota-Savarta
wyznacza si¢ sktadowe natg¢zenia pola magnetycznego w punkcie o wspotrzednych

cylindrycznych (7, @, z).
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gdzie: i — nate¢zenie pradu w zwoju, » — promien wodzacy, R — promien zwoju, Rp —
promien przewodu zwoju, z — odlegto$¢ od przewodu zwoju.

Aby uprosci¢ wyznaczanie natgzenia pola magnetycznego wprowadzono
zmienne bezwymiarowe w postaci:
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Zastosowanie zmiennych bezwymiarowych powoduje zmniejszenie iloSci

zmiennych oraz upraszcza zapis aproksymowanej sktadowej (1) do postaci :
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Uwzgledniajac asymptoty pionowe 1 poziome wykresoOw natgzenia pola
magnetycznego przedstawione w pracy [2] trudno jest aproksymowac tak zlozone
funkcje. Dlatego  postanowiono  aproksymowac¢  skladowg  strumienia
magnetycznego v, (6) w postaci:

1-¢ -
v. (&)= [ h.(n.&)mdn dia & =—, z=Rp (6)
0

Na rysunku 1 przedstawiono sktadowa strumienia magnetycznego v, uzyskana
dla ilorazu promienia przewodu zwoju do promienia zwoju rownemu 1e-4.
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Rys. 1. Skladowa strumienia pola magnetycznego: v/,

Stosujgc aproksymacje sktadowej strumienia magnetycznego ., uzyskano,
zaleznosci analityczne o bledzie wzglednym mniejszym od 1%. Utworzono
funkcje w.(Rp/R) (7), ktora aproksymuje sktadowag strumienia magnetycznego v,
dla argumentow Rp/R. Strumien magnetyczny v, jest funkcjg promienia przewodu
Zwoju i promienia cewki.

RpY_ R o ay [ R2)
quA(?)— o.ozs[m[RD 2.31 h{Rj 0.76 (7)

Na rysunku 2 przedstawiono wykres zaleznosci (7), ktora aproksymuje
sktadowsa strumienia magnetycznego v, a blad wzgledny w przedziale 1e-4 < Rp/R
< 0.5 jest mniejszy od 1%. Stosujac (7) mozna wyznaczy¢ indukcyjno$é
pojedynczego zwoju z doktadnoscig ok. 1% z nastepujacej zalezno$ci:

M, R Rp
L= . = 8
2 U/ZA[RJ ()

gdzie: u, — przenikalno$¢ magnetyczna.
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Rys. 2. Sktadowa strumienia pola magnetycznego ‘¥, wraz z funkcja aproksymujaca v, (%j

Indukcyjno$¢ pojedynczego zwoju mozna réwniez wyznaczyC numerycznie
wykorzystujac sktadows nat¢zenia pola magnetycznego H, (1) w nastepujacy
sposob:

R

L=t IHZ(r,Rp,R,i)rdr 9)
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3. INDUKCYJNOSCI WLASNE I WZAJEMNE
ZWOJOW CEWKI SPIRALNEJ

Cewke spiralng zamodelowano jako zbior koncentrycznych zwojow
wykonanych na ptycie drukowanej. W rozpatrywanym uktadzie promienie
zw0jOow cewki spiralnej zmieniajg si¢ w zakresie od 7= 0.0255m do »,= 0.0855m.
Przekrdj poprzeczny zwoju jest prostokatem o wymiarach 1 mm na 0.035 mm.
Zwoje umieszczono z odstepem Imm. Cewke spiralng otrzymuje si¢ poprzez
odpowiednie potaczenie poszczegdlnych zwojow za pomocg zlgcz, ktore
umozliwiaja ich zwieranie lub potaczenie w szereg (cewka spiralna). Korzystajac z
zaleznosci  (10) mozna wyznaczy¢é macierz indukcyjno$ci wzajemnych
oddzialywujacych ze sobg zwojow cewki spiralne;.

Mpp(rj,rk,Rp)-i:%J‘Hz(r,Rp,rk,i)rdr (10)
0

gdzie: r; r; — promienie kolejnych zwojow cewki spiralnej dla k = 1..32.

Elementy macierzy indukcyjno$ci zwojow cewki spiralnej wyznaczono na
podstawie wartosci strumieni magnetycznych wiasnych i skojarzonych z innymi
zwojami plyty.
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Rys. 3. Wykres powierzchniowy elementéw macierzy indukcyjnosci zwojow

Indukcyjno$¢ wzajemna miedzy zwojami j-tym i k-tym, liczona na wysokoS$ci
promienia przewodu zwoju Rp cewki spiralnej okre$lona jest zaleznoscig (10). Tak
wyznaczana macierz indukcyjnosci jest macierza symetryczng. Wykres
powierzchniowy elementéw tej macierzy przedstawiono na rys. 3. Wykorzystanie
zaleznosci (10) do wyznaczenia indukcyjnosci wilasnych i wzajemnych cewki
spiralnej jest czasochtonne i wymaga wydajnej maszyny obliczeniowej. Dla cewek
o niewielkiej iloSci zwojow nie jest to duzy problem obliczeniowy, natomiast gdy
mamy do czynienia z bardzo cienka ptyta i duzym promieniem plyty, wtedy
obliczenia numeryczne sg nieefektywne czasowo. W celu eliminacji problemu
dlugotrwatych obliczen numerycznych mozna wykorzysta¢ zalezno$¢ (7) stosujac
odpowiednie parametry wejsciowe. Przy pomocy zaleznos$ci analitycznych (11),
(12) mozna wyznaczy¢ indukcyjno$ci wiasne i wzajemne cewki spiralnej o
dowolnych parametrach fizycznych tej cewki.

2
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Przedstawione wzory sg oryginalne w obliczaniu indukcyjnosci cewki spiralne;j
z nastepujacej zaleznoscei:

n o n

Lsc:ZLk+ZZM.fk (13)
k=1 Jj=1 llzzll

Wykorzystujac réwnanie (13) wyznacza si¢ indukcyjnos¢ wilasng cewek
spiralnych z doktadnoscia do 3%. We wzorze (14) [5] warto$¢ indukcyjnosci
otrzymujemy w [H] a wielko$ci wejSciowe podawane sg w [m].
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2 2

n-a
L=31.33 14
'UOSa+llc (14

gdzie: n — liczba zwojow, a — Sredni promien cewki, ¢ — szeroko$¢ zwojow cewki
(r6znica pomigdzy promieniem zewnetrznym cewki a promieniem wewngtrznym).

Tabela 1. Wartosci indukcyjnosci cewek spiralnych zmierzonych i obliczonych

Liczba zwojow 32 40
Promien przewodu [mm] 0.1 0.45
Promien wewnetrzny [mm] 25.5 40
Promien zewnetrzny [mm] 88.5 76
Indukcyjno$¢ zmierzona [uH] 118 246
Indukcyjnosci wg wzoru (14) [uH] 113 246
Blad wzoru (14) [%] 4.23 0
Indukeyjnosci wg wzoru (13) [uH] 116 240
Blad wzoru (13) [%] 1.69 2.4

4. ODDZIALYWANIA MAGNETYCZNE POMIEDZY ZWOJEM
WZBUDZAJACYM A CEWKA SPIRALNA

Rozwazane sg zwoje przewodzace o rezystywnosci p i przekroju kotowym
przewodu w ksztalcie kota o promieniu zwoju r;. Pojedynczy zwoj z pradem
wymuszajacym o promieniu R,, oraz promieniu przewodu r,, indukuje prady w
zwojach. Zwo0j wymuszajacy ustawiony jest koncentrycznie 1 osiowo do
wzbudzanych zwoi cewki spiralnej. Z symetrii uktadu wynika, ze prad ptynacy w
zwojach posiada tylko skladows katows. Przewody te sa wzajemnie sprzgzone
magnetycznie mig¢dzy sobg oraz ze zwojem cewki wymuszajgcej. Na rys. 4
przedstawiono model rozwazanego ukladu zwoé] wymuszajagcy — zwoje
przewodzace. Wykorzystujac koncentryczno$¢ ptaszczyzn cewki spiralnej i zwoju
wzbudzajacego oraz stosujac sktadowg natezenia pola magnetycznego H, uzyskano
zaleznosci na indukcyjno$ci wzajemne w badanym uktadzie (12).

Na podstawie rownania (15) mozna okresli¢ strumien magnetyczny
wytworzony przez zw0j] wzbudzajacy, przenikajacy przez kolejne zwoje cewki
spiralnej o promieniu r,. Wyrazenie dla konfiguracji odwrotnej cewki jest
identyczne.

Mpo(rk,RW,z)i:Mop(rk,Rw,z)i:%EHZ(}’,Z,RW,i)rdr (15)
gdzie: r, — promienie kolejnych zwojow cewki spiralnej dla & = 1..32,
R, — promien zwoju wymuszajacego, z — odleglo$¢ pomigdzy zwojem

wymuszajacym a cewka spiralng.
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Rys. 4. Uktad zw¢j wymuszajacy — przewodzace zwoje

Zgodnie ze wzorem Neumanna indukcyjnosci M,, i M,, sa sobie rowne. Do
identyfikacji parametrow oddziatywan zwoj-cewka i odwrotnie zbudowano uktad
pomiarowy. Napigcia oraz prady byly dyskretyzowane i rejestrowane na
oscyloskopie. WartoSci te analizowano wykorzystujac MATLAB. Stosujac
metod¢ najmniejszych kwadratéw (MNK) obliczano parametry opisujace cewke.
W celu zmniejszenia wplywu zakldcen zastosowano filtr Savitzky’ego-Golaya. Na
rys. 5 przedstawiono indukcyjnosci wzajemne migdzy zwojem wymuszajacym a
k-tym zwojem cewki spiralnej. Zostaly poréwnane wyniki numeryczne z
wynikami otrzymanymi podczas pomiarow. Obliczenia zostaly wykonane dla
zwoju wymuszajacego R, = 0.055 m oraz odleglosci pomigdzy zwojem
wymuszajacym a zwojami ptyty z = [0.0087, 0.0112] m. Doprowadzajac napigcie
niesinusoidalne do poszczegdlnych zaciskow tworzacych odseparowane zwoje
cewki spiralnej, zebrano charakterystyke sprz¢zenia magnetycznego pomig¢dzy
zwojami modelujagcymi cewke spiralng a pojedynczym zwojem. Uzyskane
wielkos$ci indukcyjnosci wzajemnej sg identyczne jak na rysunku Sa.

Wystepuja jedynie niewielkie bledy spowodowane malg wartoScig pola
elektromagnetycznego wytworzonego przez element wzbudzajacy. Na podstawie
otrzymanych wynikow mozna stwierdzi¢, ze maksymalna warto$¢ indukcyjnosci
wzajemnych przesunigta jest poza promien zwoju wzbudzajacego. Wynika to z
rozktadu przestrzennego strumienia elektromagnetycznego wokdét  zwoju
wymuszajgcego. Analizowano trzy przypadki: zrodto zasilania doprowadzono
oddzielnie do (1, 17, 32) zwoju i badano sprzgzenie magnetyczne sgsiednich
pigciu zwojow. Wykorzystujgc MNK wyznaczono indukcyjno$¢ wzajemng i
poréwnano z wynikami obliczonymi numerycznie wykorzystujac zaleznos$¢ (15) —
rys. 6. Indukcyjnosci wzajemne obliczona i zmierzona sg bliskie sobie z
doktadnoscig do ok. 1%.
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Rys. 5. Indukcyjnos¢ wzajemna miedzy: a — cewka wymuszajaca a kolejnymi zwojami modelu
cewki spiralnej, b — od zwojow modelu cewki spiralnej do zwoju wymuszajacego, wyznaczona
z zaleznos$ci (15) oraz warto$ci zmierzone
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Rys. 6. Indukcyjnos¢ wzajemna migdzy zwojami modelu cewki spiralnej

5. ROWNANIA UKLADU

Dla modelu uktadu przedstawionym na rysunku 4 obowigzujg rownania w postaci:
L0-10.+ Mop-If,+ R, 1,=U,(t) 6
M, Io+L , Ip+R -1, =U (1)
gdzie: U,(t), Uy(t) napigcie zasilajace zwoj wymuszajacy i napigcie na cewce
spiralnej, /,, I, prad w zwoju wymuszajacym i wektor pradow cewki spiralnej, L,
L,, M,, M,,, indukcyjnosci wlasne i wzajemne oraz R,, R,, rezystancje zwoju
wzbudzajacego i cewki spiralne;.
Dla modelu cewki spiralnej:
u,=1,-U,@®), 1,0)=1,-1I, (17)
gdzie 1, 1 1, oznaczajg wektory jedynkowe odpowiednio wierszowy i kolumnowy.
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Mnozac lewostronnie drugie rownanie (16) przez 1, oraz stosujac podstawienie
(17) uktadu réwnan (16) mozna zapisac¢ jako:
Ly Lo+ M1, Ig+ R 1, =U, (1)
. . (18)
1, 'Mpo do+1, 'Lpp A, Ip+1, ~Rpp -1, ~ISP =USp(t)
Po przeksztatceniu uktadu rownan (18) mozna zapisac jako:

Lylo+ M, Igp+ R 1,=U,(0)
. . (19)
Mspo-lo+ Lsp-13p+ Rsp-lsp =Usp(t)
gdzie oznaczano odpowiednio: U,(t), Uy,(t) napiecie zasilajagce zwoj wymuszajacy
1 napigcie na cewce spiralnej, /,, ;, prad w zwoju wymuszajacym i wektor pradow
cewki spiralnej, Lo, Ly, My, Mg, indukeyjnosci wlasne i wzajemne oraz R, R,
rezystancje odpowiednio zwoju wzbudzajacego i1 cewki spiralnej.
Dla okreslenia odpowiedzi ukladu na wymuszenie nieliniowe mozna uzy¢
przeksztatlcenia Laplace’a. Przy zerowych warunkach poczatkowych oraz
obcigzeniu cewki spiralnej rezystancja R,, = 0.55 Q z rownania (19) uzyskuje sig:

I () S'Lsp+ RSp+ R, U (s)
S)= N
’ (sL+R, )(s~LSp+ R,+R, ) — "M, M, (20)
—s-M
L, (s)= 72 U, (s) (21)

(sLy+ R, Y 5Lyt Ryt R,, ) ="M 0 M,

Stosujgc MNK do ukladu rownan (19) mozna zidentyfikowaé wszystkie
parametry indukcyjno$ci wiasnych i wzajemnych pomiedzy identyfikowanymi
cewkami oraz rezystancje poszczegélnych cewek. Zakladajac, ze indukcyjnosci
wzajemne s3 sobie rowne uklad rownan (19) mozna zapisaé w postaci
macierzowej. Do obliczen numerycznych wykonujemy konkatenacje wzdhuz
kolumn wielko$ci wejsciowych, co umozliwia wyznaczenie szukanych wielkosci
opisujacych sprzezenie magnetyczne rozpatrywanego uktadu:

L Ip 0 I, 0 U

T
o o '|:Lo Mosp Lsp Ro Rsp:| :|:U0 :| (22)
0 I Iy 0 I, P

6. UWAGI KONCOWE

Cewke spiralng mozna modelowa¢ jako zbior szeregowo polaczonych zwojow
kotowych, ale trzeba uwzgledni¢ promien przewodu tworzacego zwoj. Zgodno$é
indukcyjno$ci obliczonych i zmierzonych $wiadczy o poprawnosci przyjetego
modelu i daje podstawy do analizy bardziej ztozonych uktaddéw np.: zwoj — ptyta
przewodzaca. Modele pojedynczego zwoju i1 cewki spiralnej umozliwiaja
utworzenie modelu cewki walcowej wielowarstwowe;j.
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CIRCUIT ANALYSIS THE MAGNETIC COUPLINGS OCCURRING
BETWEEN THE CIRCULAR TURN AND THE SPIRAL COIL

The paper deals with the magnetic coupling between circular conductive turns arranged
concentrically on the plane and the single forcing turn organized in axially symmetric
configuration. Circular turns are made of a material which is a conductor and is not
ferromagnetic. Using the Biot-Savart law equations describing the distribution of the
magnetic field around a single turn, taking into account the radius of the wire turn were
derived. Original relationship was obtained. It allows to calculate inductance of single turn
and mutual inductance relative to the other turns. From these formulas inductance matrix of
individual coils of the spiral coil model was built. Spiral coil inductance has been described
on the basis of the establish coil model inductance matrix. Based on the Biot-Savart law
self-inductance of the coil forcing and mutual inductance vector between the forcing turn
and the individual turns of spiral coil model were described.



