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1&$!()&+ $)1!  !()8&$)8! #2 1&00 M )$ )0 
#"0)0$!"$ A)$. $.! 1&$!()&+ 8!+#
)$, E)"
$.! N&*(&"*! 0!"0!F #2 $.! 8#+31!$()
 1&00  !"0)$,5 ρ̇5 2#3" )" O; 1# !+0 P7℄9 :"
#$.!( A#( 05 !"!(*, 
#"8!(0)#" #

3(0 )" $.! 1! )31 <#A $.(#3*. &" !D/&"0)8!
 !8)
! E"#HH+!5 *3) ! 8&"!0F &" & 1!
.&")
&+  !8)
! E(#$#(F9

?# !"2#(
! $.! 
#"0$&"$ 1&00 <#A (&$!5 ṁ = const5 #2 $.! 1! )31 $.(#3*.
$.! 0$&*! /&00&*! &" )$0 
+!&(&"
!0 & 
#"0$&"$ /(!003(!  )I!(!"
! -!$A!!" )"+!$
&" #3$+!$ 0$&*!0 "!! 0 $# -! 030$&)"! 5 )9!95 -!$A!!" pin &" pout9 R&(&1!$!(0
 !"#$! -, SC; ṁ5 p5 v5 T 5 03-0
()/$0 in &" out 1&, -! &+0#  !$!(1)"! &$
/#)"$0 4 &" 7 EC)*9 6F5 (!0/!
$)8!+,9 C#( $.! !"$)(! $3(-)"! A! 303&++, B"#A -#$.
/(!003(!05 &0 $.! /(!003(! #2 $.! +)2! 0$!&15 &" $.! /(!003(! )" $.! 
#" !"0!( #(
!D$(&
$)#" /#)"$5 &" )0 ) !"$)G! A)$. $.! 1!&03(! 0$&$)
 /(!003(!9 T03&++, )$
)0 &0031! 5 $.&$ $.!0! /(!003(!0 &(! 
#"0$&"$ )" $.! 1!&03(!1!"$ 
(#00 0!
$)#"&+
&(!&5 A.)
. &++#A0 $# ) !"$)2, $.! /(!003(!0 1!&03(! &$ $.! A&++ E#( )"0) ! &"
)"03+&$)#"F A)$. $.! 4; 1# !+ /(!003(!9 ?.! &0031/$)#" #" !@3&+ /(!003(! &
(#00
$.! 
.&(&
$!()0$)
 
(#00 0!
$)#"&+ &(!& )0 "#$ 1& ! )" SC; 1# !++)"*5 A! .#A!8!(
&*(!!5 $.&$ !"!(*!$)
&++, A!)*.$! /(!003(! #2 $.! 1! )31 )" $.! 
(#00 0!
$)#" )"
@3!0$)#" 0.#3+ -! ) !"$)
&+ $# $.! 4; /(!003(!9 ?.)0 &0031/$)#" (!+&$!0 $# $.!
&8!(&*! SC; /(!003(! -! !@3&+ $# $.! 1!&03(! /(!003(!9 ?.! $.(!!= )1!"0)#"&+
SC; 1# !+ &++#A0 2#( U(!& )"*L $.! 8&+3! #2 $.! /(!003(! /(!
)0!+, &$ $.! 1!&=
03(!1!"$ /#)"$9 :$ )0 /#00)-+! "#A $# !D/+&)" $.!  )I!(!"
! -!$A!!" $.! 4; &" 
1!&03(! /(!003(!0 % $.#0!  )I!(!"
!0 &(! 0)*")G
&"$ &" 1&, (!&
. !8!" 3/ $#
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 !"#$ %&'(
 *(+#$#,
#' %#!-##, ./ &,* 0/ 12*#3' ,##* $#1(,*(,45 6($'!378
!"# 4(9#, :$#'';$# *$2:8 ∆p = pin − pout8 :$2:#33(,4 !"# <2-8 (' ;'#* (, &,
;3!(1&!#37 *(+#$#,! 1&,,#$ (, !"# 
3&''(
&3 ./ &::$2&
" 
21:&$#* -(!" !"# ,;=
1#$(
&3 0/ &::$2&
"5 >, ./8 !"# 4(9#, :$#'';$# *$2: $#';3!' (, #,!"&3:7 *$2: 2?
!"# 1#*(;18 -"(
" (,*;
#' '21# @(,#!(
 #,#$478 ?2$ !"# '&@# 2? #,#$47 
2,9#$'(2,
:$(,
(:3# !2 %# 1#!5 6$21 !"# @(,#!(
 #,#$478 9#32
(!7 9#
!2$ 3#,4!" (' #'!&%3('"#*8
*#,2!#* -(!" cout5 A#! (! %# $#
&33#* !"&! (, &, 2$*(,&$7 
2,9#$4(,4 
"&,,#38 -"#$#
"#&!(,4 &,* -2$@(,4 *(1(,('" !"# #,#$47 #B;&!(2, :#$ 2,# @(324$&1 2? & -2$@(,4
1#*(;1 "&' & ./ ?2$1 CDD8D08EF℄

iin(pin, Tin) +
c2in
2

= iout(pout, Tout) +
c2out
2

. H0I

J"(' #B;&!(2, &332-' !"# 2;!3#! 9#32
(!7 9#
!2$ 3#,4!" !2 %# *#!#$1(,#* CDD8D0℄

cout =
√

2(iin − iout) + c2in . HKI

LB;&!(2, HKI (' $#&*(37 ;'#* %7 1#&';$#1#,! #,4(,##$'8 '(,
# (! 2,37 $#B;($#'
1#&';$#* :$#'';$#' &,* !#1:#$&!;$#' &! %2!" 
"&,,#3 (,3#! &,* 2;!3#!8 '2 !"&!
!&%;3&$(M#* #B;&!(2,' 2? '!&!# 
2;3* :$29(*# #,!"&3:(#' iin &,* iout5 J"# #,#$47
#B;&!(2, H0I (' 
2$$#
! *;$(,4 
21:$#''(2, &' -#33 &' *;$(,4 #N:&,'(2, CO℄5 P9#$&4#
9#32
(!7 9#
!2$ 3#,4!" cout #,#$4#!(
&337 &9#$&4#*8 (' '3(4"!37 "(4"#$ ?$21 !"# 9#
!2$
3#,4!" *#$(9#* ?$21 121#,!;1 
2,'#$9&!(2, #B;&!(2, &,* &9#$&4#* -(!" $#':#
!
!2 121#,!;18 &,* "#,
# cout ≥ |cout| CE℄5

>, ./ 
21:;!&!(2, :$&
!(
# *#!#$1(,&!(2, 2? #,!"&3:7 iout ?2$ !"# $#&3 <2-
(' (1:2''(%3# !2 %# 1&*# *($#
!378 '(,
# !"# !#1:#$&!;$# Tout (' ;,@,2-,5 Q#,
#

&3
;3&!(2,' &$# %&'#* 2, & "7:2!"#!(
&3 B;&,!(!78 429#$,(,4 #,!($# ?;$!"#$ *#'(4,
:$2
#'' R (! (' !"# (*#&3 9#32
(!78 (, !"# 3(!#$&!;$# @,2-, &' S!"#2$#!(
&3T 9#32
(!7
CF8DO℄8 -"(
" (' 
21:;!#* ?$21 & *(+#$#,! #,!"&3:7 *$2: ?$21 !"# $#&3 2,# 2
=

;$$(,4 (, LB5 HKI5 U#V#
!(,4 B;&,!(!(#' ;,&%3# !2 #'!&%3('" $#&*(378 ';
" &' "#&!
#'
&:# ?$21 '!#&1 !"$2;4" 
"&,,#3 -&33'8 !;$%;3#,! "#&! !$&,'?#$ &32,4 !"# 
"&,=
,#3 %#!-##, (!' (,3#! &,* 2;!3#!8 !;$%;3#,! 121#,!;1 !$&,':2$!8 ?$(
!(2,&3 $#'('=
!&,
# &4&(,'! 
"&,,#3T' -&33'8 ?$(
!(2, %#!-##, <;(* '!$#&1'8 #!
58 W,&337 & :(
!;$#
#1#$4#' 2? & S!"#2$#!(
&3T #,!"&3:7 9&3;# iout,t 2? ';
" &, (*#&337 #3&'!(
 H$#9#$'(%3#I

2,9#$'(2,5

X#$!&(, &::$2N(1&!(2, 2? (*#&3 #,!"&3:7 9&3;# (' &, #,!"&3:7 12'!37 #1:327#*
(, ./ 12*#3'8 *#W,#* !2 %# !"# #,!"&3:7 2? &, ('#,!$2:(
 
2,9#$'(2, H#N:&,'(2,8

21:$#''(2,IY (! (' 
&3
;3&!#* -(!" !"# ;'# 2? #B;&!(2,' 2? '!&!#

iout,s = iout,t(pout, sin) . HFI

Q#$#8 (*#&3 
2,9#$'(2, (' #,?2$
#* %7 !"# &'';1:!(2,8 !"&! (! :$2
#''#' (, !"# #,=
!($# 
"&,,#3 -(!" & 
2,'!&,! #,!$2:7 9&3;# 2? !"# 1#*(;1 sin = sout = const5



 ! "# $%&'%()*+ ,# -%.
0+ 1# 2(%345&*4  ! "#$

 ! "# $"#!"%&'"#()$ *+,- ,!()+# ./ 0$$"%& !() #'.#
+"2! s3  ! "# ()%
) )4
)##"5)6/
#!"7)%"%& !() 
,%$"!",% *,+ 
,%5)+#",% 8 )%!+,2/ ,* !() -)$"'- 9,:"%& !(+,'&(
!() 
(0%%)6 
(0%&)# 0%/:0/; .,!( !(+,'&( )60#!"
 
,%5)+#",% $)#
+".)$ :"!( )<'0=
!",%# ,* #!0!) 0%$ !(+,'&( "%!)+%06 #,'+
)# >2+,$'
"%& )%!+,2/?; ,+"&"%0!"%& *+,-
!() 0.,5) $)#
+".)$ 2+,
)##)#3

@%,!()+ !(),+)!"
06 )%!(062/ "# !() )%!(062/; :("
( 506') )5,65)# ,%6/ 0# 0 +)=
#'6! ,* 0%/ 0+."!+0+/ 
(0%&) "% )<'0!",%# ,* #!0!); :("6) !() 
(0%&)# *+,- "++)=
5)+#".6) 2+,
)##)# 0+) +)A)
!)$ $') !, !() 9'"$ .)"%& 0##'-)$ "$)063 B() $)C%"!",%
"# !()%

iout,p = iout,t(pout, sout,p) . DEF

B(+,'&(,'! !() 202)+ "! :"66 .) 
066)$ )%!(062/ ,* "$)06 2,6/!+,2"
 2+,
)## D"!
"# $"#!"%&'"#()$ *+,- ,!()+# ./ 0$$"%& !() #'.#
+"2! pF; )%!+,2/ *,+ :("
( "#

,-2'!)$ :"!( %)&6)
!"%& 0%/ "++)5)+#".6) 2()%,-)%0 "% !() 9,:3

B() +)06 5)6,
"!/ cout ,* !() #!)0- 6)05"%& !() %,GG6) "# 6,:)+ !(0% !() !()=
,+)!"
06 5)6,
"!/ cout,t; +)&0+$6)## )%!(062/ $)C%"!",% )-26,/)$; )"!()+ "#)%!+,2"

H<3 DIF ,+ 2,6/!+,2"
 H<3 DEF3  % .,!( 
0#)#; #0-) 6,##)# $)
+)0#) !() 5)6,
"!/;
!(0! "# !() *+"
!",% .)!:))% !() -,6)
'6)# 0%$ !() 5)##)6 :066#3 B() ,%6/ -)0#'+)
*,+ 2+0
!"
06 )#!"-0!",% ,* !(,#) >$"#
+)20%
")# *+,- !() !(,'&(! D+)*)+)%!"06F "$)=
06"!/? D!()#) 0+) %,! 6,##)#  !" #! "% 0%/ 
0#)F "# !() 0##'-)$ "% !() JK -,$)6; 0%$

06
'60!)$ "% 0 LK -,$)6; 5)6,
"!/ +)$'
!",% 
,)M
")%!; $)%,!)$ "% 6"!)+0!'+) ./
ϕ D%,GG6)#; &'"$) 50%)#F ,+ ψ D+,!,+#F3  % !("# 
0#) !() +)06 6)%&!( ,* !() 5)6,
"!/
5)
!,+ D$"+)
!",% #!"66 +)-0"%# '%N%,:%F 0
<'"+)$ *+,- !() )%)+&/ 
,%#)+50!",%
)<'0!",% #0!"#*0
!",% 
,%$"!",% "#O

cout = ϕcout,t . DPF

Q"+#! )-2"+"
06 +)#)0+
( ,% $)!)+-"%"%& !() ϕ 
,)M
")%! :)+) 
,%$'
!)$ ./
R(+"#!6)"%; Q6'&&)6; S!,$,60; T+,:% 0%$ T,5)+" UI;VW℄3  !# 506')# $)2)%$ #!+,%&6/
,% !() "$)06 5)6,
"!/ 0%$ 0++0%&) !()-#)65)# "% !() #, 
066)$ %,GG6) 
(0+0
!)+"#!"

ϕ = 0.95; J3YEW 0! ZJJ 0%$ WJJ -[#; +)#2)
!"5)6/3 K)5"0!",% *+,- !() "$)06"!/
D(/2,!()!"
06 6,##)#F ,* N"%)!"
 )%)+&/ 0+) $)!)+-"%)$ ./ !() 6,## 
,)M
")%! ζ =
1− ϕ2 UVZ℄3

\:"%& !, !() *0
!; !(0! "% JK -,$)6 -,#! 0

'+0!)6/ "# 
,-2'!)$ !() !(),=
+)!"
06 5)6,
"!/; "! "# )0#")+ !, *,+-'60!) !() !(),+)!"
06 -0## 9,: +0!) !(0% !()
+)06 -0## 9,: +0!)3 ])%
); !() +)06 -0## 9,: +0!); :("
( 0

,+$"%& !, !() 5)=
6,
"!/ 2+,C6) "# 06:0/# 6,:)+; -0/ .) $)#
+".)$ :"!( !() )-2"+"
06 -0## 9,: +0!)

,)M
")%! µO

ṁ = µṁt . DWF

 % !() JK -,$)66"%& 2+0
!"
); -0## 9,: +0!) 
,)M
")%! $)!)+-"%0!",% .0#)# ,%

,-2'!"%& !() !(),+)!"
06 -0## 9,: +0!); ṁt; 0%$ -)0#'+"%& !() +)06 -0## 9,:
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 !"#$ ṁ = ṁexp$

µ0D =
ṁexp

ṁt,0D
. %&'

() *++*,-"# ,-".!"-*) -, "/# 
!,# -) 12 3*4#5-)6 782 9 "/#  #!5 3!,, :*;  !"#
-, !

. !"#5< 
*3+."#4$ !)4 -)"# + #"!"-*)!5 4-=
.5"-#, ! -,# ;-"/ "/# "/#* #"-
!5
*)#> ?/#) @*"/ 3!,, :*;  !"#, ! # 
*3+."#4 ;-"/ "/# .,# *A "/# ,!3# ).3# -
!5
"!@5#, *A ,"!"#$ A* "/# +*5<" *+-
 
/!)6# *A ,"!"#$ "/# 3!,, :*;  !"# 
*#=
-#)"
3!< @# 4#"# 3-)#4 A* #!
/ ". @-)# ,"!6# * "/# #)"- # ". @-)# !,

µCFD =
ṁCFD

ṁt,CFD
. %BC'

D/# µCFD 
*#=
-#)" -, ,5-6/"5< ,3!55# "/!) µ0D$ )*)#"/#5#,,$ A* 4#,-6) +. +*,#,
-" 3!< @# !,,.3#4 "/!" µ0D = µCFD>

E"  #F.- #, )*"-)6$ "/!" "/# 3!,, :.G 
*3+."#4 -) 782 -, "/# @!,-
 -)"#6 !5
+! !3#"# *A "/# 12 :*;$ ;/-
/ -, 
*)" *55#4 4. -)6 "/# ).3# -
!5 + *
#,, H -"
-, +*,,-@5# "* @#  #!4 -) !)< ,#
"-*)$ A$ %)*" )#
#,,! -5< +5!)! ' *A ! ". @-)# :*;
4*3!-)$ * -#)"#4 ;-"/ ! )* 3!5 I#
"* $ n$ !, JK℄

ṁCFD =

∫∫

A

ρvndA =

∫∫

A

ρv · ndA , %BB'

;/# # "/# )* 3!5 "* ,. A!
# I#5*
-"< 
*3+*)#)" 3!6)-".4#$ vn$ *

. ,$ )*" "/#
#)"- # 3!6)-".4# *A "/# I#
"* > D !),-"-*) "* "/# C2 3*4#5 -, !, A*55*;, JK$BM℄N

ṁ0D =

∫∫

A

dA

∫∫

A
ρdA

∫∫

A
dA

∫∫

A
ρvndA

∫∫

A
ρdA

= Aρ̃cn = Aρ̃µ0Dct = µ0Dṁt,0D , %BK'

;/# # ρ̃, ρ ! # "/# !I#  !6# I*5.3# !)4 I*5.3# 4#),-"< *A ! 3#4-.3  #,+#
"-I#5<$
!)4 ct -, "/# "/#* #"-
!5 !I# !6# I#5*
-"< I#
"* 5#)6"/$ cn -, "/# )* 3!5 "* ,. A!
#
I#5*
-"< 
*3+*)#)" 3!6)-".4# -) C2>

D/# :*; 
*#=
-#)" 4#+#)4, *) @*"/ "/# A!
"$ "/!" "/# !I# !6# I#5*
-"<$ c =
ϕct$ 4#"# 3-)#, "/# 
*),"!)" I#5*
-"< + *O5# ;-"/-) "/# ,#
"-*)$ !)4 "/!" -", I!5.#
!)4 "/# 4- #
"-*) *A "/# !I# !6#4 I#
"* 
 -, .)P)*;)$ "/!" #)A* 
#, !,,.3-)6
cn = c · n ∼= c JK℄ >

 !"#$% "& '($ )'*+$

Q#
!55$ "/!" "/# A.)4!3#)"!5 "!,P !/#!4 *A ! ;* P-)6 3#4-.3 -, -", 
*)" -@."-*)
-) "/# + *
#,, *A #)# 6< 
*)I# ,-*) A *3 "/# 3!5 "* 3#
/!)-
!5 H #-"/# -) "/#
A* 3 *A :.-4 ,"* -)6 #)# 6< !" *)# +5!
# !)4 "/#) " !),A#  -)6 "/-, #)# 6< -)"*

 5.(( 6%0
.00%,! ,- "#%0 7&,/($8 ,!$ 
'! 9!6 %! 8,!,1&'7# :3℄



 ! "# $%&'%()*+ ,# -%.
0+ 1# 2(%345&*4  ! "#$

 !"#$%& '( 
%* "& +! #$% ,"&- ", .+/% (0 
"!1%&#%& ", %!%&23 ,"&-45 6 #$%- #+
 ((3*
-%
$ !+
 ( %!%&23 789* %9'&%44%/ :3 #$% ;"&<+!2 -%/+8- ' & -%#%&4* +4 /%=!%/
:3 #$% >-"1?@"(#%&& %!%&23 789 AB℄ JUV = tv* #$ # +4 #$% '&"/8
# ", -"-%!#8-
789 #%!4"&* t .<!";!  4 #$% D 8
$3 4#&%44 #%!4"&0  !/ #$% - #%&+ ( 1%("
+#3
1%
#"& ", #$% 78+/ v5 E# +4  48F
+%!#(3 2%!%& ( /%=!+#+"! %-:& 
+!2 #8&:8(%!#*
/+G84+1%  !/ #$%&- ( 4#&%44%45 6%
$ !+
 ( '";%& &%
%+1%/ #$&"82$ #$% >-"1?
@"(#%&& %!%&23 789 "!  -"1+!2 48&, 
% ",  :( /% Au* "&+%!#%/ ;+#$  !"&- (
1%
#"&* n* +4 .H /8& AI*B℄0

Nu,CFD =

∫∫

Au

JUV · ndA =

∫∫

Au

tv · ndA . .IJ0

K%&%* t = −pI+ τ +R+D+ . . . +4  43--%#&+
 #%!4"& ", %!#+&% -"-%!#8- 789*

"-'&+4+!2* &%4'%
#+1%(3* %( 4#+
 '&%448&% #%!4"&* #& 
%(%44 1+4
"84 4#&%44 #%!4"&*
L%3!"(/4 #8&:8(%!# 4#&%44 #%!4"&* /+G84+1% 4#&%44 #%!4"&* & &%(3 %-'("3%/ ;+#$
&%4'%
# #" ;"&<+!2 78+/4 .%525* & /+ #+"! 4#&%44 #%!4"& +! 2 4 #8&:+!%40  !/ "#$%&5
E! DMN -"/%(4 ", 78+/4 ;+#$"8# 1%("
+#3 4(+' "!  ; ((* 78+/ 1%("
+#3*  * 84%/ +!
OP5 .IJ0 +4 %P8 ( #" 1%("
+#3* !* ", #$% -"1+!2 48&, 
%4 .H /8& AI*B℄05

O1%! #$"82$ #$% Nu,CFD +4 +!
(8/%/ +! #$% %!%&23 %P8 #+"!* +! DMN 
"-'8?
# #+"! +4 /%#%&-+!%/ %!#+&%(3  !/ 4"(%(3 ,&"- #$% -"-%!#8- : ( !
% %P8 #+"!5
Q$84* +! 
 4% ", #$% 78+/ #%!4"& -"/%(* (+-+#%/ "!(3 #" #$% %( 4#+
 O8(%& 78+/* +5%5*
t = −pI* ;$%&% '&%448&% +4 
"-'8#%/ ,&"-  '"(3#&"'+
 '&"
%445 E# :% %9'%
#%/*
#$ # #$% 
+&
8-,%&%!#+ ( '";%& ,"& #$% O8(%& 78+/* 4 3 Nu,tCFD* ;"8(/ :% , &
2&% #%& #$ ! #$% '";%&  
P8+&%/ ,"&  1+4
"84* #8&:8(%!#  !/ !"! /+ : #+
 78+/*
OP5 .IJ0

Nu,tCFD > Nu,CFD . .IR0

S"#%* #$ # 
"-'8# #+"! ", #$% 
+&
8-,%&%!#+ ( '";%& +! #$% TN -"/%(* : 4%/ "!
#$% TN -"-%!#8- : ( !
%* $ 4  4+-+( & 
$ & 
#%&  4 +! OP5 .IJ0U +# +4 #$% '&"/8
#
", #$%  1%& 2% ,"&
% +! #$% 
+&
8-,%&%!#+ ( /+&%
#+"!* Pu*  !/ #$% u 1%("
+#35

V8-- &+W+!2* #$% /%=!+#+"! ", #$% '";%& ", 4# 2% +4 /%=!%/ /+G%&%!#(3* /%?
'%!/+!2 "! #$% 4# 2% ", #$% /%4+2! '&"
%44 .VW%; (4<+ ABT℄* X%&3
W AIY℄* H /8&
AI*B℄* X8W3&%;4<+ AIZ℄* ["4";4<+ A\*IT℄0

Nu =











ṁr(iin − iout), TN /%4+2! ;+#$"8#  !3 2%"-%#&3,

Pu · u, TN 1%&+=
 #+"! ;+#$ /%4+2!%/ 2%"-%#&3,
∫∫

Au
(−pI+ τ +R)n · udA, JN 1%&+=
 #+"! ;+#$ %9 
# 2%"-%#&3.

.IY0
L%
 ((* #$ # ṁr 4# !/4 ,"& #$% - 44 7"; & #% ", #$% 4#% - 7";! #$&"82$ &"#"&
4# 2% 
$ !!%( .$%!
% #$% r 48:4
&+'#0* iin* iout  &% #$% %!#$ ('+%4 ", #$% 4#% -
 # #$% +!(%#*  !/ "8#(%# ", #$% 4# 2%* &%4'%
#+1%(3 . 1%& 2%/ +! #$% TN 4%!4%0*
Pu = ṁr(cin−cout)eu +4 #$% 
+&
8-,%&%!#+ ( ,"&
%  # #$% &"#"&5 V8&, 
% +!#%2& ( +!
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