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W artykule omówiono sposób formułowania relacji konstytutywnych 
materiałów sprężysto-plastycznych z uwzględnieniem uszkodzenia 
na podstawie dwóch potencjałów: potencjału energetycznego i 
potencjału dyssypacji. Uzyskany model materiałowy jest termody-
namicznie spójny, o ile przyjęte funkcje spełniają określone warunki. 
Przedstawiona metoda została zilustrowana przykładem jednowy-
miarowym oraz przykładem relacji trójwymiarowych z wykorzysta-
niem warunku plastyczności Beltramiego-Michella. 

Słowa kluczowe: uszkodzenie, plastyczność, relacje konstytutywne, ter-
modynamika, funkcja dyssypacji, energia swobodna Helmholtza, napręże-
nia uogólnione. 

Wstęp 
W sformułowaniu klasycznym, modele materiałowe uwzględnia-

jące, poza sprężystością, plastyczność i degradację, wymagają 
podania relacji konstytutywnej łączącej tensory naprężenia i od-
kształcenia, warunków plastyczności i uszkodzenia oraz praw ewo-
lucji zmiennych wewnętrznych, związanych ze zjawiskami nieod-
wracalnymi. Prawo płynięcia, szczególnie w przypadku gruntów, 
może nie być stowarzyszone z warunkiem plastyczności. Aby za-
proponowany model był konsystentny termodynamicznie, muszą 
być spełnione pierwsza i druga zasada termodynamiki w postaci 
nierówności Clausiusa-Duhema. Tę nierówność sprawdza się 
a posteriori. Podejście przedstawione w pracy usuwa tę niedogod-
ność. Opiera się ono na podaniu dwóch potencjałów, z których 
poprzez różniczkowanie i użycie transformacji Legendre’a uzyskuje 
się wszystkie związki potrzebne do opisu własności materiału. 
Metoda pozwala na uwzględnienie niestowarzyszonych praw ewo-
lucji. Ogólne sformułowanie znajduje się w [1,2,3,7,10,12], jednak 
celem niniejszej pracy jest uszczegółowienie tych relacji dla mate-
riału sprężysto-plastycznego z uszkodzeniem opisanym co najwyżej 
tensorem drugiego rzędu (rozdział 1) i zilustrowanie omawianej 
teorii przykładem - w rozdziale 2 przedstawiono model opisujący 
sprzężone sprężystość, plastyczność oraz izotropowe uszkodzenie 
z warunkiem uszkodzenia/plastyczności Beltramiego-Michella. 

1. Model zgodnego termodynamicznie materiału sprężysto-
plastycznego z uszkodzeniem 

Podstawowym założeniem termodynamiki jest, że stan materia-
łu jest opisany w pełni przez stan odkształcenia, temperaturę i 
kinematyczne zmienne wewnętrzne, stosowne w rozpatrywanym 
procesie. W pracy uwzględniono sprężystość, plastyczność i uszko-
dzenie w zakresie małych deformacji. Odpowiednimi zmiennymi 

opisującymi materiał są tensor całkowitego odkształcenia ε , tensor 

odkształcenia plastycznego Pε  oraz tensor uszkodzenia M , który 

jest tensorem rzędu drugiego. Zakłada się, że temperatura nie 
zmienia się w trakcie procesu obciążania. 

Poprawność modelu materiałowego zdeterminowana jest przez 
dwa czynniki: jego kompatybilność z danymi doświadczalnymi dla 
wybranego materiału i zgodność termodynamiczną. Model uznaje 

się za konsystentny termodynamicznie, gdy spełnione są pierwsza i 
druga zasada termodynamiki [7,10]. 

Aby w pełni opisać zachowanie się materiału, tj. wyznaczyć re-

lację między tensorami naprężenia σ  i odkształcenia ε , a także 

podać wartości składowych zmiennych wewnętrznych ( Pε  oraz 

M ) w danej chwili trwania procesu obciążenia, przyjmuje się dwa 
potencjały: potencjał energetyczny oraz potencjał dyssypacji. Na 
podstawie tych dwóch funkcji wyznacza się wszystkie związki po-
między zmiennymi oraz warunek plastyczności/uszkodzenia w 
sposób opisany poniżej. Poprzez wybór odpowiednich potencjałów 
zapewnia się termodynamiczną spójność modelu. 

 
1.1. Potencjał energetyczny 

Potencjał energetyczny jest jednym z czterech: energia we-
wnętrzna, energia swobodna Helmholtza, potencjał Gibbsa lub 
entalpia. Wymienione funkcje mają różne argumenty, ale są ze sobą 
ściśle powiązane transformacjami Legendre’a [3,10]. W sformuło-
waniu ogólnym można użyć dowolnego z wymienionych potencja-
łów. Przyjęcie energii swobodnej Helmholtza umożliwia bezpośred-
nie uzyskanie składowych tensora naprężenia, gdy dane są skła-
dowe stanu odkształcenia, co stanowi udogodnienie przy symula-
cjach ze sterowaniem przemieszczeniowym. Z drugiej strony, aby 
uzyskać niektóre z dalszych zależności trzeba odwrócić tę zależ-
ność (tj. uzyskać odkształcenie w zależności od naprężenia), co 
może być dość trudnym zadaniem. Te zależności uzyskuje się 
bezpośrednio z funkcji Gibbsa [3]. 

Energia swobodna Helmholtza jest wypukłą funkcją tensorów 
odkształcenia całkowitego i plastycznego oraz tensora uszkodzenia: 

 , ,PF F ε ε M , (1) 

przy czym dla sprężysto-plastyczności i sprężysto-lepko-
plastyczności argumentem jest różnica tensorów odkształcenia 
[7,9], tj: 

   , , ,P PF F ε ε M ε ε M . (2) 

Energia swobodna Helmholtza powinna być przyjęta tak, aby 
przy wszystkich argumentach zerowych, zerował się także poten-
cjał. Postać F  zależy od rozpatrywanego modelu materiału. W 
przypadku połączenia sprężysto-plastyczności i uszkodzenia dla 
materiału izotropowego często używa się ogólnej postaci [6,9]: 
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gdzie tr  oznacza operację śladu,  ,  ,  ,  ,   oraz   są 

parametrami materiałowymi, przy czym   i   są stałymi Lamego. 

Potencjał Helmholtza służy do wyznaczenia uogólnionych na-
prężeń, tj.: 
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gdzie σ  jest tensorem naprężenia, Pσ  uogólnionym naprężeniem 

związanym z tensorem odkształcenia plastycznego, Mσ  a jest 

uogólnionym naprężeniem związanym z tensorem uszkodzenia. 
Przykładowo, dla modelu jednowymiarowego sprężystości, pla-

styczności i uszkodzenia często przyjmuje się [2]: 

    
21

, , 1
2

P PF d E d      , (5) 

gdzie E  jest modułem Younga, a d  skalarnym parametrem 

uszkodzenia [4,7,8]. Na podstawie (4) uogólnione naprężenia są 
więc równe: 
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(6) 

Jak widać, w tym przypadku uogólnione naprężenia związane z 
plastycznością są naprężeniami nominalnymi, a uogólnione naprę-
żenia związane z parametrem uszkodzenia są energią sprężystości 

materiału nieuszkodzonego (przy 0d  ). 

 
1.2. Potencjał dyssypacji 

Jak wzmiankowano, model materiałowy uznaje się za konsy-
stentny termodynamicznie, gdy spełnione są pierwsza i druga zasa-
da termodynamiki w postaci nierówności Clausiusa-Duhema [7,10]: 

0M TD D D   , (7) 

gdzie D  jest całkowitą dyssypacją, MD  dyssypacją mechaniczną, 

a TD  dyssypacją termiczną. W rozpatrywanym zagadnieniu 

0TD   (brak zmian pola temperatury) oraz MD D . Dyssypacja 

i prędkość zmiany energii wewnętrznej są ze sobą związane pierw-
szym prawem termodynamiki [10], a więc także energia swobodna 
Helmholtza jest związana z potencjałem D . Ta zależność ma 
postać: 

P P MD  σ ε σ M , (8) 

gdzie  jest iloczynem skalarnym tensorów. Jak widać, potencjał 
dyssypacji związany jest z uogólnionymi naprężeniami wynikającymi 
z potencjału Helmholtza. Zakłada się, że jest on funkcją prędkości 

zmiany zmiennych wewnętrznych Pε  i M  oraz tych zmiennych, 

które występują w potencjale energetycznym, w tym przypadku ε , 

Pε  i M : 

 , , , ,M P PD D D  ε M ε ε M . (9) 

Podstawowym warunkiem narzuconym na potencjał dyssypacji 
jest jego nieujemność (7), wynikająca z zasad termodynamiki. Po-
nadto potencjał dyssypacji powinien być funkcją wypukłą [5] i, w 
przypadku materiałów niewrażliwych na prędkość obciążenia, jed-

norodną stopnia pierwszego względem Pε  i M , tj.: 

   , , , , , , , ,P P P PD D  ε M ε ε M ε M ε ε M , (10) 

gdzie   jest dowolnym skalarem. 

Poprzez różniczkowanie potencjału dyssypacji po odpowiednich 
zmiennych otrzymuje się uogólnione naprężenia dyssypatywne, tj.: 
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
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M

. (11) 

Przy spełnieniu powyższych warunków, dla funkcji dyssypacji 
istnieje transformacja Legendre’a Y  opisana równaniem: 

   , ,P P M P P MD Y  ε M σ σ σ ε σ M , (12) 

gdzie   jest skalarnym mnożnikiem. Pokazana transformacja jest 

osobliwa [1,3] i wynika z niej: 

 , 0P MY σ σ , (13) 

co jest szukanym warunkiem plastyczności/uszkodzenia. Jednocze-
śnie prawa ewolucji zmiennych wewnętrznych mają postać: 
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σ
. (14) 

Postać (13) warunku plastyczności/uszkodzenia uzyskuje się 
poprzez wyrugowanie z (11) prędkości zmiany parametrów we-
wnętrznych w sposób pokazany poniżej. 

Przykładowo: dla modelu jednowymiarowego można przyjąć 
następującą postać dyssypacji [2]: 
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gdzie 0  jest granicą plastyczności/uszkodzenia, a PR  i dR  są 

współczynnikami bezwymiarowymi. Funkcja jest wypukła i jedno-

rodna względem prędkości P  oraz d . W takim razie uogólnione 

naprężenia dyssypatywne są równe: 
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(16) 

Zależności (16) po podniesieniu stronami do kwadratu, wykona-
niu odpowiednich dzieleń i sumowaniu dają warunek uszkodze-
nia/plastyczności wyrażony w uogólnionych naprężeniach dyssypa-
tywnych: 
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. (17) 

Należy zauważyć, że funkcję Y  można dowolnie mnożyć przez 

skalar, np. 0 , i w dalszym ciągu spełnia ona zarówno (12), jak i 

(13). Ze wzoru (17) wynika, że w tym przypadku wartość funkcji jest 

bezwymiarowa, co z kolei ze względu na (12) powoduje, że   ma 

jednostkę [Pa/s] (jest to jednocześnie jednostka dyssypacji). Prawa 
ewolucji zmiennych wewnętrznych zgodnie z (14) mają postacie: 
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(18) 

Aby znaleźć wartość mnożnika  ,warunek (17) należy uzupeł-

nić o warunek zgodności Pragera (warunek rozwoju plastyczności i 
degradacji) postaci: 

 , 0P dY    . (19) 
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1.3. Hipoteza ortogonalności i warunek plastyczności/uszkodzenia 
zapisany w uogólnionych naprężeniach 
Uzyskano warunek plastyczności/uszkodzenia w uogólnionych 

naprężeniach dyssypatywnych, jednak celem jest otrzymanie zależ-
ności wyrażonych w uogólnionych naprężeniach uzyskanych na 
podstawie energii Helmholtza. Jak powiedziano, dyssypacja i ener-
gia swobodna są ze sobą powiązane prawami termodynamiki po-
przez zależność (8). Jednocześnie założono, że potencjał dyssypa-
cji jest funkcją jednorodną prędkości zmiany zmiennych wewnętrz-
nych (10), a więc na podstawie twierdzenia Eulera i definicji (11) 
uzyskuje się: 

P P P M

P

F F
D

 
   
 

ε M σ ε σ M
ε M

. (20) 

Porównując (8) i (20) otrzymuje się: 

    0P P P M M   σ σ ε σ σ M . (21) 

Równość (21) jest prawdziwa zawsze, jeśli uogólnione naprę-
żenia dyssypatywne są równe naprężeniom uogólnionym, tj. gdy: 

P Pσ σ  oraz M Mσ σ . (22) 

Zależności (22) nazywa się hipotezą ortogonalności (hipotezą Zie-
glera [3,13]). Jest ona słabsza niż (21), tzn. nie wyczerpuje wszyst-
kich możliwych rozwiązań tego równania, jednak jest odpowiednia 
dla pewnej klasy materiałów [3]. 

Ze względu na (22) warunek plastyczności/uszkodzenia (13) 
można zapisać jako 

 , 0P MY σ σ , (23) 

a odpowiednie prawa ewolucji to: 
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Kontynuując przykład jednowymiarowy z poprzednich podroz-
działów, na podstawie wzorów (6) oraz (17) warunek plastyczno-
ści/uszkodzenia można zapisać jako: 
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Z kolei prawa ewolucji (18) oraz warunek zgodności (19) przy 

założeniu 2 2 1P dR R    sprowadzają się do postaci: 
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(26) 

Poprzez dzielenie (26)1 oraz (26)2 eliminuje się  : 

 

2

2

ε

2 1

dP

P

R

Rd E d

 
  

 
. (27) 

Aby uzyskać odkształcenie plastyczne i parametr uszkodzenia 
w funkcji czasu (przy danym naprężeniu) należy scałkować układ 
równań różniczkowych (26)3 i (27). 

2. Przykład materiału sprężysto-plastycznego z uszkodzeniem 
przy warunku Beltramiego-Michella 

W celu zilustrowania procedury znalezienia wartości wszystkich 
parametrów stanu, założono następującą energię swobodną 
Helmholtza: 

     
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ε ε ε ε e e , (28) 

przy czym e  oraz Pe  są dewiatorami odpowiednio tensora od-

kształcenia i odkształcenia plastycznego, a K  i G  to moduł ściśli-

wości i moduł Kirchhoffa. Przyjęto, że odkształcenie jest izotropowe, 

tzn. dM I , gdzie I  jest tensorem jednostkowym, a d  parame-

trem uszkodzenia. 
Postać potencjału dyssypacji określono uogólniając funkcję dla 

przypadku jednowymiarowego (15), por. także [11]. Przyjęto: 
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przy czym zastosowano oznaczenia: 
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 
   

 

2 2
22

2 2

2

3 4
tr tr

, ,
, ,

(1 )

P P

P

P

K G

A B
k d

F d

d

  





ε ε e e

ε ε
ε ε

 

(30) 

oraz , 0A B   i , 1P dR R   są parametrami materiałowymi i za-

chodzi: 

2 2

1 1
1

P dR R
  . (31) 

(29) jest funkcją nieujemną oraz wypukłą [5] i jednorodną 

względem Pε  i d . Jak widać występuje sprzężenie plastyczności i 

degradacji - będą one występowały jednocześnie, każda zmiana 
parametru uszkodzenia będzie pociągać za sobą zmianę składo-
wych tensora odkształcenia plastycznego i na odwrót. 

W dalszych rachunkach pominięto argumenty funkcji ze wzglę-
du na długość zapisu. 

Zgodnie ze wzorem (4) znaleziono uogólnione naprężenia z po-
tencjału energii swobodnej (28): 

    (1 ) tr 2P P

F
d K G


     


σ ε ε I e e
ε

, 

P

P

F
  


σ σ

ε
, 

   
221

tr tr
2 1

d P P

F F
K G

d d



      

 
ε ε e e . 

(32) 

Dodatkowo znaleziono relację między śladami tensorów od-
kształcenia i naprężenia oraz normami ich dewiatorów: 

 
1

tr 3(1 ) tr
3

Pd K    σ ε ε , 

   
2

2 1 tr Pr G d   s s e e , 

(33) 

gdzie s  jest dewiatorem tensora naprężenia. 

Kolejnym krokiem jest pozyskanie relacji opisujących uogólnio-
ne naprężenia dyssypatywne (11) na podstawie (29), tj.: 

2 2
2

3

P
P P

P

RD A p
B

D

 
   
  

σ I e
ε

, 
2

2

d

d

RD
d

Dkd



 


. (34) 

Znalezienie potencjału plastycznego/uszkodzenia wymaga eli-
minacji prędkości z równań (34). W tym celu dokonuje się pełnego 

nasunięcia części kulistych i dewiatorowych Pσ :  

   
2 2 2

2 2 2

1 1 1
tr tr

3 3

P

P P

P

R A p

A R D

   
   

   
σ I σ I , 

2 2 2

2 2 2

P P P

P

R B q

B R D


s s
, 

(35) 
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gdzie Ps  jest dewiatorem Pσ , a następnie podnosi do kwadratu 

(34)3 i zapisuje odpowiednią sumę, aby uzyskać warunek plastycz-
ności/uszkodzenia w przestrzeni uogólnionych naprężeń dyssypa-
tywnych: 

   
21 1

3 3

2 2 2 2

tr tr
1 0

P P P P d

P P d

k
Y

R A R B R

             
 

σ I σ I s s
. (36) 

Korzystając z hipotezy ortogonalności (22) oraz związków (33) 
można otrzymać następujące relacje: 

    21 1

3 3
tr trP P       σ I σ I , 2

P P rs s , 

 

2
2 2

2

4

1

6 41
d

r

K Gd




 
  

  
, 

(37) 

w związku z czym warunek plastyczności/uszkodzenia, po uwzględ-
nieniu (31), przybiera postać: 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
1 1 0

P d

r r
Y

R R A B A B

   
         

  
 (38) 

Prawa ewolucji (24) sprowadzają się do zależności: 

2 2

1 2 2

3
P

PR BA




 
   

 
ε I s , 

 
2

2 2 2

2 11

6 4
P

d
d

R r

K G









. 
(39) 

Stałe A  i B  można wyznaczyć z (38), znając granicę uszko-

dzenia/plastyczności przy rozciąganiu 0  oraz przy czystym ścina-

niu V  (lub dwie inne dowolnie wybrane granice): 

0

2 2

03

V

V

A
 

 



, gdy 03 V   i 2 VB  . (40) 

Aby zinterpretować parametry PR  oraz dR  przeprowadzono 

obliczenia numeryczne dla eksperymentu rozciągania jednoosiowe-
go. Przy tensorze naprężenia σ  jak poniżej z (32)1 otrzymuje się 

składowe  Pε ε : 

 

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 ,

0 0

P

P B PB

B PB



 

 

 

 
 

 
 
  

 
 

  
 
  

σ

ε ε

 

(41) 

przy czym: 

   1 Pd E     ,  B PB P        , (42) 

gdzie   jest współczynnikiem Poissona. W dalszej części nie anali-

zowano odkształceń bocznych, ponieważ nie są one niezbędne do 
interpretacji parametrów i można je łatwo wyrazić poprzez odkształ-
cenia w kierunku rozciągania. 

Korzystając z (32)2,3 uzyskuje się naprężenia uogólnione: 

P  , 
 

2 2

2

1

6 41
d

r

K Gd




 
  

  
. (43) 

Warunek plastyczności (38) sprowadza się do: 
2

0

1 0Y




 
   
 

, (44) 

a prawo płynięcia składowej odkształcenia plastycznego w kierunku 
rozciągania i prawo ewolucji parametru uszkodzenia mają postacie: 

2

0

2
P

PR
 


 , 

 
2

2 2

0

4 1

d

E d
d

R





 . (45) 

Dzieląc stronami (45)1 i (45)2 oraz wykorzystując warunek 
zgodności (19) otrzymuje się następujący układ równań różniczko-

wych z szukanymi funkcjami  P t  oraz  d t : 

 

2

0

2 2
2 1

dP

P

R

Rd E d





, 

  
2 2 2

0

4 1 2 2P

d P P P

E d

R R R

  

 

 
  . 

(46) 

Niech test będzie sterowany przemieszczeniowo z odkształce-
niem osiowym opisanym funkcją liniową czasu: 

 t H t  . (47) 

Wtedy rozwiązaniem układu (46) jest: 

 
2

0

02 2

0 0

( )
2

d

P

P d

H R
t t t

E H R t R





 


, 

 2

0

2 2

0

2
( )

2

P

P d

E H R t t
d t

E H R t R 





, przy 0

0t
E H


 .  

(48) 

Aby zobrazować wyniki przyjęto wartości: 200GPaE  , 

0 200MPa  , 1/ sH  . Wykresy krzywych    pokazano 

dla różnych wartości parametrów dR  i PR .  

Na Rys.1 przedstawiono krzywe sprężystego odciążenia w wy-
branych chwilach czasu. Pokazują one degradację modułu Younga 
oraz stopniowy wzrost odkształceń plastycznych. W miarę zwięk-

szania odkształcenia całkowitego  , odkształcenie plastyczne P  

rośnie liniowo, por. (48) a parametr uszkodzenia d  zwiększa się 

nieliniowo, dążąc do granicznej wartości 1 (całkowite zniszczenie), 
por. Rys.2. 

 

 
 

Rys. 1. Krzywa    przy 2d PR R  . 

 

 
 

Rys. 2. Rozwój parametru uszkodzenia w procesie obciążania przy 

2d PR R  . 

 



I eksploatacja i testy 
 

 

   

AUTOBUSY 12/2018 437 
 

Parametry dR  i PR  mogą się zmieniać w zakresie  1,  i 

są połączone zależnością (31). Jak pokazano na Rys.3 dla 1dR   

przestaje dochodzić do uplastycznienia, tj. materiał sprężysty ulega 
jedynie degradacji widocznej jako zmniejszenie się modułu Younga. 

W przeciwnym przypadku, tzn. 1PR  , nie dochodzi do uszko-

dzenia. Proste odciążenia są do siebie równoległe. Oznacza to, iż 

im mniejsze dR , tym większą rolę w modelu gra degradacja i prze-

ciwnie, im mniejsze PR , tym większe znaczenie ma plastyczność, 

por. Rys. 4. Zatem współczynniki dR  i PR  mogą być interpretowa-

ne jako wagi wpływu każdej zmiennej wewnętrznej na zmianę wła-
sności materiału. 

 

 
 

Rys. 3. Krzywa    i różne ścieżki odciążenia przy zmieniają-

cych się wartościach parametrów dR  i PR . 

 
 

Rys. 4. Rozwój odkształcenia plastycznego w zależności od para-

metru uszkodzenia przy zmieniających się dR  i PR . 

 
W przedstawionym rozwiązaniu nie uwzględniono możliwych 

zmian granicy plastyczności 0 . Ewentualne wzmocnienie lub 

mięknięcie można opisać np. funkcją  0 d , którą należy wpro-

wadzić do równań (46). 

Podsumowanie 
W artykule przedstawiono w sposób skrócony podstawy mode-

lowania konstytutywnego materiałów sprężysto-plastycznych z 
uszkodzeniem opisanym co najwyżej tensorem drugiego rzędu, w 
zakresie małych deformacji. Celem Autorów nie była wyczerpująca 
charakterystyka zagadnień teoretycznych, a jedynie wyodrębnienie 
podstawowych elementów, służących do rozwiązania konkretnych 
zagadnień. Opis ogólny można znaleźć w podanych pozycjach 
bibliografii. 

Niewątpliwą zaletą przedstawionej metody uzyskania relacji 
wiążących zmienne kinematyczne i statyczne, jest spełnienie 
a priori zasad termodynamiki poprzez odpowiedni dobór potencja-
łów. Wykorzystanie potencjałów daje też nadzieję na udowodnienie 
ogólnych twierdzeń opartych na zasadach ekstremalnych [3]. Oma-

wiany sposób dotyczy dość wielu materiałów, a jego ograniczeniem 
jest stosowalność hipotezy ortogonalności. W zakresie przedsta-
wionego sformułowania można uzyskać niestowarzyszone prawa 
płynięcia, co jest istotne szczególnie w modelowaniu gruntów i 
betonu. Wadą jest mało klarowny sposób uzyskania warunku pla-
styczności ze względu na osobliwość transformacji Legendre’a. 
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Thermomechanical framework for modelling elastoplastic 
damaged materials 

In the paper a thermomechanical framework for modelling elasto-
plastic damaged materials is presented. Basic assumptions and 
concepts are given, leading to formulation of constitutive equations 
using two potentials only: Helmholtz free energy and dissipation 
potential. Consecutive steps of the procedure are shown for simpli-
fied one-dimensional case, followed by three-dimensional example 
concerning Beltrami-Michell failure condition. 

Keywords: damage, plasticity, constitutive relations, thermodynamics, 
dissipation potential, Helmholtz free energy, generalized stress. 
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