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W artykule oméwiono sposéb formutowania relacji konstytutywnych
materiatow sprezysto-plastycznych z uwzglednieniem uszkodzenia
na podstawie dwdich potencjatow: potencjatu energetycznego i
potencjatu dyssypacji. Uzyskany model materiatowy jest termody-
namicznie spojny, o ile przyjete funkcje spetniajg okreslone warunki.
Przedstawiona metoda zostata zilustrowana przyktadem jednowy-
miarowym oraz przyktadem relacji trojwymiarowych z wykorzysta-
niem warunku plastyczno$ci Beltramiego-Michella.

Stowa kluczowe: uszkodzenie, plastycznosé, relacie konstytutywne, ter-
modynamika, funkcja dyssypacji, energia swobodna Helmholtza, napreze-
nia uogdlnione.

Wstep

W sformutowaniu klasycznym, modele materiatowe uwzglednia-
jace, poza sprezystoscia, plastyczno$¢ i degradacje, wymagajq
podania relacji konstytutywnej taczacej tensory naprezenia i od-
ksztatcenia, warunkow plastycznosci i uszkodzenia oraz praw ewo-
lucji zmiennych wewnetrznych, zwigzanych ze zjawiskami nieod-
wracalnymi. Prawo ptynigcia, szczegdlnie w przypadku gruntow,
moze nie by¢ stowarzyszone z warunkiem plastyczno$ci. Aby za-
proponowany model byt konsystentny termodynamicznie, muszq
by¢ spetnione pierwsza i druga zasada termodynamiki w postaci
nierownosci Clausiusa-Duhema. Te nieréwnos$¢ sprawdza sie
a posteriori. Podejscie przedstawione w pracy usuwa te niedogod-
no$¢. Opiera si¢ ono na podaniu dwdch potencjatow, z ktorych
poprzez rézniczkowanie i uzycie transformacji Legendre’a uzyskuje
sie wszystkie zwigzki potrzebne do opisu wiasnosci materiatu.
Metoda pozwala na uwzglednienie niestowarzyszonych praw ewo-
lucji. Ogblne sformutowanie znajduje sie w [1,2,3,7,10,12], jednak
celem niniejszej pracy jest uszczegdtowienie tych relacji dla mate-
riatu sprezysto-plastycznego z uszkodzeniem opisanym co najwyze;
tensorem drugiego rzedu (rozdziat 1) i zilustrowanie omawianej
teorii przyktadem - w rozdziale 2 przedstawiono model opisujacy
sprzezone sprezystos¢, plastyczno$¢ oraz izotropowe uszkodzenie
z warunkiem uszkodzenia/plastycznosci Beltramiego-Michella.

1.Model zgodnego termodynamicznie materiatu sprezysto-
plastycznego z uszkodzeniem

Podstawowym zatozeniem termodynamiki jest, Ze stan materia-
tu jest opisany w petni przez stan odksztatcenia, temperature i
kinematyczne zmienne wewnetrzne, stosowne w rozpatrywanym
procesie. W pracy uwzgledniono sprezysto$é, plastycznosé i uszko-
dzenie w zakresie matych deformacji. Odpowiednimi zmiennymi
opisujacymi materiat sg tensor catkowitego odksztatcenia €, tensor
odksztatcenia plastycznego €, oraz tensor uszkodzenia M , ktory

jest tensorem rzedu drugiego. Zaktada sie, ze temperatura nie
zmienia sie w trakcie procesu obcigzania.

Poprawno$¢ modelu materiatowego zdeterminowana jest przez
dwa czynniki: jego kompatybilno$¢ z danymi doswiadczalnymi dla
wybranego materiatu i zgodno$¢ termodynamiczng. Model uznaje

sie za konsystentny termodynamicznie, gdy spetnione sg pierwsza i
druga zasada termodynamiki [7,10].

Aby w petni opisaC zachowanie si¢ materiatu, tj. wyznaczy¢ re-
lacje migdzy tensorami naprezenia ¢ i odksztalcenia ¢, a takze
poda¢ wartosci sktadowych zmiennych wewnetrznych (e, oraz

M ) w danej chwili trwania procesu obcigzenia, przyjmuje sie dwa
potencjaty: potencjat energetyczny oraz potencjat dyssypacji. Na
podstawie tych dwéch funkcji wyznacza sie wszystkie zwiazki po-
migdzy zmiennymi oraz warunek plastycznosci/uszkodzenia w
sposob opisany ponizej. Poprzez wybor odpowiednich potencjatéw
zapewnia sie termodynamiczng spéjnos¢ modelu.

1.1.Potencjat energetyczny
Potencjat energetyczny jest jednym z czterech: energia we-
wnetrzna, energia swobodna Helmholtza, potencjat Gibbsa lub
entalpia. Wymienione funkcje majq rézne argumenty, ale s ze sobg
Scisle powigzane transformacjami Legendre’a [3,10]. W sformuto-
waniu ogolnym mozna uzy¢ dowolnego z wymienionych potencja-
tow. Przyjecie energii swobodnej Helmholtza umozliwia bezposred-
nie uzyskanie sktadowych tensora naprezenia, gdy dane sq skta-
dowe stanu odksztatcenia, co stanowi udogodnienie przy symula-
cjach ze sterowaniem przemieszczeniowym. Z drugiej strony, aby
uzyskac niektére z dalszych zaleznosci trzeba odwrocic te zalez-
nos¢ (tj. uzyska¢ odksztatcenie w zaleznosci od naprezenia), co
moze by¢ do$¢ trudnym zadaniem. Te zaleznoSci uzyskuje sie
bezpos$rednio z funkcji Gibbsa [3].
Energia swobodna Helmholtza jest wypuktg funkcjg tensorow
odksztatcenia catkowitego i plastycznego oraz tensora uszkodzenia:
F=F(&&,,M), (1)
przy czym dla sprezysto-plastycznoSci i sprezysto-lepko-
plastycznosci argumentem jest réznica tensorow odksztatcenia
[7,9], ti:
F(ee,M)=F(g-¢,,M). (2)
Energia swobodna Helmholtza powinna by¢ przyjeta tak, aby
przy wszystkich argumentach zerowych, zerowat sie takze poten-
cjal. Postac F zalezy od rozpatrywanego modelu materiatu. W
przypadku potaczenia sprezysto-plastyczno$ci i uszkodzenia dla
materiatu izotropowego czesto uzywa si¢ ogdlnej postaci [6,9]:

F(s,sP,M):%(itrz(s—sp)+2ﬁtr(s—ap )2)+

+%(77tf2(8—€p)+ytr(s—sp)2)trM+ o

+atr(e—g,)tr((e—g, )M)+
+;(tr((s—s,,)2M),

gdzie tr oznacza operacje $ladu, 1, ji, 7, y, a oraz y sa

parametrami materiatowymi, przy czym A i j sa statymi Lamego.

Potencjat Helmholtza stuzy do wyznaczenia uogéinionych na-
prezen, fj.:
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oF oF oF
0=—"—,0p=""—, 0y =———,

oe 0¢p oM
gdzie o jest tensorem naprezenia, ¢, uogdlnionym naprezeniem
zwigzanym z tensorem odksztatcenia plastycznego, o,, a jest

uogolnionym naprezeniem zwigzanym z tensorem uszkodzenia.
Przyktadowo, dla modelu jednowymiarowego sprezystosci, pla-
styczno$ci i uszkodzenia czesto przyjmuije sie [2]:

F(g,gp,d)zéE(l—d)(E—gp)z, (5)

(4)

gdzie E jest modutem Younga, a d skalarnym parametrem
uszkodzenia [4,7,8]. Na podstawie (4) uogdlnione naprezenia sg
wigc réwne:

oF
—=E@@-d)(e-¢,),
“C—E(1-d)(s-c)
oF

apz—agp =E(1-d)(¢-¢)=0, (6)
oF 1 2 o’
o, =———=—-E(e-¢) =———.
e=oa 2 ey

Jak wida¢, w tym przypadku uogéinione naprezenia zwigzane z
plastyczno$cig sq naprezeniami nominalnymi, a uogoinione napre-
Zenia zwigzane z parametrem uszkodzenia s energig sprezystosci

materiatu nieuszkodzonego (przy d =0).

O =

1.2.Potencjat dyssypacji

Jak wzmiankowano, model materiatowy uznaje sie za konsy-
stentny termodynamicznie, gdy spetnione sg pierwsza i druga zasa-
da termodynamiki w postaci nieréwnosci Clausiusa-Duhema [7,10]:

D=D, +D; >0, (7)

gdzie D jest catkowitg dyssypacjg, D,, dyssypacjg mechaniczna,
a D, dyssypacjg termiczng. W rozpatrywanym zagadnieniu
D; =0 (brak zmian pola temperatury) oraz D = D,, . Dyssypacja
i predko$¢ zmiany energii wewnetrznej sg ze sobg zwigzane pierw-
szym prawem termodynamiki [10], a wiec takze energia swobodna
Helmholtza jest zwigzana z potencjatem D . Ta zalezno$¢ ma
postaé:

D=0,l%, +6,,[M, 8)
gdzie U jest iloczynem skalarnym tensoréw. Jak wida¢, potencjat
dyssypacji zwigzany jest z uogdlnionymi naprezeniami wynikajacymi
z potencjatu Helmholtza. Zaktada sie, ze jest on funkcjq predkosci
zmiany zmiennych wewnetrznych &, i M oraz tych zmiennych,
ktére wystepuja w potencjale energetycznym, w tym przypadku €,
g i M:

D =D, =D(&,M,£,M). 9)
Podstawowym warunkiem narzuconym na potencjat dyssypacii
jest jego nieujemno$¢ (7), wynikajaca z zasad termodynamiki. Po-
nadto potencjat dyssypacji powinien by¢ funkcjg wypuktg [5] i, w
przypadku materiatéw niewrazliwych na predko$¢ obcigzenia, jed-
norodna stopnia pierwszego wzgledem &, i M, tj..

BD (&, M,£,£,,M) = D(B&,, AM,£,£,, M),
gdzie S jest dowolnym skalarem.

Poprzez rozniczkowanie potencjatu dyssypacji po odpowiednich
zmiennych otrzymuije sie uogdlnione naprezenia dyssypatywne, tj.:
c —ﬁ c —ﬁ 11

oo, " oM’ an

(10)
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Przy spetnieniu powyzszych warunkéw, dla funkcji dyssypacii

istnieje transformacja Legendre’a Y opisana réwnaniem:

D(&,,M)+AY (5,,5, ) =0,L&, +6, M, (12)
gdzie 4 jest skalarnym mnoznikiem. Pokazana transformacja jest
osobliwa [1,3] i wynika z niej:

Y (6.6, )=0, (13)
co jest szukanym warunkiem plastycznosci/uszkodzenia. Jednocze-
$nie prawa ewolucji zmiennych wewnetrznych majg postac:

ép=/16j , M= a_Y :
06, 06y,

Posta¢ (13) warunku plastyczno$ci/uszkodzenia uzyskuje sie
poprzez wyrugowanie z (11) predkosci zmiany parametréw we-
wnetrznych w sposob pokazany ponizej.

Przyktadowo: dla modelu jednowymiarowego mozna przyjaé
nastepujaca posta¢ dyssypaciji [2]:

2
. H . E—¢& H
D(g,gp,d,g,,,d)=o-0\/(RPgP)2+[Rd 2(1—_(;)dj , (15)
gdzie o, jest granicq plastycznosci/uszkodzenia, a R, i R, sq
wspdiczynnikami bezwymiarowymi. Funkcja jest wypukta i jedno-

rodna wzgledem predkosci &, oraz d . W takim razie uogdlnione
naprezenia dyssypatywne sg réwne:

(14)

5 2D _ o R2E,
0% .2 E—& N
(RPEP) + Rd md
2
_ . 16
oo Vo g (16)
_ oD _ 2(1-d)

d

=)

Zaleznosci (16) po podniesieniu stronami do kwadratu, wykona-
niu odpowiednich dzielet i sumowaniu dajg warunek uszkodze-
nia/plastyczno$ci wyrazony w uogélnionych naprezeniach dyssypa-
tywnych:

Y(&F,,ad):[ 5Pj+[ 2(1_d)5d)j2—1=0. (17)

o,R ooRy (6 -5

Nalezy zauwazyc, ze funkcje Y mozna dowolnie mnozy¢ przez
skalar, np. o,, i w dalszym ciggu spetnia ona zaréwno (12), jak i
(13). Ze wzoru (17) wynika, ze w tym przypadku warto$¢ funkcji jest
bezwymiarowa, co z kolei ze wzgledu na (12) powoduje, ze 4 ma
jednostke [Pals] (jest to jednoczesnie jednostka dyssypacii). Prawa
ewolucji zmiennych wewnetrznych zgodnie z (14) majg postacie:

8, =227 _ ;20
0 Op (O-O RP )

2
d=12Y 2V2(1-d) 5,
05, oRy (6-¢,)

Aby znalez¢ warto$¢ mnoznika A ,warunek (17) nalezy uzupet-
ni¢ o warunek zgodnosci Pragera (warunek rozwoju plastycznosci i
degradaciji) postaci:

21

(18)

Y (5,.54)=0. (19)



1.3.Hipoteza ortogonalno$ci i warunek plastyczno$ci/uszkodzenia
zapisany w uog6lnionych naprezeniach
Uzyskano warunek plastycznosci/uszkodzenia w uogolnionych
naprezeniach dyssypatywnych, jednak celem jest otrzymanie zalez-
nosci wyrazonych w uogélnionych naprezeniach uzyskanych na
podstawie energii Helmholtza. Jak powiedziano, dyssypacja i ener-
gia swobodna sg ze sobg powigzane prawami termodynamiki po-
przez zaleznos¢ (8). Jednoczes$nie zatozono, ze potencjat dyssypa-
cji jest funkcjg jednorodng predkosci zmiany zmiennych wewnetrz-
nych (10), a wiec na podstawie twierdzenia Eulera i definicji (11)
uzyskuje sie:
D:i[ﬁp +£EM:6P[EP +6, (M.
0¢p M
Poréwnujac (8) i (20) otrzymuie sie:
(6, — 05 & +(5), —0,, )M =0. 21)
Réwnos¢ (21) jest prawdziwa zawsze, jesli uogdlnione napre-
zenia dyssypatywne sg rowne naprezeniom uogélnionym, tj. gdy:
6, =6, Oraz 6,, =G, . (22)
Zaleznosci (22) nazywa sie hipoteza ortogonalnosci (hipotezg Zie-
glera [3,13]). Jest ona stabsza niz (21), tzn. nie wyczerpuje wszyst-
kich mozliwych rozwigzan tego réwnania, jednak jest odpowiednia
dla pewnej klasy materiatow [3].
Ze wzgledu na (22) warunek plastyczno$ciluszkodzenia (13)
mozna zapisa¢ jako

(20)

Y (65,64 ) =0, (23)
a odpowiednie prawa ewolucji to:
. oy oY
gp=A——, M= . (24)
o ooy,

Kontynuujac przyktad jednowymiarowy z poprzednich podroz-
dziatéw, na podstawie wzoréw (6) oraz (17) warunek plastyczno-
$ciluszkodzenia mozna zapisa¢ jako:

o2 (ot o

2
= i2+i2 21 1=o.
Ri Ry )\ o,
Z kolei prawa ewolucji (18) oraz warunek zgodnosci (19) przy

zatozeniu R;? +R;* =1 sprowadzajg sie do postaci:
. AE(1-d)’
20 d AM

g, =A——— d=
" (O'o Re )2 (O'o R )2 (26)
(1-d)(¢-2,)=d(e—¢,).
Poprzez dzielenie (26)1 oraz (26): eliminuje sig 4 :
. 2
Ze - [&J —7 . (27)
d \R.) 2E(1-d)’

Aby uzyska¢ odksztatcenie plastyczne i parametr uszkodzenia
w funkcji czasu (przy danym naprezeniu) nalezy scatkowa¢ uktad
réwnan rézniczkowych (26)s i (27).

2.Przyktad materiatu sprezysto-plastycznego z uszkodzeniem
przy warunku Beltramiego-Michella
W celu zilustrowania procedury znalezienia wartosci wszystkich
parametréw stanu, zalozono nastepujacq energie swobodng
Helmholtza:

F(.s,sp,d)=(l—d)(%Ktr2 (s—sp)+Gtr(e—eP)2j, (28)

B cksploatacja i testy B

przy czym e oraz e, sg dewiatorami odpowiednio tensora od-
ksztatcenia i odksztatcenia plastycznego, a K i G to modut ciéli-
wosci i modut Kirchhoffa. Przyjeto, ze odksztatcenie jest izotropowe,
tzn. M =d 1, gdzie | jesttensorem jednostkowym,a d parame-
trem uszkodzenia.

Posta¢ potencjatu dyssypaciji okreslono uogoiniajac funkcje dla
przypadku jednowymiarowego (15), por. takze [11]. Przyjeto:

. i 2 2,2 22 dd ‘
D(s,sp,d,sp,d):\/RP(A p? +B2q )+[k(§apd)J , (29)

przy czym zastosowano oznaczenia:
1
p=—=trg,, q=./6.[&, ,
\/§ P p-Ep
2 2
\/3K2 tr® (s—sp)+% tr(e—e, )’
k(egp.d)= A B
R F(eg,.d)
(1-d)*
oraz AB>0 i R,,R; >1 sg parametrami materiatowymi i za-
chodzi:

(30)

1.1
R R
(29) jest funkcjg nieujemng oraz wypukta [5] i jednorodng
wzgledem £, | d . Jak wida¢ wystepuje sprzezenie plastycznosci i
degradacji - bedg one wystepowaly jednoczesnie, kazda zmiana
parametru uszkodzenia bedzie pociggaC za soba zmiane sktado-
wych tensora odksztatcenia plastycznego i na odwrot.
W dalszych rachunkach pominigto argumenty funkcji ze wzgle-
du na dtugos¢ zapisu.
Zgodnie ze wzorem (4) znaleziono uogélnione naprezenia z po-
tencjatu energii swobodne;j (28):

=1. (31)

GZ‘Z_F: (L—d) (K tr(6—g, )T+2G(e—e,)),
€
_F
P e, @)
0, = = 2Kt (o5, ) +Gtr(e—e, ) =

Dodatkowo znaleziono relacje miedzy $ladami tensoréw od-
ksztatcenia i naprezenia oraz normami ich dewiatoréw:

- L tre=BA-d)Ktr(e-s,),

=

=5 =26 (1-d ) ir(e—e, ),

gdzie s jest dewiatorem tensora naprezenia.
Kolejnym krokiem jest pozyskanie relacji opisujacych uogolnio-
ne naprezenia dyssypatywne (11) na podstawie (29), tj.:
2 2 2
6, - D _Re/AP; g2 | 5 -PD_ Rdz .
%%, D3 ad Dk
Znalezienie potencjatu plastycznego/uszkodzenia wymaga eli-
minacji predkosci z rownan (34). W tym celu dokonuje sie petnego
nasuniecia cze$ci kulistych i dewiatorowych o, :

T 1, RZAZp?
AZ—R§|:§(U'6P)I:H:§(U‘GP)I:|: PD2 ’

(33)

(34)
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gdzie S, jest dewiatorem @, , a nastepnie podnosi do kwadratu
(34)3 i zapisuje odpowiednig sume, aby uzyska¢ warunek plastycz-
nosci/uszkodzenia w przestrzeni uogdlnionych naprezen dyssypa-
tywnych:
_ _ _ _ 2
VRGN EICL LA +(""dj “1=0.  (39)
RIA RZB R,

Korzystajac z hipotezy ortogonalno$ci (22) oraz zwigzkéw (33)

mozna otrzymac¢ nastepujace relacje:

[4(tre, )T ]| L(tre,)I]=¢7, 5,05 =17,
, 1 ((;2 r2 JZ (37)
Oy = |l aw T ae |
(1-d)' (6K 4G

w zwigzku z czym warunek plastycznosci/uszkodzenia, po uwzgled-
nieniu (31), przybiera postac:

1 1 52 rZ 52 r2
Y=| =+ S
(RZ R ]( AZ BZ ] AZ BZ (38)

Prawa ewolucji (24) sprowadzajq sie do zaleznosci:
. 2¢& 1 2(1-d)’
=1 I+— d=a1———2.
e RZ(\@A B’ J R (@
6K 4G

State A i B mozna wyznaczy¢ z (38), znajac granice uszko-
dzenia/plastycznosci przy rozciaganiu o, oraz przy czystym $cina-
niu o, (lub dwie inne dowolnie wybrane granice):

,9dy \Bo, >0, i B=\20,. (49

A= 049
30 -0}

Aby zinterpretowa¢ parametry R, oraz R, przeprowadzono
obliczenia numeryczne dla eksperymentu rozciggania jednoosiowe-
go. Przy tensorze naprezenia o jak ponizej z (32)1 otrzymuje sie
skladowe (£—¢,):

o 00
c—>|0 0 0|
0 0O
(41)
E—& 0 0
(e—g,)>| 0 & —ép 0o |
0 0 &y — Epg
przy czym:
=(1-d)E(e-¢p), &~ =—Vv(e—&), (42)

gdzie v jest wspdtczynnikiem Poissona. W dalszej czesci nie anali-
zowano odksztatcen bocznych, poniewaz nie sg one niezbedne do
interpretacji parametréw i mozna je tatwo wyrazi¢ poprzez odksztat-
cenia w kierunku rozciggania.

Korzystajac z (32)2;3 uzyskuje sie naprezenia uogdlnione:

Y (1-d)y\eK 4G ) )
Warunek plastycznosci (38) sprowadza sie do:
2
Y {ij ~1=0, (44)
Oy

a prawo ptyniecia sktadowej odksztatcenia plastycznego w kierunku
rozciggania i prawo ewolucji parametru uszkodzenia majg postacie:

épzﬂi,d:;t‘“z(i—_d). (45)
R o, R; o,
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Dzielac stronami (45)1 i (45)2 oraz wykorzystujgc warunek
zgodnosci (19) otrzymuje sie nastepujacy uktad réwnan rézniczko-
wych z szukanymi funkcjami &, (t) oraz d (t):

& R? o,

d RI2E(1-d)’

4E(1—d)(g—gp)+i_ﬁ #0)

R2 o, R2 R,
Niech test bedzie sterowany przemieszczeniowo z odksztatce-
niem osiowym opisanym funkcjg liniowg czasu:

e(t)=Ht. (47)
Wtedy rozwigzaniem uktadu (46) jest:
HR’c
& () = (1),
2EH R:t, +Rio, )
2EHRZ(t-t c
d(t):—zp( 20) L przy ty =—2-
2EH Rt +R’g, EH
Aby zobrazowa¢ wyniki przyjeto wartosci: E =200GPa

o, =200MPa, H =1/s. Wykresy krzywych o—¢& pokazano
dla réznych warto$ci parametrow R, i R .

Na Rys.1 przedstawiono krzywe sprezystego odcigzenia w wy-
branych chwilach czasu. Pokazujg one degradacje modutu Younga
oraz stopniowy wzrost odksztatcer plastycznych. W miare zwiek-
szania odksztatcenia catkowitego &, odksztatcenie plastyczne &,

rosnie liniowo, por. (48) a parametr uszkodzenia d zwigksza sie
nieliniowo, dazac do granicznej wartosci 1 (catkowite zniszczenie),
por. Rys.2.

Ao[MPa]
200

&

0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0010 0012 0014
Rys.1.Krzywa o—¢ przy R, =R, =42.
Ad
I e R E L EEEE PR s
t[s]
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Rys. 2. Rozwdj parametru uszkodzenia w procesie obcigzania przy

R, =R, =2.



B cksploatacja i testy B

Parametry R, i R, moga sie zmienia¢ w zakresie (1,+c0) i
sq potaczone zaleznoscig (31). Jak pokazanonaRys.3dla R, —>1

przestaje dochodzi¢ do uplastycznienia, tj. materiat sprezysty ulega
jedynie degradacji widocznej jako zmniejszenie sie¢ modutu Younga.
W przeciwnym przypadku, tzn. R, —1, nie dochodzi do uszko-

dzenia. Proste odcigzenia sg do siebie réwnolegte. Oznacza to, iz
im mniejsze R, , tym wigksza role w modelu gra degradacja i prze-
ciwnie, im mniejsze R, , tym wieksze znaczenie ma plastycznos¢,
por. Rys. 4. Zatem wspétczynniki R, i R, moga byc¢ interpretowa-
ne jako wagi wptywu kazdej zmiennej wewnetrznej na zmiane wta-
sno$ci materiatu.
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Rys. 3. Krzywa o —¢& i rdzne Sciezki odcigzenia przy zmieniaja-
cych sie warto$ciach parametréw R, i R, .
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Rys. 4. Rozwoj odksztatcenia plastycznego w zaleznosci od para-
metru uszkodzenia przy zmieniajacych sie¢ R, i R, .

W przedstawionym rozwigzaniu nie uwzgledniono mozliwych
zmian granicy plastycznosci o,. Ewentualne wzmocnienie lub

migknigcie mozna opisa¢ np. funkcjg o, (d), ktéra nalezy wpro-
wadzi¢ do réwnan (46).

Podsumowanie

W artykule przedstawiono w sposéb skrocony podstawy mode-
lowania konstytutywnego materiatéw sprezysto-plastycznych z
uszkodzeniem opisanym co najwyzej tensorem drugiego rzedu, w
zakresie matych deformaciji. Celem Autoréw nie byta wyczerpujaca
charakterystyka zagadnien teoretycznych, a jedynie wyodrebnienie
podstawowych elementéw, stuzacych do rozwigzania konkretnych
zagadnien. Opis ogélny mozna znalezé w podanych pozycjach
bibliografii.

Niewatpliwg zaletq przedstawionej metody uzyskania relacji
wigzacych zmienne kinematyczne i statyczne, jest spetnienie
a priori zasad termodynamiki poprzez odpowiedni dobér potencja-
tow. Wykorzystanie potencjatéw daje tez nadzieje na udowodnienie
ogdlnych twierdzen opartych na zasadach ekstremalnych [3]. Oma-

wiany sposéb dotyczy do$¢ wielu materiatéw, a jego ograniczeniem
jest stosowalnos¢ hipotezy ortogonalnosci. W zakresie przedsta-
wionego sformutowania mozna uzyska¢ niestowarzyszone prawa
ptyniecia, co jest istotne szczegoinie w modelowaniu gruntow i
betonu. Wadg jest mato klarowny sposéb uzyskania warunku pla-
stycznoci ze wzgledu na osobliwo$¢ transformaciji Legendre’a.
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Thermomechanical framework for modelling elastoplastic
damaged materials

In the paper a thermomechanical framework for modelling elasto-
plastic damaged materials is presented. Basic assumptions and
concepts are given, leading to formulation of constitutive equations
using two potentials only: Helmholtz free energy and dissipation
potential. Consecutive steps of the procedure are shown for simpli-
fied one-dimensional case, followed by three-dimensional example
concerning Beltrami-Michell failure condition.

Keywords: damage, plasticity, constitutive relations, thermodynamics,
dissipation potential, Helmholtz free energy, generalized stress.
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