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Streszczenie. W pracy przedstawiono ogélna procedure tworzenia rankingéw zbioru obiektow przy
relacji preferencji bazujacej na dowolnej funkeji rankingowej. Analize mozliwych do wykorzystania
funkgji rankingowych rozpoczeto od pokazania fundamentalnych wad powszechnie stosowanych
funkcji w postaci sumy wazonej. Jako szczegdlny przypadek procedury rankingowej w przestrzeni
z relacja zaproponowano procedure bazujaca na pojeciu elementu idealnego i uogdlnionej odlegtosci
Minkowskiego od tego elementu. Procedura ta przedstawiona w postaci uniwersalnego algorytmu
rankingowego eliminuje wigkszos¢ wad funkeji rankingowej w postaci sumy wazone;.

Stowa kluczowe: funkcje rankingowe, relacja preferencji, klastry rankingowe, punkt idealny, uniwer-
salny algorytm rankingowy

1. Wprowadzenie

Zagadnienie tworzenia ranking6éw zbioru obiektéw ocenianych wielokryterialnie
jest bardzo powszechne w wielu dziedzinach zycia. Rozni si¢ od klasycznego zagad-
nienia optymalizacji tym, Ze okresla ,,jakos¢” wszystkich obiektéw od ,,najlepszego
do najgorszego’, a nie wylacznie element ,,najlepszy”, co jest domeng optymalizacji
[1, 2, 7]. Typowe rankingi, konstruowane na potrzeby komercyjne czy tez spoteczne,
tworzone s3 na ogot w oparciu o tzw. funkcje rankingowe lub tez heurystycznie,
a nawet intuicyjnie, bazujac na bardzo prostych metodach i narzedziach. Nie maja
one zatem wystarczajacego waloru obiektywizmu i czesto stuzg jedynie celom mar-
ketingowym, a nawet swego rodzaju manipulacjom. W wielu obszarach zycia jest to
jednak niedopuszczalne i bardzo szkodliwe. Takimi przykladami s np. procedury
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ustalania rankingu ofert w zamdwieniach publicznych (przetargach) i wszelkich in-
nych podobnych przedsiewzigciach, jak konkursy projektow, grantéw itp., w ktérych
wynik rankingu ma konsekwencje finansowe, prestizowe lub handlowe. Powszechnie
stosowane metody polegajace na tworzeniu tzw. ,,ocen wazonych” czy tez ,wazonych
decyzji ekspertéw” sa obarczone subiektywizmem i mozliwoscig kamuflowane;j
manipulacji. Latwo mozna pokaza¢, ze dobierajac odpowiednie warto$ci wspélczyn-
nikéw wagowych lub wartosci progéw, mozna istotnie zmienia¢ ranking wynikowy.
Celem niniejszej pracy jest pokazanie metody tworzenia rankingéw odpornych na
mozliwo$¢ manipulacji, obiektywnie wynikajacych z przyjetego modelu preferencji
zdefiniowanego w przestrzeni kryteriéw oceny poszczegdlnych obiektow.

2. Podstawowe wady funkcji rankingowych typu ,,suma wazona”

Do sformulowania zadania rankingu zbioru mozna podchodzi¢ na wiele sposo-
béw [3, 4, 5, 8]. Bardzo powszechna i szeroko stosowang klas¢ metod rankingowych
stanowig metody oparte na funkcji rankingowej [5].

Niech X — zbidr obiektow podlegajacych rankingowi

F(x)=ye€ RY — wielokryterialna ocena (model ,,jakosciowy”) obiektu, ma-
jaca postac:

F(x) = (F(x),.... F,(x),... Fy (x))e RY,

gdzie: F,(x) — ocena obiektu x € X w sensie wskaznika nr n e N;
F(X)= {F(x) =ye€ RN|x € X}: Y — obraz jako$ciowy zbioru
obiektow X.

Ogoélnie funkcja rankingowa nazywamy dowolng funkcje postaci:
[:Y=F(X)— R, taka, ze jesli dla dowolnych y',»* €Y zachodzi O FOM),
to uznajemy, ze y' jest lepszy (co najmniej tak dobry) od y*.

Relacja R(f) preferencji rankingowych, zdefiniowana na podstawie funkcji
rankingowej f, ma wobec tego posta¢ nastepujaca:

R(N)=A.2)eyxY|r (»)2 1 (2)}. (2.1)

Liczba f(y) jest traktowana jako kompleksowa, skalarna ocena elementu y (a tym
samym elementu x). Relacja rankingowa (2.1) w ogélnym przypadku jest jedynie
relacjg zwrotna i przechodnig, a wiec nie gwarantuje rankingu uniwersalnego
(liniowego). Do najczesciej stosowanych w praktyce metod rankingowych zaliczana
jest metoda sumy wazonej. Polega ona na porzadkowaniu zbioru Y, korzystajac

z funkgji skalarnej f, zdefiniowanej jako suma wazona kryteriéw czastkowych
F (x), neN
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f)=fFX)= a,F,(x), (2.2)

neN

przy zalozeniu normalizacyjnym, ze
a) 2 a, =1,

b) a,20, neN.

Metoda ta posiada bardzo istotng wade wynikajaca gléwnie z faktu braku
mozliwosci ,,obiektywnego” wyznaczenia wspofczynnikéw wagowych «,, ne N.
Posta¢ koncowego rankingu jest na ogo! tez bardzo ,,wrazliwa” na zmiany wartosci
tych wspolczynnikow, a ponadto nie zawsze jest to tzw. ranking jednoznaczny. Do-
datkows, bardzo duzg wada jest ,,bezradnos¢” funkcji wazonej w przypadku braku
wypuklosci zbioru podlegajacego rankingowi, co czesto ma miejsce w praktyce.
Niestety z uwagi na prostote metody jest ona bardzo chetnie stosowana w praktyce,
co nierzadko bywa brzemienne w skutkach ze wzgledu na fatwa mozliwos¢ mani-
pulacji wspolczynnikami wagowymi. Ponizej zostang przedstawione najwazniejsze
wady rankingéw tworzonych w oparciu o funkcj¢ rankingowa z wagami. Analiza
bedzie przeprowadzona na podstawie pewnej typowej sytuacji wyboru najlepszej
oferty z ustalonego zbioru ofert. Na rysunku 1 przedstawiono zbiér Y elementéw
reprezentujacych oferty, z ktoérych nalezy wybra¢ najlepsza, dokonujac rankingu
korzystajac z wazonej funkcji rankingowej typu f (yi= aiy,tasy, Kazda oferta
jest przedstawiona jako punkt o dwoch wspolrzednych, ktére reprezentujg wartosci
dwoch cech jakosciowych oferty. Zalezy nam na maksymalizacji wartosci obu cech.

Na rysunku 1 zaznaczono tak zwany punkt idealny y (utopijna oferta idealna) [1, 2],
ktory jest obiektywnym punktem odniesienia (kres dolny zbioru Y przy przyjetej
w przykladzie relacji preferencji jako$ciowych Pareto [9, 10]). Relacja jakosci Pareto
bedaca podstawa rankingu paretowskiego jest najczesciej stosowana w praktyce
relacja preferencji [1, 4, 5]. Relacje paretowska oznacza¢ bedziemy symbolem ,,>".
Prowadzi ona do uzyskania rozwigzan niezdominowanych (optymalnych w sensie
Pareto [2, 9]) w zadaniu wielokryterialnej maksymalizacji.

> = {(y,z) €Y X Y|yn >z, dlakazdego ne N}. (2.3)

Literami od A do H oznaczone zostaly te oferty, ktére stanowig zbiér Pareto
(zbidr ofert, od ktérych nie ma lepszych w zbiorze Y).

Na rysunku tym zaznaczono réwniez kule o $srodku w punkcie idealnym dla
trzech réznych wartoséci parametru p w metryce Minkowskiego [2, 9]. Strzal-
ka wskazano element D lezacy najblizej punktu idealnego w sensie odlegtosci
Euklidesa (i Czebyszewa rowniez). Proste o numerach 1 i 2, reprezentujace funkeje
rankingowe z odpowiednimi wagami, wyznaczaja najlepsze oferty reprezentowane
przez punkty A oraz H.



32

A. Ameljaticzyk

A
1 Q@

o
Rys. 1. Wady funkcji wagowych przy wyborze optymalnej oferty

A oto najwazniejsze wnioski, ktore wynikaja z analizy powyzszego przykladu:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Zbior elementéw oznaczonych literami od A do H stanowi zbidr Pareto
(2,9, 10] czyli zbior ofert, od ktérych nie ma lepszych w zbiorze Y.

»Najlepszym elementem” w sensie potocznych oczekiwan ,,maksymaliza-
cyjnych” jest element D, bo jest optymalny w sensie Pareto i jednoczesnie

znajduje si¢ najblizej oferty idealnej ¥ [9, 10].

Funkcje rankingowe z wagami ,,pozwalaja wybra¢” sposréd wielu ele-
mentéw optymalnych w sensie Pareto jedynie dwa punkty: A lub H. Sg to
na domiar zlego ,,punkty krancowe” zbioru Pareto. Punkt H jest ponadto
gorszy (w sensie odlegto$ci od oferty idealnej) od wszystkich pozostatych
punktow Pareto, natomiast punkt A jest gorszy od zdecydowanej wigkszosci
punktow Pareto (B, C, D, E, F).

Zaden z pozostatych punktéw Pareto (mimo ze s3 lepsze od A lub H)
»hie ma szans~ by¢ wybranym przez funkcje wagowa (niezaleznie od war-
tosci wag).

Elementy zaczernione, mimo ze nie s3 elementami Pareto (s3 zatem od
nich gorsze), sa i tak lepsze (w sensie odleglosci od oferty idealnej) od
wybranego przez wagowa funkcje rankingowa najlepszego elementu H.
»Optymalne oferty” otrzymane za pomocg wagowej funkcji rankingowej (A
oraz H) diametralnie rdznig si¢ miedzy sobg wspotrzednymi przy stosunkowo
niewielkich zmianach wspotczynnikéw wagowych — punkt H niewspdtmier-
nie faworyzuje pierwsze kryterium, zas A faworyzuje drugie kryterium.
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7) Najlepsza oferta D — optymalna w sensie Pareto i jednoczesnie lezaca naj-
blizej oferty idealnej [2, 9, 10] — jest niemozliwa do ,wydobycia” ze zbioru Y
przy zadnym zestawie wag.

Podsumowujac, metoda rankingu oparta na wagowych funkcjach rankingo-
wych jest bardzo daleka od obiektywizmu (gléwnie z racji subiektywnych wag),
a ponadto jest ,,ufomna” w sensie mozliwosci pelnej penetracji zbioru mozliwych
rozwigzan, co moze prowadzi¢ do pomijania ,,rzeczywiscie optymalnych” rozwia-
zan. W praktyce na ogét jednak nikt nie robi powyzszej analizy. Tym bardziej ze juz
przy trzech cechach opisujacych oferty jest ona niemozliwa do graficznej realizacji.
Zatem autor takiego rankingu najczesciej nie ma nawet swiadomosci, ze w zbio-
rze dopuszczalnych rozwigzan byly rozwigzania znacznie lepsze niz te uzyskane
w wyniku rankingu. Stosowanie tej metody do waznych rankingéw skutkujacych
znacznymi konsekwencjami finansowymi lub innymi jest zatem niedopuszczalne
i bardzo szkodliwe. W dalszej czgsci pracy zostanie przedstawiona ogdlna proce-
dura rankingowa, ktora eliminuje wiekszo$¢ wad wazonych funkeji rankingowych.
Wiasnosci proponowanej procedury beda ilustrowane obszernym przykladem
liczbowym. Efektem konicowym bedzie uniwersalny algorytm rankingowy wyko-
rzystujacy funkcje Minkowskiego [1, 9].

3. Przestrzen jakosci — ogolne rankingi jako$ciowe

Procedury rankingowe w zastosowaniach praktycznych bazujg najczesciej na
modelach jakosciowych (rozumianych w niniejszej pracy jako modele opisujace
wartosci poszczegolnych cech jakosciowych obiektu) ,,rankingowanych obiektow”.
Stad tez pierwszym etapem jest zbudowanie modelu jakosciowego obiektéw. Spro-
wadza si¢ to do zdefiniowania odpowiednich wskaznikow jakosci obiektéw (cech
jakosciowych obiektow) [3]. Ich liczba i konkretna postaé zalezy oczywiscie od
potrzeb (celu) rankingu. W ten sposéb obiektami poréwnan rankingowych staja
sie nie bezposrednio obiekty, lecz ich modele jakosciowe w przestrzeni jakosci
[1, 2]. Kolejnym etapem jest zazwyczaj ustalenie modelu preferencji jakosciowych
decydenta, najczesciej w postaci odpowiedniej relacji zdefiniowanej w przestrzeni
jakosci. Jest to podejscie o wiele bardziej ogélne, bezpieczniejsze i ,,bardziej obiek-
tywne” niz podejscie polegajace na bezposrednim wykorzystaniu skalarnej funkcji
oceny (rankingu), np. w postaci sumy wazonej [5]. Definiowanie modelu preferencji
w postaci relacji bywa najczesciej o wiele prostsze i nie wymaga podawania liczbo-
wych warto$ci wspotczynnikéw, progéw liczbowych itp.

Ogolne zadanie tworzenia rankingéw jako$ciowych mozna przedstawi¢ na-
stepujaco:

X © A — zbidr rozwazanych obiektow (elementéw) w pewnej przestrzeni

obiektow A;
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B — przestrzen ocen jakosciowych obiektow (najczesciej B = RY);

F:4— R" — funkcja oceny obiektéw;

N=A{L,...,n,..,N} — zbiér numer6éw wskaznikéw czastkowych oceny obiek-
tow;

F(x)=y€eR" — ocena (model jakosciowy) obiektu x € 4, majaca postac:
F(x)= (F;(x),...,El (x),...,FN(x))E RY.

Model preferencji jakosciowych rankingu mozemy przedstawic¢ w postaci relacji
preferencji jakosciowych R

Rz{(y,Z)ERN x RY

»y jest lepszy od z”}. (3.1)

Funkcje zdaniowa ¢ (1,z)=y jest lepszy od z” w powyiszej definicji mozna
definiowac na bardzo wiele sposobdow [2, 3].

W procedurach rankingowych do wyznaczania kolejnych , kategorii” (klastrow)
elementéw [1, 4, 5] wykorzystywane s3 nastepujace pojecia elementéw ekstremal-
nych [6]:

Yixe — zbiér elementéw najmniejszych (dominujacych [1, 2]),

Y& — zbidr elementow minimalnych (niezdominowanych [1, 2, 9, 10]),
ktére w ogoélnosci (bez zadania wlasnosci porzadkowych od relacji R) mozna zde-
finiowac¢ nastepujaco [2]:

Yfflf={y€Y|(y,Z)€R dla kazdego ZEY—{y}} (3.2)
YR = {y € Y| nie istnieje z€Y — {y}, 7e (z,y)e R} . (3.3)

Procedura rankingowa podzialtu zbioru na klastry (np. wg formuly (3.2)) polega
na wyznaczeniu pierwszego klastra jako zbioru elementéw najmniejszych calego
zbioru Y, nastepnie na wyznaczeniu sposroéd elementéw pozostalych zbioru Y
zbioru elementéw najmniejszych (wg tej samej formuly (3.2)) i tak dalej, az zbior
~elementoéw pozostalych” stanie si¢ pusty (szczegoty w pracy [1]).

W dalszej czgsci pracy rozwazania zwigzane z procedurami rankingowymi
beda ilustrowane obszernym przyktadem dotyczacym rankingu zbioru dwudziestu
obiektow. Jakos¢ tych obiektow jest oceniana wartosciami dwdch cech.

Ponizsza tabela przedstawia zbior obiektow (ponumerowanych indeksem
k=1,...,20) oraz odpowiadajace im wartosci cech.
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TABELA 1

k 1213|4567 (8|9|10(11|12(13|14|15|16|17|18 (1920
yf24566653210124543233

yiol7l7le| 53|21 |1|1]|2]|4]|6|6|5|4[3]|2]4]|5]4

W przykladzie przyjeto zalozenie, ze im wartosci rozpatrywanych cech sa
wigksze, tym ,,0g6lna jako$¢ obiektu” jest wyzsza. Zatem modelem jako$ciowym
obiektu nr k bedzie element:

yk=(yf,y§)€R2, keK={1..,20}. (3.4)
Zbiorem modeli jako$ciowych rozpatrywanych obiektow jest zbior:
v={)"eR’|keK}. (3.5)

Na rysunku 2 przedstawiony zostat zbi6r Y elementéw podlegajacych procedurze

rankingowania. Na rysunku tym dodatkowo zostal zaznaczony element y . Nazywany
jest on punktem idealnym (utopijnym) [9, 10] zbioru Y. Jest to kres dolny zbioru

N
|
|
|
|
|
|
|
-+|\< X

OO0

I
|
2 4 6 )’1'

Rys. 2. Zbidr obiektéw Y w procedurze rankingowej oraz punkt odniesienia y
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Y przy relacji preferencji (dominowania) ,, 2" zwanej relacjg Pareto [2]. Element
idealny y odgrywa bardzo wazng rol¢ w wielu procedurach rankingowych jako

tak zwany ,,obiektywny punkt odniesienia” Na rysunku 2 jest to punkt y = (6,7)
o najwigkszych mozliwych warto$ciach obu cech rozpatrywanych obiektow.

Rankingi jako$ciowe zbioru Y moga by¢ tworzone w oparciu o definicje elemen-
tow ekstremalnych (najmniejszych lub minimalnych (3.2) i (3.3)). O jednoznacznosci
(liniowosci) rankingdw decyduja gtéwnie wlasnosci modelu preferencji R. Moze
sie jednak zdarzy¢, ze przeciwobraz jednoznacznego rankingu zbioru Y nie bedzie
jednoznaczny w zbiorze X. Oznacza¢ to bedzie, ze co najmniej dwa rézne obiekty
majg identyczny obraz w przestrzeni jakosci (te same wartosci wszystkich cech
uwzglednianych w procesie modelowania — co w praktyce oznacza koniecznos¢
zwiekszenia dokladno$ci modelowania [3]).

4. Funkcje rankingowe Minkowskiego bazujace na pojeciu
odleglosci od punktu idealnego

O wiele wiecej zalet w poréwnaniu z funkcja wazong majg funkcje rankingowe
oparte na okreslaniu ,,odleglosci” poszczegdlnych obrazéw jakosciowych obiektow
od tzw. obiektu idealnego [2, 9]. W pracy [9] przedstawiona jest bardzo szczegotowa
analiza wlasnosci takich funkeji, potwierdzajaca stuszno$¢ ich stosowania. Obiekt
(punkt) idealny ma walory ,,obiektywizmu jakosciowego’, jako ze jest wylacznie
~funkcja” przyjetej relacji preferencji i wlasnos$ci samego zbioru Y. Obiekt ten jest
po prostu kresem dolnym tego zbioru [2], a wigc naturalnym ,,punktem odniesie-
nia” nie wymagajacym zadnych wag ani ,,progéw satysfakcji” [4, 5]. Na kolejnych
rysunkach pokazano mozliwo$¢ tworzenia rankingu elementéw zbioru Y w oparciu
o uogoélniong posta¢ normy (metryki) Ry (») Minkowskiego [1, 2, 9] w postaci
przystosowanej do specyfiki okreslania odlegtosci od punktu idealnego:

BNV
=[Z( —ynn , yeY, p=1. (4.1)

sorf-
p(y) Y neN Y

P

Postac tej funkcji ze wzgledu na bardzo istotne ,wlasnosci decyzyjne” jest po-
wszechnie akceptowana [9]. Dla p = 1, funkgcja (4.1) staje si¢ tak zwana odlegloscia
miejska typu Manhattan (w praktyce jednak rzadko stosowang). Podzial zbioru na
odpowiednie klastry wedlug tej funkeji pokazany jest na rysunku 3. Odpowiada
on tez wagowej funkcji rankingowej dla a, = @,. Dla p = 2 funkgcja ta jest zwykla
odlegloscia euklidesows, za$ dla p = o staje si¢ odlegloscig Czebyszewa [1, 9, 10].
Elementy tak utworzonych klastréw znajduja sie w tej samej odlegtosci od punktu
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v

2 4 6 i
Rys. 3. Podzial zbioru Y na klastry ,,miejskie” typu Manhattan (p = 1)

idealnego. W tym sensie s tak samo dobre (réwnowazne w aspekcie jakosci). Punkt
idealny (inaczej utopijny [9]), lezacy poza zbiorem ,,obiektow rzeczywistych” Y, jest
lepszy w sensie przyjetej relacji preferencji od wszystkich elementéw ze zbioru Y.
Jego polozenie jest $cisle uwarunkowane wlasno$ciami (,,ksztalttem”) rozwazanego
zbioru Y'i przyjetej relacji preferencji 2, 9, 10]. Elementy ze zbioru Y s3 tym lepsze,
im sie znajduja blizej punktu odniesienia. Funkcje rankingowa (respektujac zaleznos¢
(2.1)) mozna zdefiniowa¢ nastepujaco:

, p=1.

P

Y (4.2)

f(y)=‘ —Hy—y
P
Obszerng analiz¢ wlasnosci mozliwych do zastosowania funkcji odleglosci
Minkowskiego w aspekcie jakosci decyzji mozna znalezé w [2, 9]. .
Relacje preferencji rankingowych (3.1) wzgledem punktu idealnego y, korzy-
stajac z (4.2), mozemy zdefiniowa¢ nastepujaco:
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Ry={(12)eYxY|r(»)2 £ (2)}=
z{(y,z)erY‘

¥

}

Jest to relacja quasi-porzadku, stad korzystajac z definicji elementu najmniejszego
(3.2), dla p=2 (rys. 4), otrzymamy nastepujace klastry (kategorie) wyznaczone
rekurencyjnie [1] zgodnie z opisem w paragrafie 3.

Y Rf =13}
Yur(2)={2.4}.
v (3)=1{14},

Y5 @)=1{15) itd

2

P

y

}z “3)

bl 2, -
P p

y=y| s|y-z

={(y,z)e YxY

P

v

Rys. 4. Podzial zbioru Y na klastry Euklidesa, p = 2



Metryki Minkowskiego w tworzeniu uniwersalnych algorytméw rankingowych 39

W sytuacji gdy niektore klastry nie sg jednoelementowe, potrzebna jest dodat-
kowa ,,informacja preferencyjna” dotyczaca poprzedzania w sensie jakosci w ramach
elementow tego samego klastra. W takim przypadku mogg by¢ stosowane rézne
sposoby wewnetrznego rankingu (np. dodatkowe funkecje rankingowe). Bardzo czgsto
jednak decydent jest pytany o hierarchie waznosci (leksykografie) poszczegélnych
kryteriow czastkowych (cech jakos$ciowych analizowanych obiektéw). Praktyczne
eksperymenty decyzyjne na ogét potwierdzaja duza podatnos¢ decydentéw na takie
»uzupelnienie preferencji” rankingowych. Tak ustalone preferencje leksykograficzne
w ramach wewnetrznych rankingéw oznacza¢ bedziemy L. (bez strat ogélnosci
rozwazan zalozymy, ze leksykografia ta odpowiada porzagdkowi naturalnemu).

W rozpatrywanym przykladzie (odleglos¢ euklidesowa), po zastosowaniu leksy-
kografii naturalnej (1, 2) otrzymamy w konsekwencji ostateczny ranking liniowy:

(3,4,2,14,15,19,5,1,20,13, 16,6, 18,12, 17,7, 8, 11, 9, 10). (4.4)
Dla p = otrzymaliby$my nastepujace klastry (patrz rys. 5):
{3}, {2, 4, 14}, {15, 19, 20}, {1, 5, 13, 16, 18}, {6, 10, 12, 17}, {7, 8,9, 11},
a w konsekwencji ranking ostateczny:

(3,4,2,14,15, 19,20, 5, 16, 1, 13, 18, 6, 17, 12, 10, 7, 8, 9, 11). (4.5)

)2

S
)

v

2 4 6 N
Rys. 5. Podzial zbioru Y na klastry Czebyszewa, p = oo
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Jak wida¢, zastosowanie funkcji rankingowej wykorzystujacej odlegtos¢ Minkow-
skiego réwniez nie musi prowadzi¢ do uzyskania jednoznacznego rankingu. Niektore
z wyznaczonych klastréw nie sg jednoelementowe. Stosujac do tych klastrow relacje
leksykograficzng L > [1, 2], otrzymamy ostateczny ranking liniowy. Na rysunku 6
przedstawiony zostal podzial zbioru na klastry rankingowe z wykorzystaniem relacji
preferencji (2.1) zdefiniowanej na bazie funkcji wazonej (2.2) ze wspétczynnikami
wagowymi odpowiednio réwnymi 1/3 i 2/3.

v

1
Rys. 6. Podziat zbioru Y na klastry wedlug sumy wazonej (1/3, 2/3)

Dla przypadku na rysunku 6 otrzymamy ranking ostateczny w postaci:
(2,3,4,1, 14, 13,15, 19, 12, 5, 20, 6, 16, 18, 11, 7, 17, 8, 10, 9). (4.6)

Dla poréwnania, gdy wspotczynniki wagowe funkcji wazonej sa rowne (1/2,1/2),
otrzymamy nastepujacy ranking:

(4,3,2,5,15,14,1, 6,19, 13, 16, 20, 12, 7, 18, 17, 8, 11, 9, 10). (4.7)

Jak fatwo zauwazy¢, oba rankingi zbudowane z wykorzystaniem funkcji rankin-
gowej w postaci sumy wazonej przy nieco innych wspétczynnikach wagowych réznia
sie bardzo istotnie. Na 20 pozycji rankingowych tylko na jednej pozycji wystapila
zgodno$¢. Rowniez ,wygrywajaca oferta” jest inna. Poréwnujac z kolei rankingi
otrzymane z wykorzystaniem funkcji odleglosciowych Euklidesa i Czebyszewa
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wzgledem punktu idealnego (jak nizej), mozna zauwazy¢ bardzo duzg zbieznos¢
wynikéw:

— dla funkgji Euklidesa: (3, 4, 2, 14, 15, 19, 5, 1, 20, 13, 16, 6, 18, 12, 17, 7, 8,

11,9, 10).
— dla funkcji Czebyszewa: (3, 4, 2, 14, 15, 19, 20, 5, 16, 1, 13, 18, 6, 17, 12, 10,
7,8,9, 11).

Zbiezno$¢ wystgpila na wielu pozycjach, w tym, co najwazniejsze, az na szesciu
pierwszych pozycjach wygrywajacych. Wracajac do przykladu opisanego w para-
grafie 2 warto zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do metody funkcji wagowych, za-
stosowanie dowolnej funkcji odleglosci od punktu idealnego (dla p > 1) prowadzi
do uzyskania oferty najlepszej oznaczonej literg D, czego nie umozliwiajg funkcje
wagowe. Wynika to z faktu, ze funkcje Minkowskiego dla p > 1 majg znacznie
wieksza zdolnos¢ ,,penetracji” zbioru Y niz funkcje wagowe (odpowiedni ,,ksztalt

kuli” o srodku w punkcie idealnym y — patrz rys. 1).

5. Uniwersalny algorytm rankingowy

Podsumowujac, kazdg procedure rankingows, z dowolng funkcja rankingowa
(metafunkeja [4, 5, 7, 8]) zdefiniowang w N-wymiarowej przestrzeni jakosci, mozna
sprowadzi¢ do uniwersalnego leksykograficznego algorytmu rankingowego w prze-
strzeni (N + 1) wymiarowej w nastepujacy sposob:

Niech F:X — R" wyjsciowa (poczatkowa) N-wymiarowa funkcja oceny
obiektow, taka ze

F(x) = (F(x),.... F,(x),... Fy (x))eRY, xe€X,

gdzie:  F, (x) — czastkowa funkcja oceny obiektu x € X' w sensie kryterium
neNn,;
F,(x) = R'— dowolna, kompleksowa funkcja rankingowa (,,metafunkcja”)
na przykfad uogdlniona funkcja Minkowskiego.

Ogodlne leksykograficzne zadanie rankingowe bedzie mialo postac [1, 2]:
(x,F.L,), (5.1)

gdzie: F:X — R, taka ze
F(x)= (F;)(x),F;(x),...,F; (x),...,FN(x))e R"" xelX;
L, — relacja leksykograficzna (hierarchia waznosci kryteriow
0,1,...,n,...,N)).
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Zadanie to rozwigzujemy rekurencyjnie klasycznym algorytmem leksykogra-
ficznym [2], otrzymujac ,jednoelementowe klastry”, az do otrzymania liniowego
rankingu wynikowego calego zbioru Y [1].

Pierwsze rozwigzanie rankingowe otrzymamy, wyznaczajac w sposob reku-
rencyjny zbior X; = Xy.

X, = {x ex |F (x) = max Fn(x)}, ne{ol,..NY, (5.2)

xeX,

przy czym X_; = X.
Wyznaczajac zbiory (5.2), otrzymamy odpowiednio:

on{xex

(=m0

X, ={xEX0

E (x) = mz;t{xF{(x)}, itd. az do Xy

Kolejne rozwigzania rankingowe otrzymujemy analogicznie, korzystajac z za-
leznosci (5.2), redukujac zbidr X o wyznaczone wczesniej rozwigzania rankingowe.
W pracy [1] podano wersje uproszczong tego algorytmu, polegajaca na wczesniejszym
wyznaczaniu kolejnych klastréw réwnowaznosci (w sensie odleglosci od punktu
idealnego), a nastepnie na ich leksykograficznym porzadkowaniu.

6. Podsumowanie

W pracy zostalo przedstawione ogdlne podejscie do problematyki rankingu
elementéw zbioru Y bazujace na wykorzystaniu funkcji rankingowej. W wyniku
obszernej analizy wskazano na wiele wad i niebezpieczenstw w stosowaniu tak
zwane]j wazonej funkcji rankingowej. Jako alternatywe dla funkcji wazonych przed-
stawiono mozliwos¢ stosowania metryk Minkowskiego, ktére nie majg wiekszosci
wad funkcji wazonych. Funkcje rankingowe moga by¢ stosowane do definiowania
relacji preferencji rankingowych R Y x Y. ,,Skuteczno$¢ procedury rankingowe;j”
zalezy oczywiscie od wlasnosci relacji preferencji. W pracy przedstawiono miedzy
innymi relacje definiowane z wykorzystaniem funkcji rankingowych typu odleglos¢
Minkowskiego [2, 9].

Ogodlna procedura rankingowa oparta na relacji preferencji pozwala dokona¢
podziatu zbioru na ,klastry jakosciowe” (kategorie), tworzace pewien cigg rankin-
gowy klastrow. Klastry te mozna opatrzy¢ odpowiadajacg im ,,liczbg rankingows”
wynikajaca z odleglosci klastra od punktu idealnego [1]. Liczno$¢ klastrow zalezy
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oczywiscie od wlasnosci relacji preferencji i ,natury” zbioru Y. W pracy przedsta-
wiono uniwersalny algorytm rankingowy pozwalajacy otrzymac ranking liniowy
niezaleznie od wlasnosci funkcji rankingowej. W algorytmie tym wykorzystywana
jest pomocniczo relacja leksykograficzna w zakresie klastrow o liczno$ci wigkszej
niz 1. Praktyka decyzyjna pokazuje, ze decydenci bardzo tatwo akceptuja wyko-
rzystywanie pomocniczej relacji leksykograficznej w sytuacji pojawiania si¢ kla-
stréw o liczno$ci wigkszej niz 1. Podejscie takie eliminuje koniecznos¢ okreslania
jakichkolwiek wag czy tez progéw liczbowych. Wigkszo$¢ stosowanych w praktyce
funkcji rankingowych prowadzi do relacji quasi-porzadku lub porzadku. Relacje
te pozwalaja tworzy¢ bardzo interesujace rankingi klastréw jakosciowych. Znalazly
one miedzy innymi zastosowanie w procedurach przetargowych i konkursowych
oraz analizach scjentometrycznych dotyczacych wplywu poszczegdlnych zrédet
bibliograficznych, naukowcéw, instytucji naukowych czy tez panstw na rozwdj nauki
w réznych dyscyplinach. Moga by¢ tez z powodzeniem wykorzystywane w wielu
rankingach dotyczacych jakosci ,,ztozonych obiektow”, w tym jakosci wyrobow na
rynku. Zaproponowany w pracy ogélny leksykograficzny algorytm rankingowy,
wykorzystujacy dowolng klase funkcji rankingowych, daje mozliwos¢ tatwego two-
rzenia liniowych rankingéw dowolnych zbioréw w oparciu o powszechnie uzywane
funkcje rankingowe.

Funkcje rankingowe bazujace na uogdlnionej odlegltosci Minkowskiego od tak
zwanego punktu idealnego (kresu dolnego zbioru Y) majg dodatkowo bardzo wiele
innych interesujacych ,wlasnosci decyzyjnych” [1, 9, 10]. Wlasnosci te powoduja,
ze powinny by¢ one najczesciej stosowanymi w praktyce funkcjami rankingowymi,
réwniez w algorytmach podziatu zbioréw na klastry.

Artykut wplyngt do redakcji 18.11.2013 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano 7.04.2014 .
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A. AMELJANCZYK

Minkowski metrics in creating universal ranking algorithms

Abstract. The paper presents a general procedure for creating the rankings of a set of objects, while
the relation of preference based on any ranking function. The analysis was possible to use the ranking
functions began by showing the fundamental drawbacks of commonly used functions in the form of
a weighted sum. As a special case of the ranking procedure in the space of a relation, the procedure
based on the notion of an ideal element and generalized Minkowski distance from the element was
proposed. This procedure, presented as universal ranking algorithm, eliminates most of the disadvantages
of ranking functions in the form of a weighted sum.

Keywords: ranking functions, preference relation, ranking clusters, categories, ideal point, universal
ranking algorithm



