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MODELOWANIE O SRODKA
LEPKOSPREZYSTEGO W METODZIE
ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

W pracy rozpatruje siosrodek lepkosprzysty, ktéry zostat opisany réwnaniami
catkowymi (model catkowy) z wykorzystaniem funkgjlaksacji (tensorowej
funkcji relaksacji). Opracowano model obliczeniody analizy takich grodkow

z wyciem metody elementéw czasoprzestrzennych. Zankesy przyktad obli-
czen (tarcza lepkosprysta) wskazuje na poprawstoi efektywnaé tego modelu
obliczeniowego.

Stowa kluczowe: osrodek lepkospzysty, metoda elementéw czasoprzestrzen-
nych, model obliczeniowy

1. Wstep

Nowatorskim wariantem metody elementow isdaonych (MES) jest me-
toda elementow czasoprzestrzennych (MECZ), ktéoeisfawy stworzyt w la-
tach 70. XX wieku Profesor 4¢€zkowski [4,5]. Cecl wyrdzniajgca MECZ od
innych metod bezpgoedniego catkowania rowhauchu jest charakterystyczna
aproksymacja funkcji czasoprzestrzennych (w przigpadechaniki ciata state-
go: pdl przemieszche odksztatce, napezen i innych funkcji) w catym anali-
zowanym obszarze czasoprzestrzennym.

Problemy zwizane z wyznaczaniem napen i odksztalcé w ciatach lep-
kospezystych komplikug sie gtdéwnie z powodu réwnafizycznych, ktére wy-
stepuja w postaci dé&¢ ztozonych réwna rézniczkowych lub catkowych [3,9].

Wydaje s¢, ze metoda elementdéw czasoprzestrzennych stwarza jaw
kos¢, zwlaszcza w niestacjonarnych zagadnieniach ghkowo-brzegowych.
Odnosi st to takee do drodka lepkosprzystego. W niniejszej pracy pokazano
modelowanie dowolnego smwdka lepkosprzystego w metodzie elementow
czasoprzestrzennych.
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2. Problem pocatkowo—-brzegowy drodka lepko-sprezystego

Rozpatruje si osrodek lepkosprzysty zajmujcy obszai/, ktory jest pod-
zbiorem przestrzeni euklidesowej trojwymiaroukéj PrzezV oznacza siwne-
trze tego obszaru, a prz@¥ jego brzeg, ktory jest suprzbiorowaV; i dVj, (na
powierzchnidV, znane g obcihzenia, a n®Vj, przemieszczenia).

Ruch ciala analizuje siw przedzialet € (0, ). Ciato to podlega infinite-
zymalnym deformacjom, co oznaczérazlek geometrycznie liniowy. Zmienne
dynamiczne sktadage s¢ z pola wektorowego przemieszaze i sit masowych
of , symetrycznego pola tensorowego ragi o i odksztalcé € okreslone g na
iloczynie kartezjaskim zbioréw(X,t) € VV x (0, ). Pole wektorowe obgten
powierzchniowycht opisane jest natomiast na iloczyr(i,t) € dV, x {0, ).
Wymienione zmienne dynamiczng fsinkcjami cagtymi i dostatecznie gtadkimi.
Dany jest obszafV, dV; i dV;,) z warunkami brzegowymi, olazienie powierzch-
niowet (X, t) i masowepf, funkcje relaksaci oraz warunki pocgkowe.

Poszukuje i pola przemieszczenig; (X, t), odksztatcenia;;(X, t) i na-
prezeniao;;(X,t) (i,j = 1,2,3).

Przedstawiony problem (materiat liniowo lepkagysty) mana opiséa
nastpujgcym zestawem réwmg?2, 3, 8]:

(1)

0ij = Pijri (X, 0) e (X, t) + fot (X, t — 1) Wy (X, 1)dt;
(X,t) € V x (0, )
Uzupetnieniem gswarunki brzegowe:
t; = oymy; (X, t) € aV, x (0, ); (2)
u; =1;; (X,t) € 9V, X (0,00)
i warunki pocatkowe:

u .

j=u; ;=9 (X,t) €V x {0} (3)

Wielkos¢ W; (X, 07) jest wartdcia graniczm W, (X, t), gdyt — 0 od strony
dodatniej. Wielké¢ W;j; jest polem tensorowym czwarteg@am, nazywanym
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tensorovy funkcja relaksaciji. Symetria tensoréw najniaos;; i odksztatcenia
&;j powoduje symeteitensoral;j, tzn.

Wit = Wi = Yijue (4)

Jezeli tensor W, jest niezmienniczy wzgtlem obrotu osi wspotednych,
wtedy mamy do czynienia z materialem izotropowywdivczas

Y, -

3
Funkcje¥; i ¥, nazywane g funkcjami relaksacyjnymi odpowiadaymi ko-
lejnoscinaniu (zmiana postaci) i wszechstronneftigkaniu (zmiana objosci).
W dalszych rozwzaniach przyjmujemyze funkcje tworzce W¥;j,; wyznaczane
Sa daswiadczalnie.

Na bazie rowna (1) i (2)1 mazna wyprowadzi rownanie czasopracy wir-
tualnej [6, 9]

b 4
Yijr = 801 + 71 (8ucSj + 8udj) (5)

ty
f U o(f;6y; +ujauj)dv+f fj5ujd(aV)] dt =
0 14 oV

ty
:f f 6Eij0.ijdth
0 v

gdzie §u; i d¢;; oznaczaj wariack kolejno przemieszczei odksztatcé. Po-
szczegollne calki réwnania (6) wymme g W/ -s =N -m - s, dlatego to row-
nanie nazywa siréwnaniem czasopracy lub czasoenergii. ROwnanjetq6
w istocie zasada Hamiltona [1, 2, 10].

(6)

3.Réwnania MECZ

Dyskretyzacja obszaru czasoprzestrzennego odbywa sposob charakte-
rystyczny dla MES. Dotyczy to ta& dyskretyzacji po wspokdnej czasowej
(rys. 1.). Istnieje tutaj dia dowolnadé i mozliwos$¢ dostosowania dyskretyzacji
do analizowanego zjawiska, procesu.

Poszczegolne parametry lepkaspyste ¥, wyrazone § w postaci funk-
cji relaksacji (rys. 2a). Funkcje te vma zdyskretyzowaw sposob dostosowa-
ny do zdyskretyzowanego pasma czasoprzestrzenmggo2p). Przyjmuje gj
ze w obszarze skazonego elementu czasoprzestrzennego (SKECZ) zo$ienn
funkcji W;;, jest liniowa. Jest to w petni uzasadnione 4Bopod uwag maty
wymiar czasowy SKECZ [7].
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Rys. 1. Przykiady dyskretyzacji obszaru czasoprzeshego po wspolednej czasowej
Fig. 1. Examples of space time discretization aliimg coordinate

Na podstawie rOwnania czasopracy wirtualnej (&yrnragc sk zasad cha-
rakterystycznych dla MES, otrzymuje siastpujacy uklad réwna algebraicz-
nych MECZ [4, 5, 9]

A=Kr+F=0 (7)

w ktorym K jest globalg maciera sztywndci czasoprzestrzennej,rai F s3
wektorami poszukiwanych przemiesziageztowych i znanych impulséw wy-
wotujacych ruch. Elementy macier&y opisane g nas¢pujacym wzorem [7].
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Rys. 2. Funkcja relaksacji (a) z odpowieddyskretyzagj (b)
Fig. 2. Function of relaxation (&) with appropeiaiscretization (b)

af = ﬂne(Bieja 8 — a0 Pjp)d )
gdzie:
tr

o = Wem (X, —tE)BE 5 (X, ) + AT f BE (Xt — 1)dr

~tp 9)

A 1

em _ II’iejgcnl-l— - L'ejrlrcll
ijkl — hem+1

Inne oznaczenia:
o7, = &f (X, t) — funkcja ksztattu;

Q, — obszar SKEC4, j, k,l = 1,2,3;

a,f =1,23,..,w, s, (W, — liczba wztbw SKECZ,s, — liczba stopni swobo-
dy w wezle SKECZ);

e=12,..,E (E —liczha SKECZ)m = 0,1,2, ... (rys. 1-2).

Dopetnieniem do kytych oznacze jest rys. 3.
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Rys. 3. Opis funkcji relaksacfy;,,, (t) w obszarze SKECZ, w ukfadzie wsp@inych lokalnych
Fig. 3. Description of function of relaxatid#i,,,, (t) in FSTE area , in the system of local coordinates

Przy znanych warunkach patizowych, rownania MECZ (7) przeksztatca-
Ja sig¢ w schemat rekurencyjny w postaci [np. 5, 9]:

rl — (BO)—l(_FO _AOrO)

r? = (BY) I [-F' - C'r° — (D' + AV)r!] (10)

rm+1 — (Bm)—l[_Fm _ Cmrm—l _ (Dm + Am)rm]
MacierzeA™, B™,C™ i D™ s3 podmacierzami macierzy globalnjsformuto-
wanymi w chwilim = 0,1,2, ... (por. rys. 1-2) [np. 5, 7, 9].

4. Przyktad obliczen

Rozpatruje si tarcz lepkospezysta poddam obchzeniu poprzecznemu
(rys. 4.)

p(t) = 200H(0)

NV VVVVVVVVVVVYY, Rys. 4. Analizowana tarcza lepko-
? B sprzysta

é 0.50m h=101ml " Fig. 4. Analyzed viscous elastic disc
Z

I =60 [m]

X

4
H(t) — funkcja Heaviside’a

t = 0,20[m] - grubos¢ tarczy; @ = 7800 [2] ; £ = 2,1 - 10" [-]
v=03

he = 1,0 - 107*[s] — wymiar czasowy SKECZ
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Przyijeto, ze materiat tarczy jest jednorodny i izotropowy. Bdio przygto,
ze zmiana postaci ma charakter lepkesysty, o przyktadowej funkcji relaksa-

cji:
P1(0) = u(1 +e™)
(11)

K=t =2a+y

a zmiana olgjtosci zachodzi sprzyscie:

W,(t) = 3K
. E (12)
21+ )

Wielkos¢ » jest parametrem opisigym intensywné relaksaciji, w przypadku
» = 0,0 mamy do czynienia zsoodkiem spgzystym.

Ponizej przedstawia siwykresy przemieszcaegpionowych punktwd w za-
leznosci od wartdci parametrue (rys. 5-6) oraz napgzen normalnych w punk-

cieB (rys. 7.).
czas - 10*1[5]

0,25
) e RN

—
—

ugiecie

——

statyczne

uy - 1076[m]

—r ]

Rys. 5. Tarcza sprezysta: ¥, = 21, ¥, = 3K. Przemieszczenie pionowe punktu A, u
— ugiecie od statycznego dzialania obcigzenia (wspornik)
—ugiecie tarczy od dynamicznego dzialania obcigzenia

Fig. 5. Elastic disc : ¥; = 2y, ¥, = 3K. Vertical displacement of point A, u%
— deflection caused in effect of static load (support)
— deflection of disc caused in effect of dynamic load
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Rys. 6. Tarcza lepkosprezysta: W, (t) = u(1 + e™%),k = 0,0; k = 0,05; k = 0,1; k = 1,0;¥, = 3K.
Przemieszczenie pionowe w punkcie A, u

— ugiecie od statycznego dziatania obcigzenia (wspornik sprezysty)

— ugiecie od dynamicznego dzialania obciazenia (wspornik sprezysty), k = 0,00
——— —tarcza lepkosprezysta x = 0,05

— tarcza lepkosprezysta k = 0,1

— tarcza lepkosprezysta ik = 1,0

Fig. 6. Viscous elastic disc: ¥, (t) = p(1 + &™),k = 0,0; x = 0,05; x =0,1; x = 1,0;¥, = 3K.
Vertical displacement in point A,u%
— deflection caused by static load (elastic support)

— deflection caused by dynamic load (elastic support), = 0,00

— viscous elastic disc k = 0.05
— viscous elastic disc k = 0.1
— viscous elastic disc k = 1.0
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Rys. 7. Tarcza lepkosprezysta: Wy (£) = p(1+e™), £k =0,0; k = 0,05,k = 0,1; x = 1,0;
W, = 3K. Naprezenia normalne w punkcie B, 6%,
— naprezenia od statycznego dziatania sity (wspornik sprezysty)
— naprezenia od dynamicznego dziatania sity (wspornik sprezysty), = 0,00
— tarcza lepkosprezysta, k = 0,05
— tarcza lepkosprezysta, k = 0,1
— tarcza lepkosprezysta, k = 1,0

Fig. 7. Viscous elastic disc : W; () = u(1 +e %), k = 0,05; k = .1; k = 1,0; ¥, = 3K. Normal
stress in point B, of;
— stresses caused by static force (elastic support )
— stresses caused by dynamic force (elastic support), &= 0,00
— viscous elastic disc, k = 0.05
— viscous elastic disc, k = 0.1
— viscous disc, k = 1.0
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Rozwaana tarcza jest w istocie zginanym wspornikiemsi$4o inzyniersky
teorie belkowy, dysponujemy nagpujacym znanym rozvgizaniem od statycznego
obcizeniap(t) = py = 200 kN /m (ugiecie kaica wspornika speystego):

+ bez uwzgtdnieniascinania -w,, 4, = 9,26 - 10™°m;

+ z uwzgkdnieniemécinania -w;, 5, = 9,52 - 107°m.

Mozna te wyznaczy dla wspornika sgrystego cestotliwosé drgan wia-
snych, ze znanego wzoru, np. dwie pierwszstctliwosci:

wq = 146,23 Hz; w, = 916,75 Hz.

Otrzymane wyniki oblicz@ numerycznych MECZ wskazujna wysok
zgodnd¢ i poprawnd¢ jakosciowa zastosowanego modelu lepkagqystego,
poniewé:

« Amplituda uggcia tarczy sprzystej w punkcied, u5 miesci sic w przedziale
1,83-107% =+ 1,91 - 10~%m, wobec ugicia statycznego wynoszego 9,3 -
107 +9,5-107°m. Oznacza to,ze amplituda ugicia wynosi prawie
2Ugqr.- Wysoka zgodnid wynikOw obliczéd dotyczy take czstotliwosci
drgaa.

» Ze wzrostem parametpd charakteryzujcym intensywnéc relaksacji stwier-
dzono m.in.:

- spadek amplitudy przemieszdzgest to efekt ttumienia drgdrys. 6.),

- spadek amplitudy nagten, jest to efekt relaksacji.

W podsumowaniu naly zaznaczy, ze stwierdzono w przedstawionym
przyktadzie oblicz# takie charakterystyczne i oczekiwane efekty jak:

* tlumienie drga,

» pelzanie (przyrost odksztalcev czasie),

* relaksacja (spadek ngpen w czasie).

Efektywnai¢ tych zjawisk zalgy oczywicie od udziatu fazy lepkiej w od-
niesieniu do fazy spgystej, czyli od przyjtej funkcji relaksaciji.

5. Podsumowanie

Do opisu lepkosprystych cech materiatow konstrukcyjnych petgj model
calkowy. Zwizki fizyczne opisano z wykorzystaniem funkcji redakji. Funkcje
te m@na wyznacz§ doswiadczalnie, co umdiwia uwzglkdnienie jednoczmie
zjawisk r@nego typu nieagtosci, efektow starzenia itp. Bige pod uwag specy-
ficzne cechy MECZ (np. maty wymiar czasowy SKECZ)arowano sposob
(model) zdefiniowania nagiten w obszarze SKECZ. Jest to oryginalny element
pracy.

Wykazano,ze modelowanie @wodka lepkospizystego nie zaburza ogélnego
algorytmu obliczé metod, elementow czasoprzestrzennych. Przy znanych warun-
kach pocatkowych, rownania MECZ sprowadzagie do formuty rekurencyjnej.

W profesjonalnych programach komputerowych, w ktbryozwizuje s
przer@ne problemy pocikowo-brzegowe (np. ABAQUS, ANSYS) stosuje Si
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rozprzzenie przestrzeni od czasu. W zgku z tym mana zauway¢, ze przy
wigkszych pedkasciach analizowanych zjawisk to rozgienie mae by zrodiem
znacznych niedoktadsoi obliczer. W MECZ, przy odpowiednim doborze funkciji
ksztaltu, sprgzenie czasu i przestrzeni jest rzecmturaln. Jest to wany walor
MECZ.
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MODELLING OF A VISCOELASTIC CONTINUUM WITH THE USE
OF SPACE-TIME ELEMENT METHOD

Summary

The article deals with a viscoelastic continuumahhis described by integral equationsi (in-
tegral model) with the use of relaxation functibengor relaxation function). A calculation model
for analysis of such continuums with the use ofetispace elements has been developed. The
included calculation example (viscoelastic disajidates correctness and effectiveness of this
calculation model.

Keywords: viscoelastic continuum, space-time element metbaldulation model
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