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ENERGETYCZNIE OPTYMALNY ROZKLAD
ZMODULOWANYCH SYGNALOW PRADU
W ZL.OZONEJ LINIOWEJ SIECI ELEKTRYCZNEJ

W zlozonej sieci RLC oprocz rozptywu pradow wynikajacego ze zwyktych praw
Kirchhoffa, mozna otrzymac tez inne rozktady pradéw wynikajace z zatozonych kryte-
riow optymalizacyjnych. W publikacji [5] rozpatrzono rozktad, ktory spetnia warunek
minimum strat energii wewnatrz sieci, nazywajac go rozktadem energetycznie optymal-
nym. Rozkltad optymalny nie jest osiggalny samoistnie, ale aby go wywotaé potrzebne
jest sterowanie wektorem zrodel napigciowych, pradowo zaleznych wprowadzonego do
zbioru oczek ztozonej sieci typu RLC. Niniejsze opracowanie jest rozszerzeniem pracy
[5] na przypadek, gdy sygnaty wejSciowe sieci elektrycznej sg okresowe, zmodulowane.
Przedstawiono kluczowy aspekt, dla opisanego w artykule rodzaju modulacji, tzw. roz-
szczepienia modulacyjnego operatora rozniczkowania, uwzgledniajacy poprawke (zabu-
rzenie) modulacyjng. Uzasadniajac wprowadzenie czasowo zaleznej poprawki modula-
cyjnej postuzono si¢ wyprowadzeniem czestotliwosciowym Wprowadzenie ww rozsz-
czepienia do operatorow sterowania optymalizujacego, pozwala uzyska¢ poprawki
modulacyjne, ktore umozliwiajg wyznaczenie optymalnego rozktadu pradéw w sieci,
gdy zewnetrzny wektor zasilajacy jest okresowy, zmodulowany.

SEOWA KLUCZOWE: zasada minimum strat energetycznych, sterowanie optymalne
i suboptymalne, sygnaty okresowe i zmodulowane, rozszczepienie modulacyjne opera-
tora rozniczkowania

1. WSTEP. OPTIMUM ENERGETYCZNE I STEROWANIE

W obwodach pradu stalego obowigzuje zasada minimum energii, zgodnie
z ktorg rozptyw pradow w ztozonej sieci jest taki, ze calkowite straty energii sg
minimalne [1, 2]. Jednak zasada ta na ogoét nie dziata juz w obwodzie pradu
sinusoidalnie zmiennego [3]. W artykule [4] wykazano ze w obwodach z sygna-
tami nalezacymi do liniowej przestrzeni L'—impulséw wystepujacy tam rozplyw
pradow takze nie spetnia zasady minimum strat energii.

* Politechnika Krakowska.
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W pracy [5] wykazano, ze w ztozonej sieci RLC oprocz rozpltywu pradow
wynikajacego ze zwyktych praw Kirchhoffa zwanego ,,dzielnikiem prgdu”, za
pomocg odpowiednich sterowan mozna otrzymaé tez inne rozklady pradow
wynikajace z pewnych kryteriow optymalizacyjnych. Rozpatrzono tam rozktad,
ktoéry spetnia warunek minimum strat energii wewnatrz sieci nazywajac go roz-
ktadem energetycznie optymalnym.

Rys. 1. Ztozona sie¢ z doptywem wielopradowym; i — wewnetrzny wektor pradow oczkowych;
iy zewnetrzny wektor pradowy

Na rys. 1. przedstawiono sie¢ RLC z zadanym doplywem w postaci wektora
sygnatéw pradowych iy. Rozptyw pradow oczkowych wewnatrz sieci okresla
wektor sygnalow pragdowych i. Sie¢ scharakteryzowana jest tzw. macierza opera-
torow wewngtrznych Z(s), oraz macierzg tzw. operatoréw kontaktowych Zy(s).
Réwnania operatorowe sieci przyjmuja postac:

Zi -7Z,, =0
o (1)
—ZLyi+ ZLyi, =u,
Strukture uktadu rownan (1) ilustruje rys. 2. Na rysunku tym podane sg rozmiary
macierzy i wektorow.

Dzielnik pradu i rozktad energetycznie optymalny opisujg odpowiednio dwa
macierzowo — podobne operatorowe uktady rownan zwane tu (Z, R; Zy, Ry) (2)
i (3) w postaci:

Z2(s)i—Z,(s)i,=0 2)
R(s)i-R,(s)i, =0 3)

gdzie macierzowe operatory typu impedancyjnego sieci Z(s) i R(s) oraz Zy(s)
1 Ry(s) sg powigzane w ten sposob, ze:
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Z(s) = R(s) + X(s) 4)

przy czym
R(=s) = R(s); X(=s) =—X(s) )

co sprawia, ze rozkltad (4) na cze$¢ hermitowska i antyhermitowska jest jedno-
znaczny:

RO =ZO+ 29 XO)=3(Z6)-Z-]  ©

+— 1 — p4¢—— m—>

T Z(s)= -Z,=
R(s)+X -(R,+X
1 (s) (s) (R, o) i 0
HERMIT ANTYHERMIT
1 2
m -7; Zy il] u

Rys. 2. Schemat uktadu réwnan (1): 1 — macierz operatorow wewnetrznych, 2 — macierz operato-
réw kontaktowych, 3 — macierz operatorow zewnetrznych, 0 — wektor (lub operator) zerowy
s +d/dt, T— znak transpozycji

W ten sposob uktady rownan: (2) — typu (Z, Zy) i (3) — typu (R, Ry) sa macie-
rzowo identyczne, ale operatorowo uktad (3) jest hermitowska odmiang uktadu
rownan (2).

Rozwigzaniami uktadoéw rownan (2) 1 (3) sg: wektor pradow oczkowych
dzielnika pradu

i :[Z(S)]_IZQ(S)io (7)
i energetycznie optymalny rozktad pradow oczkowych jako wektor
i7" =[R()]"' R, ()i, ®)

Rozktad optymalny nie jest osiggalny samoistnie, jak rozktad dzielnika pra-
du, ale aby go wywotac potrzebne jest sterowanie optymalne zrealizowane za
pomoca operatora sterowania X'(s), ktéry wytworzy odpowiednio roztozony
w oczkach wewngtrznych sieci sygnal napigcia zrodtowego:
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et =X"(s)i, 9)
gdzie [5]:

X"(s) = X($)[R()] 'R, (5) = Xy () (10)
Tak wiec, X*(s) jest antyhermitowskim operatorem macierzowym przetwa-

rzajacym wektor-sygnat iy w wektor-sygnat napieé e, tj.:

Xst (_S) — _Xst (S)

Dla sieci pradu statego rozklady i i i’ pokrywaja sie, gdyz pokrywaja sie
operatory-macierze Z(s) i R(s) dla s = 0 i jest to zgodne z zasadg, ze w obwo-
dach pradu statego rozktad pradow jest taki, ze catkowite straty energii sg mini-

malne [1, 2]. Okazuje si¢ jednak, ze rozktady te mogg si¢ pokry¢ bez sterowania
takze wtedy, gdy znika operator odchylenia:

A(s) =[R()] Ry () ~[Z(5)] ' Z, (s) (11)
ktory zwigzany jest z operatorem sterowania optymalnego wzorem:
X% (s) = Z(s)A(s) (12)
Z wyrazen (10) i (12) wynika nastepujace twierdzenie 0 rownowaznosci:
A=0 XR 'R, =X,
0 & lub dla kazdego s (13)
X" =0 RX'X, =R,

Sieci spetniajgce warunek (13) osiggaja energetycznie optymalny rozdziat pradu
ip w sieci bez udziatlu sterowania. W pracy [5] nazwano je dlatego sieciami natu-
ralnie energetycznie optymalnymi.

Jak pokazuje wzor (10), do wyznaczenia kluczowego operatora sterowania
X*(s) trzeba wykonaé¢ skomplikowana operacje odwrocenia dyspersyjnego (za-
leznego od s) operatora macierzowego R(s). Mozna tego unikngé¢ stosujac tzw.
sterowanie suboptymalne, zdefiniowane za pomocg operatora [6]:

e = [AR(s)+ X (s) i, (14)
gdzie:
AR(s)=R(s)(R") " R;'-R (s) (15)
jest tzw. roznicowym operatorem rezystancji niedopasowania oraz:
X" (s) = X(s)R) "R =X, (5) (16)

jest operatorem sterowania suboptymalnego. Niezalezny od s operator macie-
rzowy R’ ma zastapi¢ dyspersyjny operator R(s). Na skutek takiego uproszcze-
nia pelny operator sterowania [AR(s) + X**(s)] przestaje by¢ antyhermitowskim
co sprawia, ze utracona jest energetyczna wlasciwos¢ operatoréw antyhermitow-
skich, mianowicie cecha energetycznej obojetnosci [5]. Wazny staje si¢ zatem
problem odpowiedniego doboru operatora R’, a wigc i sterowania suboptymal-
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nego. Jedng z mozliwosci rozwiazania tej kwestii jest rozkltad macierzowe;j
funkcji wymiernej w szereg potegowy wzgledem s lub s [7].

2. SYGNALY ZMODULOWANE W OBWODZIE
ELEKTRYCZNYM. ROZSZCZEPIENIE MODULACYJNE
OPERATORA ROZNICZKOWANIA

Wprowadzenie modulacji do rachunku operatorowego ma na celu przyblize-
nie opisu zjawisk energetycznych w modulowanych stanach nieustalonych, tj.
przejscia z jednego periodycznego stanu w drugi za pomocg tzw. ,,poprawki
modulacyjnej” [8].

Uzasadniajgc wprowadzenie czasowo zaleznej poprawki modulacyjnej po-
shuzono si¢ wyprowadzeniem czgstotliwosciowym.

xt=xle’™ ] HE) o yt=ree’™

Rys. 3. Przechodzenie sygnalu zmodulowanego przez uktad liniowy,
czasowo niezmienniczy o transmitancji H(s)

Na rysunku 3 przedstawiono dzialanie sygnatu sinusoidalnego, monoharmo-
nicznego na uktad H(s), gdzie: x(?), y(t) — sygnal wejsciowy (wyjsciowy), X(?),
Y(t) — amplituda sygnalu wejsciowego (wyjSciowego) zalezna od czasu,
&' — sygnat no$ny (sinusoida).

W powyzszym przypadku wyznaczenie transformaty Laplace’a sygnalu wej-
Sciowego x(?) oraz wyjsciowego y(?) przebiega analogicznie wedtug wzoru:

x(s) =[ X (0™ J(s) = T X(H)e"™e " dt =

= j X()e "t = X (s — jo)

gdzie zamieniajac zmienne s—jw s (s Ps+jw) otrzymuje sie:
y(s)=H(s)x(s) =
=Y(s— jo)=H(s)X(s - jo) = (17)
= Y(s)=H(s + jo) X (s)
Dzigki temu modulacja sygnalow wejSciowego i wyjSciowego zostaje ,,przenie-
siona” na transmitancj¢ opisujaca uklad.

Rozwijajac (17) w szereg potggowy wzgledem s, pomijajac dalsze wyrazy
otrzymuje si¢:
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H(s+ja)):H(ja))+d—Hs:H(ja))—jd—Hs (18)
dio dw

Dla sygnatu wieloharmonicznie zmodulowanego sygnaly wejscia x(z) i wyj-
$cia y(t) maja postac:

x(t) = z X 0o (t)e™

()= Y,, 0"

gdzie: Xj,(t), Yino(t) — widma chwilowe n—tej harmonicznej, zatem zalezno$¢
opisujaca uktad ma postac:
an(o (S) = H(S + jna))Xjna)(S) (19)
Dzialanie operatora H(s) na sygnat wieloharmonicznie zmodulowany, zgod-
nie z (18), przedstawia si¢ nastgpujaco:

H(s+ jnow) = H(jnow)+ df s =
dinw

dH
=H(jnw)—j——:s
dnw
zatem wyrazenie (19) przedstawia sig jako:
= . .dH | =
Y jno (5) = [H(an)—J—S}Xjnw(S)
dnw
Uogodlniajgc rozwazanie na sygnaty nieokresowe, tj. sygnalty wejSciowe x(?)
1 wyjSciowe y(?) postaci:
| ,
x(t)==— [ X(s,0)e"ds
277'-] —joo
1 F =
—— | Y(s,0)e"ds
2 j j (s:1)

_joo

() =

gdzie: }(S,l‘) , I_/(s,t) — chwilowe widma ciagte, otrzymuje sig¢:

Y(s,f)= [H(s) +C;—Z%F(s,t)

Dzicki wyprowadzeniu i wykazaniu shusznos$ci teorii czestotliwo§ciowej mo-
dulacji mozna wprowadzi¢ modulacj¢ czasowo zalezng (,,rozszczepienie” modu-
lacyjne), tj:
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d d
4.,4.4 (20)
dt dt dr
albo w symbolice zespolonej
s—>s+0

gdzie zachodzi silna nieréwno$¢ | o |<<|s| oraz s= % ; — operator réznicz-
kowania sygnatlu, f € [O,T ) , 0= %T — pochodna obwiedniowa, zaburzenie

modulacyjne, poprawka modulacyjna.
Sygnat zmodulowany mozna traktowaé jako sygnat 2—D. Okresowy (o okre-
sie T) sygnat zmodulowany zilustrowano na rys. 4.

A 5 7 €(—0,+%) czas unoszenia (,dfugi”)

tefo,T)
czas nosny (,.krotki”)

Rys. 4. Ilustracja przebiegu sygnatu zmodulowanego jako sygnatu 2-D x(¢,7)

Dwie zmienne niezalezne sygnalu nazywane beda: ¢ — czasem no$nym,
7 — czasem unoszenia. Gdy zmienno$¢ sygnalu wzgledem czasu unoszenia jest
znacznie mniejsza niz jego zmienno$¢ czasie nosnym, operator rézniczkowania
ulega ,,rozszczepieniu” (20) — oczywiscie dla | o |<<| s |.

Jezeli rozpatruje si¢ dwojnik elektryczny, na ktérego zaciskach wystepuja
sygnaty zmodulowane napigcia u(?, 7) i pradu i(z, 7) powigzane operatorem im-
pedancyjnym Z(s) to

Z(S)—)Z(S+G):Z(S)+CZ—ZG 21
s

jest wystarczajaca transformacjg operatora impedancji i wowczas uprawniony
jest zapis:

u= (Z (s)+ C;—Zijz (22)

s dt
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Realizacja zapisu (22) bezposrednio w dziedzinie czasu odbywa si¢ z udzia-
tem splotu cyklicznego:

f tdz d
u(t,r)= [ Z(t©0Yi(¢',)de'+ [ == (101 ~——i(t',7)dr (23)
0 ) ds dt
. dzZ o . o .
gdzie: Z(¢); d—(t) — odpowiednio cykliczne funkcje impulsowe operatorow
s

VA
Z(s)i c;— ; (1Ot') — dziatanie odejmowania modulo T, tj:
s

t—t', gdy t—t'€[0,T
O = gdy [0,T)
t—t'+T, gdy t—t'¢[0,T)
dla r €[0,7) it'e€[0,T).
Natomiast realizacja zapisu (22) w dziedzinie cze¢stotliwos$ci ma postac:

u(jnw,t)=Z(jno)l(jnw,t)+ dz_di(jno,z) (24)
dinw dt
albo w innym zapisie:
u(s,z'):Z(s)I(s,z')+Cz;—zM dla s=jw;
s

gdzie: u(s,f)|s_jw,l (S,T)|S_jw — czasowo zmienne widma sygnatow napiecia i

2
pradu (widma chwilowe); @ = il

3. OPTIMUM ENERGETYCZNE SIECI RLC I STEROWANIE
PRZY SYGNALACH T-OKRESOWYCH, ZMODULOWANYCH

Wyniki uzyskane we wprowadzeniu do niniejszej pracy wskazuja, ze decydu-
jaca role przy rozdziale wektora pradow zewnetrznych na sie¢ odgrywaja dwa
operatory: operator optymalizujacy okre§lony we wzorze (8) i operator sterowa-
nia, ktorego definicja zawiera si¢ we wzorach (9) 1 (10).

Wprowadzajgc w nich rozszczepienie modulacyjne (20) zmiennej niezaleznej
otrzymuje si¢ odpowiednie poprawki modulacyjne, ktére umozliwiaja wyzna-
czenie rozktadu pradow, w sytuacji gdy wektor pradow zewngtrznych jest okre-
sowy, zmodulowany.

Znieksztalcenie operatora optymalizujacego przebiega nastepujaco:

-1
R'R, > (R+§a] (RO + IR, a]

ds ds
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a pomijajac drugg potgge wolnozmiennego operatora rézniczkowania o,
otrzymuje si¢:
dR, dR

¢ —R'R, |0 (25)
ds ds

Drugi sktadnik w wyrazeniu (25) stanowi wiasnie wspomniang poprawke
modulacyjng w operatorze optymalizacyjnym.

R'R, >R 'R, + R"(

Natomiast operator sterowania X" (s)transformuje si¢ nastepujaco z
uwzglednieniem tych samych zasad co przy transformacji operatora optymalizu-
jacego:

X' (s+0)= (X + ﬁO'))(R + ﬁa))_ (Ro + R, O')j -X, - ﬁa =
ds ds ds

dR dX
XR'R,-X, +| XR™ —O—QR‘IR0 +ﬁR*R0 -—Llo
ds ds ds ds
Przyklad
Na rys. 5 przedstawiono sie¢ ztozong z dwoch rownoleglych dwojnikow opi-
sanych operatorami impedancyjnymi Z(s) 1 Z,(s), ktére w rozkladach na czgsci
hermitowska i sko$nie-hermitowska daja:
Z,(3)=R;(s) +X,(s); Z,(s) =R,(s)+X,(s)
Wektor pradow zewnetrznych ma pojedyncza wspotrzedng — sygnat okreso-
wy zmodulowany iy;(t,7), tj.: ig;(t+T,7)= ipi(t,7).

X tin;
—— i@ g
= T

2 ]
01 ol
& ©

Rys. 5. Rozdziat optymalny sygnatu pradu 01 na dwie roéwnolegle galezie: a) obwod bez sterowa-
nia, b) obwdd z udziatlem sterowania

Z kolei na rys. 6 pokazano schemat struktury uktadu rownan sieci (Z, R; Z,,
Ry), w ktérym macierze sktadowe R(s), Ry(s) oraz X(s), Xo(s) przyjmuja postaé
jednowymiarowg jak na rys. 6.
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IR -@.R)

R(5) > R (s)+Ry(s); X(s) = X (s)+X,(s)

i R(s) = Ry(s); X,(s) = X, (s)
01 X

3]
3]

Rys. 6. Schemat struktury uktadu roéwnan (Z, R; Zy, Ry) dla obwodu elektrycznego z rys. 5

Zatem jednowymiarowe operatory: optymalizujacy i sterowania majg postac:

RR, = Ra(® +(R1(S)+R2(S))_1(d&_d(R,+R2) R, (s) ]i
R,(s)+R,(s) ds ds R,(s)+R,(s) )dr

o Ki(5)+ Xo(s)

Ry(s)—X;y(s)

Ri(s)+Ry(s)
4 Xi(s)+X,(s)(dR, d[R;+R,) R;y(s)
R,(s)+R,(s)\ ds ds R,(s)+R,(s)
+d(X,+X2) R,(s) _dX, | d
ds R;(s)+R,(s) ds |dr

W szczegblnosci, gdy dwajniki 1, 2 sg uktadami szeregowymi RL, tj. gdy:
Z,(s)=r1,+sL,,

operator optymalizujacy przyjmuje bezdyspersyjng postaé ) , a operator
L +1,
sterowania:
L,+L L, +L d Lr,—-L d d
R N G T i i B LR (L
1,47, I +1, dr r+1, \dt dr

Przyktadowo, wtedy dziatanie operatora sterowania na sygnat pradu ze-
wngtrznego zachodzi nastepujgco:

X oo (t,7) = L —Lyy [dlo,(t, 0, diy(t, T)j
L+ dt dr

4. WNIOSKI

Niniejsze opracowanie jest rozszerzeniem publikacji [5] i [7] na przypadek,
gdy sygnaty wejsciowe w sieci elektrycznej sg okresowe, zmodulowane, tj. sg
funkcjami 2-D takimi, ze x(z+7,7)= x(t,7). Wowczas kazdy liniowy, czasowo-
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niezmienniczy operator H(s) znieksztalca si¢ zgodnie z przyblizonym rozwinig-
ciem Taylora:

dH
H(s) > H(s+o)=H(s)+—o
ds
27)
d d
dt dt
Drugi sktadnik w rozwinigciu (27) operatora H(s) jest tzw. poprawka modula-
cyjng. Rozwiniecie to jest dostatecznie doktadne dla ,,powolnych” modulacji.
Przy modulacjach ,,szybszych” w rozkladzie (27) nalezy uwzgledni¢ wyzsze
rz¢dy operatora ¢ odpowiedniego szeregu Taylora [9]:
dH _1d°H 1 d°H
H(s+o)=H(s)+—o+—-— o’ +— 3 o’ +
ds 2 ds 3! ds
Jak wykazano w pracy [7] korzystne jest rozwini¢cie operatoréw impedancji w
szeregi potggowe operatoréw wielokrotnie rozniczkujgcych:

Z(s)=r+Y r;s™ +s(L+ > L,s™) (28)
n=l n=1

S =

W rozwinigciu (28) widoczne sg: parzysty sktadnik — operator R(s) i nieparzysty
— X(s). Sktadniki te doznajg znieksztatcen modulacyjnych:

e d
R(s+o)=R(s)+ [Z 2nr s> jd_
! ¢ ] (29)
X(s+0)=X(s)+ [L +> (2n+1)L s jd_
n=1 T
Rozwinigcia (29) stanowig z kolei podstawe do wyznaczenia poprawek mo-
dulacyjnych operatorow: optymalizacyjnego i sterowania.
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ENERGY OPTIMAL DISTRIBUTION OF CURRENT MODULATED SIGNALS
IN A COMPLEX LINEAR ELECTRICAL NETWORK

In a complex RLC network, apart from the currents flows arising from the normal
laws of Kirchhoff, other distributions of current, resulting from certain optimization
criteria may also be received. The article [S] examined the distribution that meets the
condition of the minimum energy losses within the network, called the energy—optimal
distribution. The optimal distribution is not reachable itself, but in order to trigger it off,
it is necessary to introduce the control system in the current—dependent voltage sources
vector, entered into a mesh set of a complex RLC network. This study is an extension of
the article [5] for the case when the electrical input signals are periodic, modulated. It
presented a crucial aspect of the type of modulation described in the article, so—called
modulating fission of differentiation operator which takes into account the modulation
amendment.
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