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STABILNOSC ROZWIAZAN ,
SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH ZAGADNIEN
DYNAMIKI

STRESZCZENIE

W artykule przedstawiono wyniki obliczeri numerycznych zagadnienia rozchodzenia sie
fali naprezenia na przyktadzie prostego preta izotropowego. Wyniki numeryczne w zakresie spre-
zystym odniesiono do rozwigzania analitycznego, wskazujac na poprawne dziatanie algorytmu.
W zakresie plastycznym nie ma rozwigzan analitycznych, zaproponowano wiec numeryczne
rozwigzanie zagadnienia. Zastosowano algorytm obliczania naprezenia, ktéry uwzglednia mak-
symalne wartosci tego parametru w rozpatrywanym obszarze i modyfikuje krok czasowy w trakcie
obliczen dla utrzymania stabilno$ci rozwigzania. Modyfikacji w trakcie obliczer ulega réwniez
macierz sztywnosci, poniewaz w czasie rozpatrywanego zjawiska materiat ulega umocnieniu.

Celem pracy jest zwrocenie uwagi na znaczenie doboru kroku czasowego zapewniaja-
cego stabilnos¢ rozwigzania podczas obliczen, szczegoinie gdy materiat przechodzi ze stanu
sprezystego w plastyczny. Zaproponowany algorytm przyspiesza rozwigzanie przy zachowaniu
stabilno$ci obliczert w pordwnaniu z klasyczng metodg iteracyjna.

Stowa kluczowe:
MES, dynamika, fala sprezysto-plastyczna.
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WSTEP

Zagadnienia dynamiki charakteryzuja si¢ tym, ze w poszczegélnych punk-
tach rozwazanego obszaru wystgpuje dociazenie lub odciazenie konstrukcji [5].
W pracy rozpatruje si¢ deformacje sprezyste oraz plastyczne w ciatach izotropo-
wych i jednorodnych. Zagadnienia tego typu komplikuje znacznie fakt, ze po przej-
sciu fali uplastyczniajacej material ulega wzmocnieniu. Dlatego przy powtdrnym
przejsciu fali propaguja si¢ one w ciele, napotykajac rézne granice sprezystosci
w poszczegolnych punktach rozwazanego obszaru. Istotna uwaga wynikajaca z roz-
wazan w niniejszej pracy dotyczy faktu, ze w przypadku gdy w materiale wystapia
naprezenia powyzej granicy sprezystosci, to czes$¢ energii tracona jest na odksztatcenia
plastyczne i przy odciazeniu energia kinetyczna musi by¢ pomniejszona o energi¢
tracong [6].

Rozpatrzono pret (rys. 1.) o stalym przekroju i przyjeto, ze odksztatcenia sa
na tyle mate, iz mozemy stosowac zasadg ptaskich przekrojow, pomijajac wpltyw
przemieszczen poprzecznych na przemieszczenia wzdhuzne.

x=0 I

Rys. 1. Rozpatrywany schemat uderzenia masy m w pret o dhugoscei /.
Pret o $rednicy d = 0,01 m, dlugosci /=20 m i gestosci p = 7850 kg/m’ jest na prawym koncu
utwierdzony, a na lewym koncu znajduje si¢ masa skupiona m,, = 3298,45 kg

Zrodto: opracowanie wiasne.

Pret wykonany jest ze stali I0GHMBA (wggiel, magnez, chrom, molibden,
bar). Charakterystyke stali okreslono na podstawie proby jednoosiowego rozciaga-
nia (rys. 2.). Aproksymujac t¢ charakterystyke funkcja sklejana, wedtug ponizszych
zaleznosci, otrzymano bardzo dobra zgodnos$¢ funkcji aproksymujacej i funkeji
aproksymowanej, okreslonej z eksperymentu.
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o=Ee dla 0<e<g
o= f(¢) dla g<e<g
o=E,¢ dla £E=&
df do

Te - de = dla £=¢g
df do

E=E=Ew dla e=g

o7 N

E

£p €1

Rys. 2. Przyjeta charakterystyka materiatowa stali 10GHMBA, gdzie:
E =2,08-10° MPa — modut Younga, E,, = 1,25 10° MPa — wzmocnienie,

o= 612,96 MPa, ;= 703,90 MPa, g, = 2, &, = 7,2866:10°>
E

Zrodto: opracowanie wlasne.

OPIS DYSKRETNY PRETA

Aby oceni¢ wpltyw nieliniowe] czgsci charakterystyki, opisanej funkcja
o = f (&), rozpatrzymy trojweztowy element preta o dlugosci /.. Przemieszczenia
dowolnego punktu elementu preta zapiszemy jako kombinacje przemieszczen jego
weztow U’ = [Ul(t),Uz(t),U3(t)] oraz funkcji ksztattu ® =[¢,(x),®,(x),;(x)]

u(x,t)=®(x) U(z).
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Predkos$¢ i przyspieszenie wyrazamy réwniez za pomoca warto$ci weztowych

u(x,t) =®(x)U@),  i(x,)=®(x) U®).

!
Ap.
Energig kinetyczng elementu preta £, = pT .[ 1w”’dx zapisujemy za pomoca
0

warto$ci weztowych, otrzymujac
1., f 1
E, :EUijAQ%de:EUT MU,
0

gdzie:
I

e

M¢ = I pA ®'®dx — macierz bezwladnosci elementu preta;
0

A — pole przekroju porzecznego preta.

Odksztalcenia w elemencie wyraza sig wzorem &(x,7)=® U . Jezeli do

catkowania bedziemy wykorzystywa¢ metod¢ Gaussa, to w i-tym punkcie odksztal-
cenie wyrazi sig¢ jako g (x,7)=® (x;)U. Dla pigciopunktowej procedury Gaussa

otrzymamy:
[‘91 & & & gs]T = [¢1,x(xi) 0,.(x;) @5, (x, )]U .

Oznaczajac B = [gol,x(xi) 0, (x;) ¢3,x(x,.)J odksztalcenia w punktach catl-
kowania, zapiszemy macierzowo €=B U. Odksztalcen poszukujemy dla j-tego

przyrostu obciazenia. Jezeli w kolejnym kroku obciazenia przemieszczenie wzrasta
o warto$¢ AU, to catkowite przemieszczenia zapiszemy jako
Uj:Uj_1+ AU,
i dalej
o€ B’

g=¢.tAe =g +B AU, przy czym E =
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KOREKCJA MACIERZY SZTYWNOSCI
W ZALEZNOSCI OD OBCIAZENIA

Rozpatrzono nastgpujace przedzialy uwzgledniane przy okreslaniu energii
wlasciwej:

1. Pret znajduje si¢ w stanie sprgzystym (rys. 3a), czyli
(6, +A8)<g,.

Energia wlasciwa w takim przypadku wynosi

1

D, = g (SH +A8)2 =0, +§[ € Ag+(A8)2]-

Obliczamy pochodng energii wlasciwej wzgledem przyrostu przemieszczen

Ei% =E(e, B" +B'B 4U),

a nastgpnie catkujemy po objetosci preta, otrzymujac
!
(0D,
AJ.—’dx:Qe+K"AU,
0 04U
gdzie:

l{’ 1(3
Q= AI E (81-_1 B’ )dx = AI 0,_,B" dx jest wektorem (macierz jednokolumnowa);
0 0

L
K= A_[E (BTB)dx jest macierza.
0

2. Prgt znajduje sig w stanie sprezystym &, , <§&,, natomiast skut-

kiem przyrostu obciazenia (SH + As) > £, sa odksztalcenia plastyczne (rys. 3b).
Odksztalcenia plastyczne zapiszemy jako
£, =€ +Ae—¢g,=Ae—(g,—€_)=Ae—g,.
Dla tego przypadku okreslamy energie wlasciwa

D, = %O',go +0,€, +%EW £ = %O',ﬁgo +6r(A€—€0i)+%EW(A€—SO[ Y
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1 1 1
b, =-0,6 0,6, +E, & +0,(4e)+ EEW[(Ag)Z -24¢ g,].

Po kolejnych przeksztatceniach otrzymujemy

1
D, =0, +0, Ag+EEW[(A€)2 —24¢ g,,].

| O
o b)
a)
Oi

P I o
Ol L9755 5
il

&

o £

&i-1 Ae o
g &l Ae
&

o]
GG |pmmmmmmmmmm e e

&l Ae

Rys. 3. Rozpatrywane przedziaty uwzgledniane przy okreslaniu energii wlasciwe;j

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Czton @, nie zalezy od przyrostu przemieszczen, stad

9P _ o, B"+E B BAU-E B g, + LB, g7 pe (4e-2¢,)
04U 2 de
lub
(0] oE 1 dE
9P _ o.—-Ee;,——=| B"+|E,+——"4¢ |B'B AU .
04U o€ ), 2 de

Wprowadzamy oznaczenia
lC

I
, JE, JE,
Q= ![o; —E, &, —ge‘ol) B’ dx= J{o;, —(EW = jAe} B’ dx;

0

/

/
€ i 1 aEW ( 1 aEw

2 d¢

3. Pret znajduje si¢ w stanie plastycznym (8i_1+A£)>€0 (rys. 3c).

Na podstawie rysunku 3¢ okreslamy energi¢ wlasciwa
Ew 2
D, =D,_ +0,_, Ae+ T(Ag)

i obliczamy pochodna

D 1 0E
92 _ o, B" +E B'B AU +——"B" (4¢)’.
04U 2 de

Analogicznie jak w poprzednich punktach przyjmujemy

1}

1, L
o =j;(0,-_1 B )dr,  K°= !(EW %aaE; Agj (B B)dx.

Wykorzystujac rownania Lagrange’a, otrzymujemy nastgpujace réwnanie ruchu
preta:
KAU+MU=Q.
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Calkowania réwnia ruchu dokonamy metoda Newmarka z krokiem cza-

sowym Af. Znajac dla czasu t warto$ci przemieszczenia U, , predkosci U , oraz

przyspieszenia U , » poszukujemy tych wartoéci dla czasu ¢+ Af wedhug wzorow:

2
E (Ut+At -

4 4 . . .
(Ut+At - U,)——U[ - Uz’ U1+Az =

UHA[:(At)Z Al Ut)_Uz'

Jezeli przyjmiemy U, , =U, + AU , to rdwnanie ruchu zapisze si¢ wzorem

F{Kﬁu 4 - M} AUzM[iU, +UJ—Q.
(At) At
W przypadku gdy pret znajduje sig w stanie plastycznym, to warto$¢ K za-
lezy od rozwiazania, czyli zagadnienie jest nieliniowe. Dlatego warto$ci przyrostu
przemieszczenia w danym kroku czasowym poszukiwaé¢ bedziemy iteracyjnie, wy-
korzystujac metode Newtona. Jezeli przyjmiemy

4 4 . .
F=(K+A—t2MjAU—M[ Ut+Utj+Q,

At
to
OF Z(K %M}G_K de_ 0K de
04U At de dAU de dAU
S U, +4U de 1
poniewaz & = , to =—.

/ ddu |

Zgodnie z metoda Newtona, w kolejnym kroku iteracyjnym obliczamy po-
prawke dla przemieszczenia wedlug wzoru

oF
04U

a nastepnie obliczamy AU = AU + 60U .

Opisujac materiat charakterystyka biliniowa (rys. 3d), we wzorach na obli-
czanie macierzy sztywnosci wielko§¢ 0E, /de=0. Jezeli wezmiemy pod uwagg
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dwa sasiadujace punkty preta, przy czym jeden z nich znajduje si¢ w stanie sprezy-
stym, a drugi w stanie plastycznym, to wystapi skokowa zmiana wyrazéw macierzy
sztywnosci odpowiadajacych tym punktom [2]. Uwzgledniajac nieliniowa czg$¢
charakterystyki, uzyskamy w miar¢ monotoniczng zmiang wyrazow macierzy sztyw-
no$ci. Oczywiscie zmiana zalezy od przyrostu obciazenia, ggstosci podziatu rozwa-
zanego obszaru na elementy oraz wielkos$ci kroku czasowego.

WYKORZYSTANIE ALGORYTMU NA PRZYKLADZIE
PROPAGACIJI FALI NAPREZENIA W PRECIE

Rozpatrzono przypadek, gdy masa uderzajaca jest rowna masie preta. Nie
mozemy przyjac, ze napr¢zenia w catym precie sa takie same. Musimy wzia¢ pod
uwage propagacj¢ frontu fali naprezenia wzdhuz osi preta. W tym przypadku, jezeli
masa uderzajaca porusza si¢ z predkoscia vy, to dla czasu #, w przekroju preta x = 0

powstang naprg¢zenia o, = pav,, gdzie ga=_|— jest predkoScia propagacji czota
\ o

fali naprezenia.
Przyjmujac predkos$¢ masy uderzajacej taka (vo = 6,067 m/s), aby dla czasu

t =0 naprezenie 0, = O] |x: 0= 0,4 0, , mamy pewnos¢, ze po odbiciu od utwierdzenia
naprezenie O, = O'|x:L (wzrastaja dwukrotnie) nie przekroczy granicy sprezystosci.

Pret bedzie si¢ znajdowat w stanie sprezystym i rozwigzanie analityczne [3] (rys. 4.)
jest niemal identyczne z rozwigzaniem numerycznym (rys. 5.). W momencie, gdy o,
przyjmuje warto$¢ zero, to czas ¢ = f 1 nastgpuje oderwanie masy uderzajacej od

preta.
Przyjmujac predkos¢ v, taka, aby dla czasu ¢ = 0 naprezenie O, :O‘I i =080,

otrzymamy rozwiazanie przedstawione na rysunku 6. W koncowej czgsci preta
wystapia odksztatcenia plastyczne (rys. 7.).
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a) b)
IL g
gf .
10+

4

at/l at/l

Rys. 4. Teoretyczny przebieg przemieszczenia w punkcie sSrodkowym uderzanej powierzchni
preta masa m (x = 0) (a) i naprezenia w punktach (x=01x = /) (b)

Zrédio: Kaliski S. i inni, Drgania i fale w ciatach statych, PAN, Warszawa 1966.
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Rys. 5. Rozwigzanie numeryczne uderzenia w pret w zakresie sprezystym masa
przy zatozeniach: 0, =040, T, =1,/ 4a

Zrodio: opracowanie wlasne.
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1.17 |

73

.30
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-1.00 | e .
.00 .34 60 1.03 1.38 1.72

Rys. 6. Rozwigzanie numeryczne uderzenia w pret w zakresie sprezystym masa
przy zatozeniach: 0, =080, T, =/,/4a

Zrodto: opracowanie wiasne.

A ¢
2.81
2.25
1.69
1.12
56
xm
.00 L
1.85 1.88 1.91 1.84 1.87 2.00

Rys. 7. Odksztalcenia plastyczne w koncowej czgsci preta

Zrodio: opracowanie wlasne.
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Na dtugosci 0,15 m sztywnos¢ preta zmienia si¢ wedtug stosunku E/E,
czyli w granicach 1—-0,006. Dla biliniowej charakterystyki materiatu wystapitaby
skokowa zmiana sztywnos$ci powodujaca zte uwarunkowanie macierzy sztywnosci
preta. Uwzgledniajac nieliniowa czg$¢ charakterystyki w przedziale odksztatcen
(80,81) oraz odpowiednio ggsty podziat na elementy, uzyskujemy monotoniczna
zmiang wspotczynnikéw macierzy sztywnosci.

Jezeli przyjmiemy predkosé vy taka, aby dla czasu ¢ = 0 naprgzenie

o, = O'|x:0 =2,0 o,, otrzymamy rozwiazanie przedstawione na rysunku 8.

1.20

.76

.32

/Ty

=12

-.56

-7

-1.00

.00 .B9 1.78 2.67 - 3.65 4.44

Rys. 8. Rozwiazanie numeryczne uderzenia w pret w zakresie plastycznym masa
przy zatozeniach: o, =2,00,, T, =1,/2a

Zrodto: opracowanie wiasne.

W obu koncach preta wystepuja odksztalcenia plastyczne (rys. 9.). Energia
kinetyczna masy uderzajacej wynosi

_ 2
E,=05m,v,,
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natomiast energi¢ kinetyczna preta dla czasu ¢ obliczymy wzorem

w?(x)dx.

p A
Sy

O C—

Obliczajac energi¢ jako pracg sit wewnetrznych na przemieszczeniach jed-

nostkowych, otrzymamy

l
A
E, :—Iaedx.
2 0

Zmiang energii w czasie przedstawiono na rysunku 10., gdzie wyraznie wi-
da¢ spadek energii catkowitej kosztem trwatych odksztatcen plastycznych.

| e

4.45
3.56
267
1.78
.89

‘ X m
.00 -

.00 .40 .BO 1.20 1.60 2.00
Rys. 9. Odksztalcenia plastyczne w obu koncach preta

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Y v,
1.000
800
(Ek+ES)/Ek0 |
600 |
EJ/Ew
400
Ev/Erv
201
/Ty
o 69 1.38 2.07 2.76 3.44 =

Rys. 10. Zmiana energii w czasie z widoczna strata energii catkowitej
na odksztalcenie plastyczne

Zrodio: opracowanie wiasne.

WNIOSKI

Obliczenia numeryczne w zakresie sprezystym sa zgodne z obliczeniami
analitycznymi. W zakresie sprezysto-plastycznym i plastycznym wykorzystano ten
sam algorytm, a wyniki obliczen numerycznych wydaja si¢ intuicyjnie poprawne.
Do ostatecznej weryfikacji algorytmu, zard6wno w tym, jak i we wszystkich zagad-
nieniach plastycznych, konieczna jest weryfikacja eksperymentalna.

Obliczenia wykonano na komputerach Centrum Informatycznego Trojmiejskiej Aka-
demickiej Sieci Komputerowej.
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STABILITY OF SOLUTIONS
ELASTIC-PLASTIC DYNAMIC ISSUES

ABSTRACT

This paper presents the results of numerical wave propagation problems with the
example of a simple isotropic bar tension. Numerical results were compared to the elastic ana-
lytical solution, indicating the correct algorithm operation. There are no analytical solutions in
terms of plastic conditions, so the numerical solution of this problem is proposed. The article
gives an algorithm for calculating the stress that includes account the maximum value of the
parameter in this question and in the same time modifies the time step in the calculations for
the stability of the solution. Modifications in the calculation of the stiffness matrix are caused by
the phenomenon of material strengthening. The proposed algorithm dramatically accelerates
the solution when the stability of the computation takes place comparing to classical iterative
method.

The aim of this study is to highlight the importance of the selection of the time step in
calculating the stability of solutions, especially when the state of elastic material goes into plastic.

1(192) 2013 53



Stanistaw Dobrocinski, Leszek Flis, Jerzy Matachowski

The proposed algorithm accelerates the solution when the stability of the computation takes
place and compared to classical iterative method.

Keywords:
finite element method, dynamic, elastic-plastic wave.
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