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Opierając się o model infrastruktury drogowej rozwiniętej w publika-
cjach [3, 5, 11], dysponując danymi uzyskanymi ze źródeł – punktów 
obserwacyjnych - zestawionych w [2, 6], a przekazanych dzięki tech-
nikom telekomunikacyjnym analizowanym w [4], możliwe było od-
zwierciedlenie komponentów ruchu drogowego i jego monitorowania 
na badanym obszarze w rzeczywistości wirtualnej. Metodą symula-
cyjną zagadnienie ruchu drogowego transformowane zostało w ana-
logiczne zagadnienie monitorowania trajektorii w adekwatnym mo-
delu komputerowym. W artykule rozpatrzono warstwę analityczną 
systemu. 

Słowa kluczowe: ruch uliczny, monitorowanie, symulacja. 

Wstęp 
W badaniach statystycznych istotnym problemem jest 

znalezienie adekwatnego modelu matematycznego, który pozwoli na 
obliczenie ważnych probabilistycznych parametrów rozważanej 
populacji generalnej.  

Ogólnie wybiera się próbkę, dla której – według wstępnej analizy 
– stwierdzono, że jednostki statystycznie są niezależne. Znaczy to, 
że ciąg zmiennych losowych  

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5, …    (1) 
 
stanowi próbkę losową prostą.  

Istotne jest wyznaczenie statystyk, będących funkcjami wielu 
zmiennych, do których podstawia się zmienne losowe 
wielowymiarowe, czyli elementy ciągu (1). Każda realizacja zmiennej 
losowej wielowymiarowej, czyli każda próbka, daje losowy wynik 
wybranej statystyki [15].  

Badania statystyczne na populacji próbnej dają w wyniku tak 
zwany rozkład empiryczny, który powinien dać wizję rozkładu 
wartości cechy w populacji generalnej.  

Rozkład ten przyjęto za rozkład teoretyczny – na ogół nieznany 
i niedostępny bezpośrednio.  

1. Wybrany model  
W przeprowadzanych przez autorów badaniach empirycznych za 

model przyjęto przemieszczanie się pojazdów o rzadkiej cesze dys-
tynktywnej względem punktu obserwacyjnego usytuowanego w loka-
lizacji o intensywnym natężeniu ruchu. 

Zatem niech 𝐹 będzie dystrybuantą rozkładu badanej cechy 

w populacji generalnej (dalej rozkładu teoretycznego), 𝐺 zaś będzie 
oznaczać dystrybuantę rozkładu empirycznego. 

Rozpatruje się więc z jednej strony rozkład prawdopodobieństwa 
teoretyczny wybranej cechy w całej populacji, a z drugiej strony roz-

kład empiryczny próbki o liczebności 𝑛. Ważne jest ustalenie relacji 
pomiędzy tymi dwoma obiektami [7].  

Próbki na ogół są małe, jednak zasadne jest oczekiwanie, że im 
większa liczebność próbki, tym lepsza będzie zgodność między roz-
kładem empirycznym a rozkładem w populacji generalnej – często-
kroć albo bardzo dużej, czy wręcz nieskończonej, więc niedogodnej 
bądź niemożliwej do objęcia badaniem bezpośrednim. Odpowiedź na 

to oczekiwanie daje twierdzenie Gliwienki o zbieżności jednostajnej 
dystrybuanty empirycznej do dystrybuanty teoretycznej z prawdopo-
dobieństwem 1 (twierdzenia o zbieżności prawie na pewno): 

𝑃 ( lim
𝑛→∞

(sup
𝑥

(|𝐺𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)|)) = 0)  = 1 . (2) 

 
Należy podkreślić, że we wzorze (2) dla każdego ustalonego x, 

𝐹(𝑥) jest konkretną wartością liczbową, podczas gdy 𝐺𝑛(𝑥) jest 
realizacją zmiennej losowej, zależną od losowego wyboru próbki.  

Zatem prawdziwym jest stwierdzenie, że im próbka jest 
liczniejsza, tym lepiej odzwierciedla właściwości populacji generalnej. 

Najczęściej badania nad ruchem pojazdów dotyczą estymacji 
parametrów i weryfikacji hipotez parametrycznych oraz zgodności 
rozkładu empirycznego z rozkładem teoretycznym.  

W przedstawionych badaniach weryfikowano hipotezę, że roz-
kład liczby pojazdów o zadanej cesze dystynktywnej pojawiających 
się w punkcie obserwacyjnym w kolejnych odcinkach czasu o ustalo-
nej długości jest rozkładem Poissona [16]. Zgodnie z rozkładem Po-
issona zachodzi: 

𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝑃𝑘 = 𝜆𝑘
𝑒−𝜆

𝑘!
 (3) 

dla 𝑘 = 0, 1, 2, …. 
 
Rysunek 1. przedstawia graficznie rozkład  Poissona – przebieg 

zmienności wartości prawdopodobieństwa zdarzenia w zależności 
od wartości cechy. Przebieg ten zależy od wartości parametru λ – 
wartości średniej rozkładu (wartości średniej zmiennej losowej 
o rozkładzie Poissona). 

 

 
Rys. 1: Rozkład Poissona dla przykładowego parametru 𝝀 = 𝟐. 𝟎𝟔  

 

Dla większej wartości 𝜆 „szczyt” przesuwa się w prawo, 
dla mniejszych odpowiednio w lewo. 

Na Wydziale Transportu i Elektrotechniki UTH Rad. prowadzi się 
badania nad system poszukiwania pojazdów drogowych według za-
danych cech dystynktywnych, który może posłużyć zwiększeniu bez-
pieczeństwa obywateli, również eliminacji błędów ludzkich , zob. [12], 
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np. dostarczając dużą liczbę danych odnośnie pojazdów przemiesz-
czających się po drogach.  

Projektowany system składa się z trzech głównych komponen-
tów: Centrum Zarządzania, punktów obserwacyjnych (czujników) 
oraz sieci telekomunikacyjnej. Dodatkowymi składowymi są sieć dróg 
oraz zbiór poszukiwanych pojazdów. Temat monitorowania pojazdów 
został również poruszony przez innych autorów w [17].  

Stworzono własny program symulacyjny, który pozwala śledzić 
równolegle trajektorie ruchu dużej liczby wirtualnych jednostek kie-
rowca/pojazd. Do częściowej kalibracji modelu przeprowadzono wła-
sne badania empiryczne w Radomiu na Rondzie Narodowych Sił 
Zbrojnych – Rys.2, w cyklach 4-minutowych, celem wiarygodnego 
odzwierciedlenia w badaniach symulacyjnych rzadkich zdarzeń (ta-
kich jak wstępowanie w zdanym punkcie obserwacyjnym pojazdów o 
kolorze żółtym). Ciekawe rozwiązania w zakresie symulacji prze-
mieszczania się pojazdów – choć w transporcie kolejowym, a nie dro-
gowym, jak w niniejszym artkule – przedstawiono w publikacjach [1] 
oraz [13]. 
 

 
Rys. 2: Lokalizacja badań empirycznych (czerwony punkt)  

 
Przykładowe wyniki badań dla próbki 100-elementowej przedsta-

wia tabela 1. 
 

Tab. 1: Liczba aut koloru żółtego w 100 elementowej próbce 

 
 
Dla innych próbek 100-elementowych wyniki mogą przedstawiać 

się inaczej. Częstości względne (prawdopodobieństwa empiryczne) 
zaś będą się stabilizować wraz ze wzrostem liczności próbki [8, 9, 
15]. Należy jednak podkreślić, że koszty eksperymentu, lub długość 
czasu jego trwania, na ogół narzucają ograniczenia dotyczące liczby 
możliwych obserwacji.  

 

 
Rys. 3: Auto o zadanej cesze dystynktywnej  

 
Na potrzeby eksperymentu autorzy jako cechę dystynktywną 

przyjęli kolor pojazdu (w analizowanym przypadku żółty). W bada-
niach empirycznych zliczano ile aut w wybranym kolorze wjeżdżało 
na rondo w 100 elementowej próbce, Rys. 3. Zwiększenie próbki 
znacznie utrudnia przeprowadzenie badań – zwiększa koszty i czas 
trwania badań. Rysunek 4. przedstawia histogram częstości bez-
względnej: 

 

 
Rys. 4: Wyliczone częstości z badania eksperymentalnego  

 
Wartość średnia dla badanej próbki została obliczona 

wg. zależności (4) i wyniosła w badanym przypadku 1,94: 
 

�̅� =
1

𝑛
∑ 𝑥𝑘𝑛𝑘 = 1,94

𝑟−1

𝑘=0

 (4) 

 
W badaniach empirycznych najczęściej obserwowana była war-

tość 2.  
Należy zwrócić uwagę, że przy realnych badaniach zdarzają się 

dość nieoczekiwane wyniki, tutaj przykładowo częściej obserwowano 

przypadek 𝑥 = 5 niż 𝑥 = 4. Tego typu efekty zmniejszają się przy 
większych próbkach, tak jak pokazano w poniższym symulacyjnym 
przykładzie obejmującym 1000-elementowe próbki: 
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a)  

b)  
Rys. 5: Porównania wyników badań dla a) 𝒏 = 𝟏𝟎𝟎 oraz  

b) dla 𝒏 = 𝟏𝟎𝟎𝟎 
 
Rysunki: 5a) oraz 5b) ilustrują powyższą konstatacje, zaś rysu-

nek 6 ukazuje dystrybuanty – empiryczną oraz teoretyczną – obli-
czone na podstawie tabeli 1.  

 

 
Rys. 6: Porównanie dystrybuant rozkładu teoretycznego (linia 
zielona) i empirycznego (niebieska) dla próbki 100-elementowej  

2. Testowanie hipotez  
Test statystyczny to sposób weryfikacji hipotezy statystycznej. 

Hipoteza dotycząca nieznanej postaci funkcyjnej dystrybuanty 𝐹 

zmiennej losowej 𝑋 jest hipotezą nieparametryczną [14, 18]. Przyj-
muje się pewną hipotezę 𝐻0 określającą postać dystrybuanty 𝐹.  

Celem jest weryfikacja hipotezy 𝐻0, a w przypadku jej odrzucenia 

– przyjęcie alternatywnej hipotezy 𝐻1.  
W zagadnieniach ruchu drogowego przyjmuje się często rozkład 

Poissona. 

Pobieramy z populacji generalnej próbkę 𝑛-elementową i wyzna-
czamy rozkład zmiennej 𝑋 w próbce. Rozkład empiryczny różni się z 

reguły od rozkładu wg. hipotezy 𝐻0.  
Wprowadza się więc statystykę, mającą sens miary rozbieżności 

między rozkładem empirycznym a teoretycznym. W przypadku wery-
fikacji hipotezy o rozkładzie Poissona wykorzystuje się między innymi 

test zgodności 𝜒2. 
Oznaczając przez 𝑛𝑘 częstość występowania zdarzenia 𝑥𝑘  

w próbce i uwzględniając, że wartość oczekiwana tejże częstości wy-

nosi 𝑛𝑃𝑘 , następująca ważona suma kwadratów stanowi podstawę 
oceny, czy założony rozkład jest zgodny z próbką:  

𝜒2  = ∑
(𝑛𝑘−𝑛𝑃𝑘)2

𝑛𝑃𝑘

𝑟−1
𝑘=0 , (5) 

gdzie: 
 

𝜒2  – miara rozbieżności; 

r  – liczba klas;  

k  – wskaźnik zdarzenia; 
nk  – częstość występowania zdarzenia xk ; 

𝑛𝑃𝑘   – wartość oczekiwana częstości 𝑛𝑘 .  

 
W badaniach przyjęto hipotezę złożoną, że liczba pojazdów o ko-

lorze żółtym pojawiających się w punkcie obserwacyjnym w okresach 
4-minutowych ma rozkład Poissona. Parametr rozkładu szacujemy 
estymatorem określonym równaniem (3). W teorii stosowania testu 

𝜒2 przyjmuje się, że liczność nk nie powinna być mniejsza niż 10 (inni 
autorzy przyjmują liczność 5 lub 8), a liczność próbki nie mniejsza niż 
100. Obliczona z próbki wartość parametru λ wynosi 1,94. Ponieważ 
w pobranej próbie (tabela 1) liczności zdarzeń 4, 5, 6 są mniejsze niż 
8 połączono je w jedną klasę. Dla zmodyfikowanych danych obli-

czono wartość statystyki 𝜒2. Obliczenia zawarto w tabeli 2. 
 

Tab. 2: Wyniki obliczeń dla częstości zdarzeń z tabeli 1 – badania 
empiryczne  

 
W przypadku, gdy próbka rzeczywiście pochodzi z założonego 

rozkładu, zmienna losowa 𝜒2  zdefiniowana wzorem (5), podlega 

rozkładowi Pearsona 𝜒2 o 3 stopniach swobody.  
W zależności od liczby klas 𝑟 i poziomu istotności 𝛼, dobiera się 

wartość progową 𝜒2 0 tak, by ryzyko odrzucenia hipotezy zerowej, 
choć jest ona słuszna, było mniejsze od 𝛼.  

W tym celu skorzysta się z kwantyli rozkładu 𝜒2, co zobrazowano 
w tabeli 3. 

Wyznaczono wartość progową 𝜒0
2 taką, że 

 

𝑃(𝜒2 ≤ 𝜒0
2)  ≤ 1 − 𝛼, (6) 

gdzie 𝛼 jest poziomem istotności. 



I efektywność transportu 
 

 

   

AUTOBUSY 12/2018 779 
 

 

Często zakłada się istotności na poziomie 0,05 czy 0,01 [10, 12]. 
Im większe akceptuje się ryzyko błędu (dokładnie: błędu pierwszego 

rodzaju), tym częściej odrzuca się hipotezę podstawową 𝐻0.  
W pracy ustalono prawdopodobieństwo błędu pierwszego ro-

dzaju 𝛼 = 0,05.  

Hipotezę podstawową 𝐻0 odrzucamy, gdy 𝜒2 ≥ 𝜒0
2. W przy-

padku przeciwnym nie ma podstaw, aby 𝐻0 odrzucić oraz przyjąć hi-

potezę alternatywną 𝐻1, orzekającą, że próbka nie pochodzi z zało-
żonego rozkładu.  

Wartość progową można odczytać z tablic 𝜒-kwadrat [16], przed-
stawionych w tabeli 3. 

 
Tab. 3: Odczytywanie wartości progowej 

 
 

Odczytano z tablicy 𝜒0
2 dla 𝛼 = 0,05 oraz 𝑑 = 𝑟 − 𝑚 − 1 =

5 − 1 − 1 = 3 stopni swobody, gdzie 𝑟 jest liczbą przypadków, 𝑚 

liczbą parametrów szacowanych: w powyższym przykładzie 𝑚 = 1, 

bo szacowany jest tylko jeden parametr, mianowicie λ. 
Zatem w omawianym przykładzie miara rozbieżności wynosi 

𝜒2 = 2,618  (tabela 2), a wartość progowa 𝜒0
2  = 7,814. Ponie-

waż 𝜒2 jest mniejsze od 𝜒0
2 , zatem brak jest podstaw do odrzucenia 

hipotezy 𝐻0. Zauważmy, że maksymalny poziom istotności, przy któ-
rym nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy (p-value) wynosi 0,454. 

Podsumowanie 
W omawianym systemie koniecznym do zdefiniowania jest model 

ruchu pojazdów drogowych. W artykule przedstawiono wybrane ele-
menty analizy probabilistycznej badanego zagadnienia. Wykazano, 

że na poziomie istotności 𝛼 = 0,05 test zgodności chi-kwadrat (𝜒2) 
przemawia ZA hipotezą 𝐻0, czyli że populacja ma rozkład prawdo-
podobieństwa Poissona o funkcji prawdopodobieństwa według wzoru 
(3).  
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Probabilistic analysis of a virtual road traffic model 

Based on the road infrastructure model developed in the publication 
[4], having data obtained from sources - observation points - in [6], 
and transferred thanks to telecommunications techniques analyzed 
in [8], it was possible to reflect traffic components and its monitoring 
on the examined virtual reality area. Using the simulation method, the 
problem of road traffic was transformed into the analogical problem 
of monitoring the trajectory in an computer model. This article 
considers the system's analytical layer. 
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