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Opierajac sie o model infrastruktury drogowej rozwinietej w publika-
cjach [3, 5, 11], dysponujgc danymi uzyskanymi ze zrodet — punktéw
obserwacyjnych - zestawionych w [2, 6], a przekazanych dzieki tech-
nikom telekomunikacyjnym analizowanym w [4], mozliwe byfo od-
zwierciedlenie komponentdw ruchu drogowego i jego monitorowania
na badanym obszarze w rzeczywisto$ci wirtualnej. Metodg symula-
cyjng zagadnienie ruchu drogowego transformowane zostato w ana-
logiczne zagadnienie monitorowania trajektorii w adekwatnym mo-
delu komputerowym. W artykule rozpatrzono warstwe analityczng
systemu.

Stowa kluczowe: ruch uliczny, monitorowanie, symulacja.

Wstep

W  badaniach statystycznych istotnym problemem jest
znalezienie adekwatnego modelu matematycznego, ktéry pozwoli na
obliczenie waznych probabilistycznych parametrow rozwazanej
populacji generalne;.

Ogolnie wybiera sie prébke, dla ktdrej — wedtug wstepnej analizy
— stwierdzono, Ze jednostki statystycznie sg niezalezne. Znaczy to,
ze cigg zmiennych losowych

X1, X5, X3, X4, Xs, .. (1)

stanowi probke losowg prosta.

Istotne jest wyznaczenie statystyk, bedacych funkcjami wielu
zmiennych, do ktdrych podstawia si¢ zmienne losowe
wielowymiarowe, czyli elementy ciggu (1). Kazda realizacja zmiennej
losowej wielowymiarowej, czyli kazda prébka, daje losowy wynik
wybranej statystyki [15].

Badania statystyczne na populacji prébnej dajg w wyniku tak
zwany rozktad empiryczny, ktéry powinien da¢ wizje rozktadu
warto$ci cechy w populacji generalne;.

Rozktad ten przyjeto za rozktad teoretyczny — na ogét nieznany
i niedostepny bezposrednio.

1.Wybrany model

W przeprowadzanych przez autoréw badaniach empirycznych za
model przyjeto przemieszczanie sie pojazdow o rzadkiej cesze dys-
tynktywnej wzgledem punktu obserwacyjnego usytuowanego w loka-
lizacji 0 intensywnym natezeniu ruchu.

Zatem niech F bedzie dystrybuantg rozktadu badanej cechy
w populacji generalnej (dalej rozktadu teoretycznego), G za$ bedzie
oznaczac¢ dystrybuante rozktadu empirycznego.

Rozpatruije sie wiec z jednej strony rozkiad prawdopodobienistwa
teoretyczny wybranej cechy w catej populacii, a z drugiej strony roz-
ktad empiryczny probki o liczebnosci n. Wazne jest ustalenie relacii
pomiedzy tymi dwoma obiektami [7].

Probki na ogét sg mate, jednak zasadne jest oczekiwanie, ze im
wieksza liczebno$¢ probki, tym lepsza bedzie zgodno$é miedzy roz-
ktadem empirycznym a rozktadem w populacji generalnej — czesto-
kro¢ albo bardzo duzej, czy wrecz nieskonczonej, wigc niedogodne;
badZ niemozliwej do objecia badaniem bezposrednim. Odpowiedz na
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to oczekiwanie daje twierdzenie Gliwienki o zbieznosci jednostajnej
dystrybuanty empirycznej do dystrybuanty teoretycznej z prawdopo-
dobienstwem 1 (twierdzenia o zbieznosci prawie na pewno):

P(lim (sup(16, ) - FeoD) =0) =1. @)

Nalezy podkresli¢, ze we wzorze (2) dla kazdego ustalonego X,
F(x) jest konkretng wartoScig, liczbowg, podczas gdy G, (x) jest
realizacjg zmiennej losowej, zalezng od losowego wyboru probki.

Zatem prawdzivym jest stwierdzenie, ze im probka jest
liczniejsza, tym lepiej odzwierciedla wtasciwosci populacji generalney.

Najczesciej badania nad ruchem pojazdéw dotycza estymaciji
parametréw i weryfikacji hipotez parametrycznych oraz zgodnosci
rozktadu empirycznego z rozktadem teoretycznym.

W przedstawionych badaniach weryfikowano hipoteze, ze roz-
ktad liczby pojazdéw o zadanej cesze dystynktywnej pojawiajacych
sie w punkcie obserwacyjnym w kolejnych odcinkach czasu o ustalo-
nej diugosci jest rozktadem Poissona [16]. Zgodnie z rozktadem Po-

issona zachodzi:
-1

P(X=k)=Pk=Akek—' (3)
dak=0,1,2,.. '

Rysunek 1. przedstawia graficznie rozklad Poissona — przebieg
zmiennos$ci wartosci prawdopodobiefistwa zdarzenia w zaleznosci
od wartosci cechy. Przebieg ten zalezy od wartosci parametru A —
wartosci  $redniej rozktadu (wartosci Sredniej zmiennej losowej
0 rozktadzie Poissona).
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Rys. 1: Rozktad Poissona dla przyktadowego parametru 4 = 2.06

Dla wiekszej wartosci A ,szczyt” przesuwa sie w prawo,
dla mniejszych odpowiednio w lewo.

Na Wydziale Transportu i Elektrotechniki UTH Rad. prowadzi si¢
badania nad system poszukiwania pojazdéw drogowych wedtug za-
danych cech dystynktywnych, ktéry moze postuzy¢ zwiekszeniu bez-
pieczenstwa obywateli, réwniez eliminacji btedow ludzkich , zob. [12],



np. dostarczajac duzg liczbe danych odnosnie pojazdéw przemiesz-
czajacych sie po drogach.

Projektowany system sktada sie z trzech gtownych komponen-
tow: Centrum Zarzadzania, punktéw obserwacyjnych (czujnikdw)
oraz sieci telekomunikacyjnej. Dodatkowymi sktadowymi sg sie¢ drog
oraz zbiér poszukiwanych pojazdéw. Temat monitorowania pojazdéw
zostat rowniez poruszony przez innych autoréw w [17].

Stworzono wiasny program symulacyjny, ktdry pozwala $ledzi¢
rownolegle trajektorie ruchu duzej liczby wirtualnych jednostek kie-
rowca/pojazd. Do cze$ciowej kalibracji modelu przeprowadzono wia-
sne badania empiryczne w Radomiu na Rondzie Narodowych Sit
Zbrojnych — Rys.2, w cyklach 4-minutowych, celem wiarygodnego
odzwierciedlenia w badaniach symulacyjnych rzadkich zdarzen (ta-
kich jak wstepowanie w zdanym punkcie obserwacyjnym pojazdéw o
kolorze zéttym). Ciekawe rozwigzania w zakresie symulacji prze-
mieszczania sie pojazdéw — cho¢ w transporcie kolejowym, a nie dro-
gowym, jak w niniejszym artkule — przedstawiono w publikacjach [1]
oraz [13].

Rys. 2: Lokalizacja badan empirycznych (czerwony punkt)

Przyktadowe wyniki badan dla probki 100-elementowej przedsta-
wia tabela 1.

Tab. 1: Liczba aut koloru zéttego w 100 elementowej probce

x = wartosci

0 1 2 3 4 5 6 7

2miennej los.
N-czgstosci |
16 24 31 18 3 6 2 0

zdarzen

P
0,2626

prawdpopodob. | 0,1275 0,2704 | 0,1857 | 0,0956 | 0,0394 | 0,0135 | 0,0040

Dla innych prébek 100-elementowych wyniki moga przedstawiaé
sie inaczej. Czestosci wzgledne (prawdopodobierstwa empiryczne)
za$ bedq si¢ stabilizowa¢ wraz ze wzrostem liczno$ci prébki [8, 9,
15]. Nalezy jednak podkreslic, ze koszty eksperymentu, lub dtugo$¢
czasu jego trwania, na ogét narzucajg ograniczenia dotyczace liczby
mozliwych obserwacii.

Il cfektywnosé transportu |

Rys. 3: Auto 0 zadanej cesze dystynktywnej

Na potrzeby eksperymentu autorzy jako ceche dystynktywng
przyjeli kolor pojazdu (w analizowanym przypadku zétty). W bada-
niach empirycznych zliczano ile aut w wybranym kolorze wjezdzato
na rondo w 100 elementowej prébce, Rys. 3. Zwiekszenie prébki
znacznie utrudnia przeprowadzenie badan — zwieksza koszty i czas
trwania badan. Rysunek 4. przedstawia histogram czesto$ci bez-
wzglednej:

Rozkiad empiryczny (100 obserwaciji)
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Rys. 4: Wyliczone czestoSci z badania eksperymentalnego

Warto$¢ $rednia dla badanej probki zostata obliczona
wg. zaleznosci (4) i wyniosta w badanym przypadku 1,94:

r—1

_ 1
= — = 4
X nz Xy = 1,94 (4)

k=0

W badaniach empirycznych najczesciej obserwowana byta war-
tos¢ 2.

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze przy realnych badaniach zdarzajq sie
dos$¢ nieoczekiwane wyniki, tutaj przyktadowo czesciej obserwowano
przypadek x = 5 niz x = 4. Tego typu efekty zmniejszajq sie przy
wiekszych probkach, tak jak pokazano w ponizszym symulacyjnym
przyktadzie obejmujacym 1000-elementowe probki:
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Rysunki: 5a) oraz 5b) ilustrujg powyzsza konstatacje, za$ rysu-
nek 6 ukazuje dystrybuanty — empiryczng oraz teoretyczng - obli-
czone na podstawie tabeli 1.
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Rys. 6: Pordwnanie dystrybuant rozktadu teoretycznego (linia

zielona) i empirycznego (niebieska) dla probki 100-elementowej

2.Testowanie hipotez

Test statystyczny to sposob weryfikacji hipotezy statystycznej.
Hipoteza dotyczaca nieznanej postaci funkcyjnej dystrybuanty F
zmiennej losowej X jest hipotezg nieparametryczng [14, 18]. Przyj-
muje sie pewng hipoteze H,, okre$lajaca postac dystrybuanty F.
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Celem jest weryfikacja hipotezy H,), a w przypadku jej odrzucenia
- przyjecie alternatywnej hipotezy H;.

W zagadnieniach ruchu drogowego przyjmuije sie czesto rozktad
Poissona.

Pobieramy z populacji generalnej probke n-elementowg i wyzna-
czamy rozktad zmiennej X w prébce. Rozktad empiryczny rézni sie z
reguty od rozktadu wg. hipotezy H,,.

Wprowadza sie wigc statystyke, majaca sens miary rozbiezno$ci
miedzy rozktadem empirycznym a teoretycznym. W przypadku wery-
fikacji hipotezy o rozktadzie Poissona wykorzystuje sie miedzy innymi
test zgodnosci y2.

Oznaczajac przez n, czestos¢ wystepowania zdarzenia x;,
w prébce i uwzgledniajac, ze warto$¢ oczekiwana tejze czestosci wy-
nosi nP,, nastepujaca wazona suma kwadratéw stanowi podstawe
oceny, czy za’fozony rozktad jest zgodny z prébka:

= yjop ent ®

NPy
gdzie:
)(2 — miara rozbiezno$ci;
r - liczba Klas;
k — wskaznik zdarzenia;
ny — czestos¢ wystepowania zdarzenia xy ;
npP, — warto$¢ oczekiwana czestosci 1, .

W badaniach przyjeto hipoteze ztozonag, ze liczba pojazddw o ko-
lorze z6ttym pojawiajacych sie w punkcie obserwacyjnym w okresach
4-minutowych ma rozktad Poissona. Parametr rozkladu szacujemy
estymatorem okreslonym réwnaniem (3). W teorii stosowania testu
X2 przyjmuie sie, ze liczno$¢ nk nie powinna by¢ mniejsza niz 10 (inni
autorzy przyjmuja licznos¢ 5 lub 8), a liczno$¢ prébki nie mniejsza niz
100. Obliczona z probki warto$¢ parametru A wynosi 1,94. Poniewaz
w pobranej prébie (tabela 1) licznosci zdarzen 4, 5, 6 sg mniejsze niz
8 potaczono je w jedng klase. Dla zmodyfikowanych danych obli-
czono warto$¢ statystyki y 2. Obliczenia zawarto w tabeli 2.

Tab. 2: Wyniki obliczen dla czestosci zdarzen z tabeli 1 — badania
empiryczne

2
k Ny npky %
0 16 12,75 0,828
1 24 26,26 0,195
2 31 27,04 0,580
3 18 18,57 0,017
4 11 14,85 0,998
x?=2,618

W przypadku, gdy probka rzeczywiscie pochodzi z zatozonego
rozktadu, zmienna losowa y? zdefiniowana wzorem (5), podlega
rozktadowi Pearsona y? o 3 stopniach swobody.

W zaleznosci od liczby klas r i poziomu istotnosci «, dobiera sie
warto$¢ progowa x? , tak, by ryzyko odrzucenia hipotezy zerowe;j,
cho€ jest ona stuszna, byto mniejsze od a.

W tym celu skorzysta sie z kwantyli rozktadu 2, co zobrazowano
w tabeli 3.

Wyznaczono warto$¢ progowa xa taka, ze

P(?<x®) <1-a, (6)
gdzie a jest poziomem istotnosci.



Czesto zakfada sie istotno$ci na poziomie 0,05 czy 0,01 [10, 12].
Im wieksze akceptuje sig ryzyko btedu (doktadnie: bfedu pierwszego
rodzaju), tym cze$ciej odrzuca sig hipoteze podstawowa H,,.

W pracy ustalono prawdopodobienstwo btedu pierwszego ro-
dzaju ¢ = 0,05.

Hipoteze podstawowa H, odrzucamy, gdy y? = y2. W przy-
padku przeciwnym nie ma podstaw, aby H,, odrzuci¢ oraz przyja¢ hi-
poteze alternatywng H;, orzekajaca, ze prébka nie pochodzi z zato-
zonego rozktadu.

Warto$¢ progowg mozna odczyta¢ z tablic y-kwadrat [16], przed-
stawionych w tabeli 3.

Tab. 3: Odczytywanie wartosci progowej

blica rozkladu cf

P

0.15 04 005 0025 002 001 0005 0001 71
207225 270554 384146 502389 541189 663490 7.87944 10.8276
379424 460517 594146 7.37776 7.82405 9.21034 10.5966 13.8155
531705 625139 7.8J473 934840 9.83741 113449 12.8382 16.2663

674488 7.77944 9.44773 11.1433 11.6678 13.2767 14.8603 18.4668

811520 9.23636 11

0.44610 106446 12.5016 144494 150332 168119 18.5476 224578

107479 12.0170 14.0671 160128 16.6224 18.4753 202777 243219

® N o o a e N -

120271 133616 155073 17.5345 18.1682 200902 219550 26.1245

Odczytano z tablicy y2 dla @ = 0,050razd =r—m—1 =
5 —1 — 1 = 3 stopni swobody, gdzie r jest liczbg przypadkow, m
liczba parametréw szacowanych: w powyzszym przyktadzie m = 1,
bo szacowany jest tylko jeden parametr, mianowicie A.

Zatem w omawianym przyktadzie miara rozbiezno$ci wynosi
x? = 2,618 (tabela 2), a warto$¢ progowa y2 = 7,814. Ponie-
waz 2 jest mniejsze od y32 , zatem brak jest podstaw do odrzucenia
hipotezy H,. Zauwazmy, Ze maksymalny poziom istotnosci, przy kt6-
rym nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy (p-value) wynosi 0,454.

Podsumowanie

W omawianym systemie koniecznym do zdefiniowania jest model
ruchu pojazdéw drogowych. W artykule przedstawiono wybrane ele-
menty analizy probabilistycznej badanego zagadnienia. Wykazano,
e na poziomig istotnosci @ = 0,05 test zgodnosci chi-kwadrat (¥ ?)
przemawia ZA hipotezg H,, czyli ze populacja ma rozktad prawdo-
podobiefstwa Poissona o funkcji prawdopodobienstwa wedtug wzoru

(3).
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Probabilistic analysis of a virtual road traffic model

Based on the road infrastructure model developed in the publication
[4], having data obtained from sources - observation points - in [6],
and transferred thanks to telecommunications techniques analyzed
in [8], it was possible to reflect traffic components and its monitoring
on the examined virtual reality area. Using the simulation method, the
problem of road traffic was transformed into the analogical problem
of monitoring the trajectory in an computer model. This article
considers the system's analytical layer.
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