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Streszczenie

Artykul dotyczy zagadnienia estymacji widma sygnatéw periodycznych
metoda DFT z dodatkowym przetwarzaniem — zastosowaniem okna oraz
interpolacja dwu i trzy punktowa. Przedstawiono zasade takiej estymacji
w przypadku okna prostokatnego i Hanninga oraz zanalizowano efektyw-
nos¢ kazdego z wariantow. Przedstawiono interfejs programu, wykonany
w celu zobrazowania i $ledzenia graficznych i liczbowych wynikow
estymacji. Program i graficzny interfejs uzytkownika moga mie¢ zastoso-
wanie w wirtualnym analizatorze widma o podwyzszonej doktadnosci.
W artykule tym przedstawiono dwie metody estymacji czgstotliwosci
i amplitudy. Obie metody uzywaty okien Hanninga i prostokatnego. Oka-
zalo si¢ metoda trzy punkowej estymacji WMIpDFt osiaga lepsze rezulta-
ty, postugujac si¢ kryterium wartosci btedu bezwzglednego. Wartosci te sa
mniejsze niz w przypadku stosowania metody estymacji dwu punktowe;j
IpDFT. Jednak uzycie prostokatnego okna w trzy punktowej estymacji
generuje mniejszy biad. Dla efektywnej estymacji amplitudy lepszym
okazuje si¢ zastosowanie okna Hanninga dla obu metod estymacji. Naj-
mniejszy bezwzgledny blad jest otrzymywany dla estymacji amplitudy
z wykorzystaniem dwupunktowej estymacji IpDFT oraz okna Hanninga.

Stowa kluczowe: okno Hanninga, DFT, interpolacja.

Efficiency of the Multipoint Interpolated
DFT method in harmonic signal parameter
estimation

Abstract

The paper deals with estimation of periodic signal spectra using the DFT
method with additional processing (application of time window and
two-point and three-point interpolation). The efficiency of estimation with
the rectangular and Hanning window is analyzed. There is presented
a program interface created for tracking graphical and numerical results of
estimation. The graphical interface and the simulation program can be
used in a high precision spectrum analyzer. In this paper two methods of
frequency and amplitude estimation are discussed. Both methods use the
Hanning and rectangular window. It turns out that the three-point
WMIpDFT method gives better results, using the absolute error value
criterion. The values of the absolute error are smaller than those in case of
using the two-point IpDFT. However, use of rectangular window in
the three-point estimation creates a lower error value. For the effective
amplitude estimation it is better to use the Hanning window for both
methods. The lowest absolute error value is obtained for the amplitude
estimation with use of the two-point IpDFT method with the Hanning
window.

Keywords: Hanning window, DFT, interpolation.

1. Wstep

Dyskretna Transformata Fouriera — DFT, jest narzgdziem
umozliwiajagcym, na podstawie skonczonego zbioru probek, esty-
macj¢ skonczonego zbioru wartosci widmowych. Tylko w szcze-
gélnym przypadku - sygnalu periodycznego i probkowania

koherentnego, potozenie estymowanych wartosci widmowych
pokrywa si¢ ze sktadowymi harmonicznymi sygnatu. W pozosta-
tych przypadkach (sygnat periodyczny, probkowanie niekoherent-
ne) rezultatem DFT jest widmo rozmyte z powodu przecieku
i o rozdzielczo$ci zaleznej od czgstotliwosci probkowania oraz
liczby probek. Uzyskuje si¢ reprezentacj¢ widma analizowanego
sygnatu analogowego o ograniczonej adekwatnos$ci a wige trudna
do interpretacji. Nie jest mozliwe doktadne bezposrednie okresle-
nie wilasciwej wartosci oraz czgstotliwosci elementow widma
pierwotnego sygnatu analogowego.

Poprawe doktadnosci okreslenia wartosci elementow widma
przynosi zastosowanie odpowiedniego okna wycinajacego innego
niz prostokatne, redukujacego przeciek. Czesto stosuje si¢ w tym
celu okno Hanninga. Cechuje si¢ ono znacznym tlumieniem list-
kow bocznych, ale z powodu relatywnie duzej szerokosci listka
glownego daje umiarkowany wzrost tej doktadnosci, zwlaszcza
w przypadku sygnatu o wigkszej liczbie sktadowych harmonicz-
nych. Doktadno$¢ okreslenia czestotliwosci elementéw widma
pozostaje przy tym bez zmian.

Poprawe doktadnosci okre$lenia czestotliwosci elementow
widma mozna uzyska¢ w wyniku zastosowania wielopunktowej
interpolowanej Dyskretnej Transformaty Fouriera (Multipoint
Interpolated Discrete Fourier Transform - MIpDFT).

Jednoczesng poprawe doktadnos$ci okreslenia wartosci oraz cze-
stotliwosci elementoéw widma mozna osiagnaé stosujac okna oraz
interpolacje. MIpDFT w potaczeniu z zastosowaniem okna nazy-
wa si¢ wazong MIpDFT (Weighted Multipoint Interpolated
Discrete Fourier Transform - WMIpDFT).

W artykule porownuje si¢ mozliwosci poprawy doktadnosci
analizy widmowej w przypadku dwupunktowej i trzypunktowej
WMIpDFT. Dodatkowo przedstawiono wykonany w tym celu
graficzny interfejs programu, umozliwiajacy zobrazowanie i §le-
dzenie graficznych i liczbowych wynikdw estymacji. Program
wraz z interfejsem, mogg mie¢ zastosowanie w wirtualnym anali-
zatorze widma o podwyzszonej doktadnosci. Warunkiem stoso-
walnosci metody WMIpDFT jest spelnienie warunku Nyquista dla
sygnatow okresowych.

2. Dwupunktowa WMIpDFT

W metodzie dwupunktowej wartos¢ amplitudy i czestotliwosci
estymuje si¢ na podstawie dwoch najwigkszych prazkow, ktore
zawieraja si¢ w listku glownym. Algorytm estymacji, przy wyko-
rzystaniu okna czasowego prostokatnego zaproponowatl Jain [1]
natomiast Grandke [2] zaproponowal algorytm z wykorzystaniem
okna Hanninga.

Metode sprawdzono przy zalozeniu, ze: wycinek czasowy za-
wiera 20 lub wigcej okreséw sygnatu a liczba pobranych probek
jest wieksza lub rowna 1024, czyli w przypadku probkowania
niekoherentnego z nadprébkowaniem.
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Ogolna zalezno$¢ okreslajaca estymowang czgstotliwo$é ma
postaé [1, 2]:

f=zAf=(k+5)N#At (1)

gdzie: f — czestotliwos¢ sygnatu, 4 — liczba okreséw sygnalu,
Af — rozdzielczo$¢ analizy DFT, k — wartos¢ catkowita liczby 4,
0 — warto$¢ utamkowa liczby 4, N — liczba probek sygnatu,
At — odstep czasowy pomigdzy sasiednimi probkami

Wzor, z ktoérego wyznacza si¢ wartos¢ parametru o, zalezy od
rodzaju okna.

a. Estymacja czestotliwosci

W przypadku okna prostokatnego parametr d jest okre§lony na-
stepujaco [1]:

O @
gdzie:
0<5<I 3)
i
S+ 1)
a= |S(k] 4

gdzie: S(k+1) i S(k) — prazki widma o maksymalnej wartosci.
W przypadku zastosowania okna Hanninga parametr § przyjmu-
je postac [2]:

2001

o= a+1 )
gdzie: a — jest okreslone przez (4)
b. Estymacja amplitudy
Estymator amplitudy dla okna prostokatnego ma postac [1]:
2725 |S(k)
N |sin(7r§] ©

gdzie: 4 — amplituda, S(k) — magnituda najwigkszego prazka
widma z listka gtdéwnego, k - numer prazka.

W przypadku gdy S(k+1) > S(k) zamiast (6) stosowany jest
wzor [1]:

22(1-5) |S(k+1)

TN Fin(e o)) ™

Estymator w przypadku zastosowania okna Hanninga [2]:

_2750-9)

A
sin(z& )

e (1+8)S(k) (8)

gdzie: j — jednostka urojona (= -1).
W przypadku gdy S(k+1)>S(k) zamiast (8) stosuje sie¢ wzor [2]:

_ 2m3(1-9)

A
sin(z5)

e (5 -2)S(k +1) ©9)

3. Trzypunktowa WMIpDFT

W metodzie trzypunktowej doktadna wartos¢ amplitudy i czg-
stotliwosci estymuje si¢ na podstawie trzech najwiekszych praz-
kow, ktore zawieraja si¢ w listku gtownym.

a. Estymacja czestotliwosci

W metodzie trzypunktowej estymowana czestotliwos¢ jest takze
okreslona zalezno$cig (1). Istotng roéznicg jest zakres zmian para-
metru o [3, 4]:

-0,5<6<0,5 (10)

Parametr ten dla okna prostokatnego jest okreslony nastepujaco
[3,4]:

Ses ISk + 1)+ |s(x—1)]
"2y + ||+ 1) = [ (e 1)

(11)

gdzie: s, = sign(S(k +1) ~|S(k 1)), S*-1), S(k), SG+1) - naj-

wigksze prazki widma
Natomiast w przypadku okna Hanninga zalezno$¢ przyjmuje
postacé [3, 4]:

s (k + 1) | sk -1)]

o2 ISk 1) + 2| S (k) +|S(k +1)

(12)

b. Estymacja amplitudy

W metodzie trzypunktowej estymowana amplituda jest okreslo-
na zaleznoscia [3, 4]:

o Lse=1)+ 2fsie) + e + 1]
T+ o)+ 2w (s) + - o)

(13)

gdzie: W() — warto$¢ magnitudy DFT zastosowanego okna czaso-
wego.
Dla okna Hanninga zalezno$¢ ta przyjmuje postac[3]:

7o(1- 54 -5?)

sointng] ISt 2] «lste+1l] 1)

A

I

4. Efektywnos$¢ estymacji parametrow
metodg WMIpDFT

Ocen¢ 1 poréwnanie efektywnosci metody dwupunktowej
i trzypunktowej przeprowadzono dla nastepujacego przypadku:
e sygnal wejsciowy: sinusoidalny
o czestotliwos¢ sygnatu: 10Hz
o czestotliwos$¢ probkowania: 1000Hz
o liczba okresow generowanego sygnatu: 20

Regulowanym parametrem wplywajacym na site przecieku
widma jest nieciagto$¢ na koncu odcinka czasowego generowane-
go sygnatu. Modelowanie tej niecigglosci jest realizowane poprzez
dodanie do £ okresow sygnalu dodatkowej utamkowej wartosci
okresu.

Ty =kT +aT =k +a)T (15)

gdzie: Tpps — okres obserwacji sygnatu, k — liczba okreséw gene-
rowanego sygnatu, T — okres sygnatu, o — warto$¢ utamkowa, sita
niekoherentnego probkowania.
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Jako kryterium oceny efektywnosci estymacji przyjeto blad
bezwzgledny pomigdzy warto$cia estymowang a warto$cig rze-
czywista:

e=\y

estymowane — Vrzeczywiste (1 6)

gdzie: & — warto$¢ bledu bezwzglednego, Vegmowana — Wartosé
estymowana, V,-eczywista — Wartos¢ rzeczywista.

Wyniki zestawiono w tabeli 1 i tabeli 2.

W celu zobrazowania i §ledzenia graficznych i liczbowych
wynikow estymacji wykonano interfejs programu przedstawiony

narys. 1.
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Rys. 1. Interfejs programu
Fig. 1. Program interface

Tab. 1. Warto$¢ bledu bezwzglgdnego estymowanej czgstotliwosci w funkeji
sily niekoherentnego probkowania

Tab. 1. The absolute error value of the estimated frequency as a function
of the nonkoherent sampling strength
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Tab. 2.  Wartoé¢ btgdu bezwzglednego estymowanej amplitudy w funkcji sity
niekoherentnego probkowania

Tab. 2. The absolute error value of the estimated amplitude as a function of the
nonkoherent sampling strength

Warto$¢ roznicy estymowanej wartosci amplitudy
w funkcji sity niekoherentnego probkowania
Sita nickoherentnego 2p IpDFT 3p WMIpDFT
prébkowania okno okno okno okno

o prostokatne | Hanninga | prostokatne | Hanninga
0.1 0,001485 0,000440 0,001926 0,000440
0.2 0,000831 0,000690 0,005030 0,000390
0.3 0,000560 0,000350 0,001520 0,003500
0.4 0,001000 0,000330 0,005420 0,000330
0.5 0,000180 0,000320 0,007740 0,000320
0.6 0,000764 0,000330 0,005270 0,000330
0.7 0,000618 0,000350 0,001865 0,000350
0.8 0,005600 0,000380 0,001010 0,000380
0.9 0,001290 0,000420 0,001660 0,000420

5. Whnioski

e Lepsza metoda przy estymacji czgstotliwosci jest metoda 3p
WMIpDFT (tabela 1) ze wzgledu na kryterium wartosci btedu
bezwzglednego. Wartosci te sa nizsze niz w przypadku stoso-
wania metody 2p IpDFT.

e Mniejszy blad przy estymacji czestotliwosci 3p otrzymuje si¢
wykorzystujac okno prostokatne

e W przypadku estymacji amplitudy korzystniejszym rozwigzaniem
jest wykorzystanie metod estymacji z oknem Hanninga 2p oraz 3p.

e Najmniejszy blad w estymacji amplitudy dla okna Hanninga
osiggany jest przy zastosowaniu metody 2p IpDFT
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