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O rozkladzie liczb naturalnych na sume kwadratéw liczb
naturalnych

Streszczenie. Praca ta porusza temat rozktadu liczb naturalnych na sume kwadratéow liczb na-
turalnych. Szczegdlna uwage poswiecono twierdzeniu Fermata, dotyczacemu rozktadu liczb pierw-
szych postaci 4n + 1 na sume kwadratow dwodch liczb naturalnych. Szczegdétowo przedstawiony
zostal jeden z najmtodszych dowoddéw tego twierdzenia. Przytoczono réwniez elementarny dowod
twierdzenia Fulera moéwiacego o tym, ze jezeli dana liczbe nieparzysta mozna zapisa¢ w postaci su-
my kwadratéow dwoch liczb naturalnych na dwa sposoby, to liczba ta jest liczba ztozong. Natomiast
w ostatnim rozdziale przedstawiono twierdzenia dotyczace mocy zbioréw liczb pierwszych zawar-
tych w ciggach liczb naturalnych stanowiacych wartosci pewnych wielomianéw kwadratowych.

Stowa kluczowe: sumy kwadratéw liczb naturalnych, rozktady liczb naturalnych, liczby pierwsze

1. Wstep

Gdy slyszymy o sumie kwadratéw dwoch liczb naturalnych, to najczedciej przychodzi nam do glowy
twierdzenie Pitagorasa i stynne tréjki pitagorejskie np. (3,4,5) czy (5,12, 13). Jednak nie jest to jedyne
stynne twierdzenie nawiazujace do takich sum. Na przestrzeni lat, wielu matematykow staralo sie odpo-
wiedzie¢ na pytania: Kiedy dang liczbe naturalng mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratéow dwdch
liczb naturalnych i kiedy rozklad taki jest jednoznaczny?. Dzisiaj znamy wiele twierdzen zawierajacych,
przynajmniej cze$ciowo, odpowiedzi na te pytania. Jednym z najstynniejszych twierdzen w tej tematyce

jest, bez watpienia, twierdzenie Fermata o sumach kwadratéw.

2. Fermat i jego twierdzenie

W 1640 roku Pierre de Fermat zakomunikowal ojcu Mersennowi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 (Fermata o sumach kwadratéw). Kazda liczba pierwsza postaci 4n+1, n € N, moze
by¢ zapisana jednoznacznie w postaci sumy kwadratéow dwdch liczb naturalnych.
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Jak podaje Mollin [10] twierdzenie to sformulowal wczesniej Albert Girard (1595-1632). Jednak, ani
Girard, ani Fermat nie opublikowali dowodu tego twierdzenia. Uczynit to dopiero Euler w 1754 roku.
Dzisiaj znanych jest wiele dowodéw tego twierdzenia, m.in. podanych przez takie stawy Swiata matematyki
jak Lagrange, Gauss czy Dedekind. Jednym z najmtodszych dowodéw jest tak zwany ,,dowdd w jednym
zdaniu” (ang. ,one-sentence proof”) zaprezentowany przez Zagiera! [18] w 1990r. Przedstawimy tutaj
»belna wersje” tego dowodu. O ile sam dowdd rzeczywiscie jest stosunkowo zwiezly i krotki, to wymaga
on pewnego, wczedniejszego przygotowania. Zacznijmy od udowodnienia nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2. Niech X # 0 bedzie zbiorem skoniczonym, f : X — X oraz istnieje liczba pierw-
sza p, taka ze fP = id x. Jesli Xo oznacza zbior punktow stalych odwzorowania f, to znaczy Xog =
{z € X : f(z) =z}, to wtedy zachodzi:

|X| = | Xo| (mod p).
Dowdd. Dla dowolnego z € X symbolem orb(z) oznaczymy orbite elementu z, to jest zbidr:

orb(z) := {z, f(z),..., P (2)}.

Zauwazmy, ze orbity elementéw = € X stanowig klasy abstrakcji wzgledem relacji réwnowaznosci p na X

okreélonej wzorem:
(V,z € X) (x,oz & istnieje k € Ny, k < p, takie, ze z = fk(x)) )

Zauwazmy, ze |orb(z)| = 1, gdzie z € X wtedy i tylko wtedy, gdy = f(x), to jest gdy = € Xy. Pokazemy,
ze jedli ¢ € X oraz |orb(x)| > 1, to |orb(x)| = p. W tym celu przypusémy, ze dla pewnego takiego x € X
mamy |orb(z)| < p. Oznacza to, ze istnieja i,7 € No, i < j < p, dla ktérych fi(x) = fi(x), czyli
= fP=Oti(g) = fP=O4i(g) = 171 (fP(x)) = f7~(x). Poniewaz fP(z) = x oraz NWD(j —i,p) = 1,
wiec istnieja a, b € N, takie ze ap = b(j —i) + 1 lub a(j — i) = bp + 1, czyli f(z) = . Stad |orb(z)| =1,
czyli istotnie, jesli z € X, to albo |orb(x)| = 1, albo |orb(x)| = p.

Podsumowujac, zbiér X jest suma mnogosciowa | Xg| orbit dlugosci 1 oraz pewnej liczby, powiedzmy
n, parami rozlacznych orbit dtugosci p. Zatem | X| = |Xo| + np, co implikuje teze¢ twierdzenia. |

Whiosek 1. Jesli S jest zbiorem niepustym, skoriczonym, odwzorowanie f : S — S jest inwolucjg?, to

moc zbioru S i moc zbioru punktow stalych odwzorowania f majq te samq parzystosc.

Idac za uwaga Zagiera z artykutu [18] nadmienimy, ze wniosek ten jest kombinatorycznym odpowied-
nikiem i przypadkiem szczegdlnym, nastepujacego wyniku topologicznego:

Twierdzenie 3. Charakterystyka Eulera danej przestrzeni topologicznej i moc zbioru punktow stalych
dowolnej cigglej inwolucji na tej przestrzeni majq te samaq parzysto$é.

Zainteresowanym tym faktem Czytelnikom proponujemy jako literature uzupelniajaca nastepujace
prace [7,9,11,15].

1Don Zagier, matematyk niemiecko-amerykaiiski, na stale zwigzany z uniwersytetem w Bonn w Niemczech, wybitny
wspolczesny specjalista teorii liczb.

2Przypomnijmy, ze odwzorowanie f : X — X nazywamy inwolucja jezeli f o f = idx.
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Niech teraz p € N bedzie liczba pierwsza, p = 1 (mod 4). Oznaczmy przez S nastepujacy zbior:

S={(z,y,2) EN’: 2> + dyz = p} .

Oczywiscie S jest zbiorem skonczonym (jak na razie nie wiadomo, czy S jest zbiorem niepustym). Poka-

zemy, ze odwzorowanie f :.S — S okre$lone wzorem:

(x4+2z,z,y—x—2) gdyx<y-—z,
S5 (2,y.2) D S @y—zyr—y+2) gdyy—z<az<,
(z -2y, —y+2y) gdyr>2y,

jest inwolucja.

Najpierw sprawdzimy, ze jesli (z,y,2) € S oraz x < y — z, to tréjka uporzadkowana (z + 2z, z,y — x — z)

réwniez nalezy do S. Faktycznie, mamy: (z + 22,2,y — x — 2) € N3 oraz
(x+22)2 +de(y—x—2) =2 + 4oz +42° + 4oy —dew — 422 =2 + 42y € S.
Podobnie weryfikujemy pozostate dwa przypadki, ktére redukujg sie do sprawdzenia, ze:

2y —z,y,x—y+2) eN?, gdyy—z<x<2y,
(x =2y, 2 —y+2zy) €N3, gdyx>2y

oraz
2y — x)* +dy(z —y + 2) = 4y — 4oy + 2 + 4oy — 4y +4yz = 2® +4yz € S.
W kolejnym kroku udowodnimy, ze f jest inwolucja. I tak, jesli (z,y,z) € S oraz © < y — z, to:

fof(zy 2)=fla+2z 2 ,y—x—2) = (mamy 21 > 2y1)

=1 =Y1 =z

=(z1 —2y1,21 —y1 + 21, 01) = (2,9, 2),

jesli (z,y,2) € Soraz y — z < x < 2y, to:

fof(xy,2)=fQ2y—z, y ,x—y+2)=(mamy ys — 22 < z2 < 2y2)
N e
=T2 =Y2 =z2

= (2y2 — 22, Y2, %2 — Y2 + 22) = (2, ¥, 2),

i wreszcie jedli (x,y,z) € S oraz = > 2y, to:

foflzy z)=flx—2y,z—y+2 y )= (mamy z3 < ys — 23)
e N—— N~
=T3 =Y3 =z3

= (.133 + 22’3’Z3,y3 — T3 — 23) = (x,y,z),

Zatem odwzorowanie f jest inwolucja.

Teraz przedstawimy zapowiadany wczesniej dowdd Twierdzenia Fermata o sumach kwadratow.
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Dowdd twierdzenia Fermata o sumach kwadratéw, zob. [18]. Niech S bedzie zbiorem opisanym powyzej,
oraz niech dana bedzie inwolucja f : S — S opisana wzorem (1). Odwzorowanie f ma jeden punkt staly,
jest to tréjka (1,1, k), taka ze p = 4k + 1. Stad na podstawie Wniosku 1 zbidr S jest zbiorem niepustym,
o mocy bedacej liczba nieparzysta. Poniewaz réwniez odwzorowanie:

53 (,y.2) ™ (x,2,9)

jest inwolucja, a zbiér S ma nieparzysta ilo$¢ elementéw, wiec g posiada punkt staly postaci (z,y,y).
Stanowi to dowdd jednego tylko faktu z tezy Twierdzenia Fermata, ze p jest suma kwadratow dwdéch liczb
naturalnych.

Drugi fakt z tezy Twierdzenia Fermata o jednoznacznoéci takiego rozkladu udowodnimy ponizej w Twier-
dzeniu 4. Waznym uzupelnieniem Twierdzenia 4 jest Twierdzenie 6 Waclawa Sierpinskiego, ktore dla
autoréow artykutu stanowilo odkrycie historyczne - zob. Uwage 4. O

Teraz rozwazmy nastepujace przyktady rozkladéw liczb pierwszych na sume kwadratéw dwoch liczb
naturalnych:

5=1% 422 13 =22 4+ 32, 29 = 22 + 52, 53 = 22 + 72, 173 =22 +13%
Wszystkie te przyklady odpowiadaja wzorowi:
4n? —n+1)+1=2%+(2n—1)% (2)

w przypadku gdy liczba 4(n? — n + 1) + 1 jest liczba pierwsza (przedstawione rozklady odpowiadaja
warto$ciom n = 1,2, 3,4 oraz n = 7). Gdy n = 5, to mamy rozklady:

85 =22+ 9% = 6> + 7°,

a dla n = 6 mamy:
125 = 22 +11%2 = 52 + 102,

co odpowiada przypadkom, gdy liczba 4(n?—n+1)+1 ze wzoru (2) nie jest liczba pierwsza. Sytuacja ta jest
ujeta ogdlnie w odkrytym przez Eulera twierdzeniu (okoto 100 lat po sformutowanym na poczatku pracy

twierdzeniu znalezionym przez Fermata, [17]). Twierdzenie to podamy wraz z elementarnym dowodem.

Twierdzenie 4. Jesli N jest liczbg nieparzystq, ktorg mozna na dwa sposoby zapisaé jako sume kwadratow
liczb naturalnych przy czym nie zwracamy vwagi na porzedek skladnikow, to N jest liczbg zlozZong.

Dowéd. Niech N = a? + b?> = % + d2, gdzie a,b,c,d sg liczbami naturalnymi, takimi ze a oraz c sa
nieparzyste, natomiast b oraz d sg parzyste. Mamy:

(a—c)(a+c)=(d—Db)(d+b). (3)

Niech r = NWD(a — ¢,b — d), oczywiscie r jest parzyste. Niech a — ¢ :=rs, d — b := rt, gdzie s,t € N,
NWD(s,t) = 1. Wtedy z (3) wynika réwnosé:

s(a+c)=td+0b),
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przy czym s|(d + b) oraz t|(a + ¢). Stad mamy:
NWD(a + ¢,d + b) = u,

gdzie u jest parzyste. Pokazemy, ze:

Mamy:

G+ ()] =1 (097 + 007 + )+ ()] -

[(a—c)?+(d=b)?+(d+b)*+ (a+c)?] =

%( P+ 4+ *+d*) =N.

-

Zatem N jest liczba ztozona. O

Whiosek 2. Jesli k € N, k > 2, to liczha N = 4k* + 1 jest liczbg zlozong.

Dowdéd. Na podstawie Twierdzenia 4 teza wynika wprost z rozkladu:

1+ 4k* = (2k% —1)* + 4k (4)

Na przyklad, nastepujace liczby (odpowiadaja k =51 k = 100 we wzorze (4)) sa zlozone:

2501 = 1 + 50% = 492 + 102,
40001 = 1 + 200% = 1992 + 202.

Przedstawimy jeszcze wazna tozsamos$é nawiazujaca do Wniosku 2..
Lemat 1. Jesli k € N, k > 2, to mamy rozktad:
N =4k* +1 = (2k* +1)* — 4k? = (2k* — 2k + 1)(2k* + 2k + 1),
czyli N jest liczbg zloZong.
Wactaw Sierpiniski w ksiazce [13] zauwazyl, ze liczby N z powyzszego lematu stanowia jedynie przy-
padek szczegdlny ogélniejszej rodziny liczb zlozonych N(n,m) = m* + 4n*, m,n € N, gdzie m # 1 lub
n # 1 o podobnych wtasnosciach, gdyz

N(n,m) = (m?)? + (2n?)? = (m* — 2n%)? + (2mn)? =

= (m? 4+ 2n%)? — 4m?n? = (m? — 2mn + 2n?)(m? + 2mn + 2n?).
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Uwaga 1. Tytulem uzupelnienia podkreslmy, ze liczby naturalne postaci 4n + 3 nie moga by¢ roztozone
na sume kwadratéw dwdéch liczb naturalnych, albowiem mamy:

(2k)2 4+ (20— 1)° =4(R2 +12—1) +1,
dla dowolnych k,! € N.
Problem 1. Czy istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych postaci (2)?

Uwaga 2. Poniewaz iloczyn liczb naturalnych bedacych sumami kwadratéw dwéch liczb naturalnych
réwniez jest suma kwadratéw dwéch liczb naturalnych®, wiec nie zaskakuje nastepujacy wynik ogélny na
temat rozktadéw liczb naturalnych na sume kwadratéw dwéch liczb naturalnych:

Twierdzenie 5 (zobacz Twierdzenie 6.2 w monografii [10]). Niech N € N, przy czym N = m>n
i n nie jest podzielna przez kwadrat Zadnej liczby pierwszej. Wowczas N jest sumqg kwadratow dwdch liczb
naturalnych wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy dzielnik pierwszy p liczby n przystaje do jedynki modulo cztery.

Uwaga 3. Juz po otrzymaniu recenzji naszej pracy odkryliSmy w odrobine historycznej ksiazce Wactawa
Sierpiriskiego z 1961 roku [13] twierdzenie ogdlniejsze anizeli Twierdzenie 4, ktére przytoczymy tu bez
dowodu.

Twierdzenie 6 (W. Sierpinski). Jezeli a i b sq¢ danymi liczbami naturalnymi, to Zadna liczba pierwsza

p nie daje sie dwoma roinymi sposobami przedstawié w postaci
p = az® +by?,
gdzie x iy sq liczbami naturalnymi, o ile, w razie a = b = 1, nie zwracamy uwagi na kolejnosé skladnikow.

Przedstawimy teraz przyktady zastosowania tego twierdzenia do sprawdzenia, czy dana liczba natu-
ralna jest ztozona. Mamy:

57=2-42+52=2.22 472
91 =92+10-1>=12+10- 32,
493 =212 4+13-22 = 13- 62 + 52,
1073 =322 472 =282+ 172 =2-222 4+105-12 = 2- 8% + 105 - 32,

co oznacza, ze wszystkie cztery liczby 57,91, 493 oraz 1073 sa zlozone. Autorom artykulu wydaje sie, ze
wykorzystane tu twierdzenie Sierpiniskiego chyba jest ,nieznane”, a na pewno ,ma moc”! Po odkryciu
ksiazki Sierpinskiego dotarliSmy do jeszcze jednej historycznej ksigzki, tym razem szwajcarskiego mate-
matyka Ernsta Trosta [16] z 1953 roku. Pozétkla czekala na reaktywacje w stosie zlozonym z wielu innych
zapomnianych, sedziwych kolezanek m. in. dwéch monografii Edmunda Landaua z teorii liczb. Trost na
stronie 33 wspomnianej ksiazki pokazuje jak z rozktadéw liczby IV na sumy postaci:

N = 2% +dy? = 23 + dy3 (5)

SMamy: (a2 + b2) ((:2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad - bc)Q.
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mozna otrzymac rozktad liczby N na iloczyn dwoch czynnikéw. I tak, z powyzszych réwnosci otrzymu-
jemy:
2 2 2 2
ry — 3 = d(y; —y1)

lub

T1 — T2 :dy2+y1
Y2 — Y1 1+ T2
Stad wynika, ze istnieja liczby u, v, s,t € N, gdzie NWD(u,v) = 1, takie ze spelniony jest jeden z dwoch

nastepujacych uktadéw czterech réwnari:*

a) |x1 — a2 =dut, b) |y2 —y1| =,
(6)

c) Yoty =us, d) x1+x3 =08,

albo
a1) |r1—a2|=ut, b1) |y2—wy1|=t,
c1) Y2ty =us, di) x1+x2 =dvs,

(7)

Szczegdlowo rozwazymy ponizej jedynie uklad a), b), ¢) i d). Wykonujac dzialania a)4d) oraz c¢)Fb) w
zaleznosci od tego czy 1 — x2 > 0 czy tez x1 — xo < 0, znajdujemy:

1 1
x] = i(dut—kvs), = §(US —ot),

albo 1 1
x1 = 5(1}5 — dut), Yy = §(us + vt)

gdyz (1 — x2)(y2 — y1) > 0, skad dostajemy:
1 1 1
N = Z(dUt +vs)? + Zd(us Fot)? = 1(112 + du®)(s? + dt?). (8)

Ciekawa role pelni tu mnoznik i. Ot6z z warunku NWD(u,v) = 1 wynika, ze tylko jedna z liczb u lub v
moze by¢ parzysta. Nie naruszajac ogdlnosci rozwazan zalézmy najpierw, ze 2|u. Wowezas z opisu

= s =) o)

wynika, ze réwniez 2|t, a poniewaz

1
x1 = i(dut +vs),
wiec réwniez 2|s. Stad w rozkladzie (8) mamy:
4|(s* + dt?). (10)

W przypadku, gdy liczby w oraz v sa nieparzyste, to z (9) wynika, ze s oraz t sa tej samej parzystosci.
Gdy sa to liczby parzyste, to zachodzi (10), a gdy sa to liczby nieparzyste, to z (8) wynika, ze réwniez d
jest nieparzyste, czyli:

21w +du?) i 2|(s® +dt?).

4W tym miejscu Trost popelnia blad rozwazajac tylko uklad 6. Co ciekawe wlasnie ta opcja nie obejmuje rozwazanego
ponizej przykladu liczby 493.
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Podkredlmy jeszcze, ze w przypadku, gdy spelniony jest uklad a;), by), ¢1) i dy), to odpowiednio, w
zaleznoéci od znaku liczby x1 — x4, dostajemy:

x] = %(dvsj:ut), Y= %(us:th),
a rozktad liczby N wyglada nastepujaco:
N = i(u2 + dv?) (t? + ds?).
Pora na przyklad. Rozwazmy liczbe 493, mamy:
r1=95, y1=6, d=13, x2=21, ys=2.
Dostajemy uklad aj), by), ¢1) i dy), Scislej uklad postaci

31) l‘1—$2:16, bl) yl_y2:47
c1) Yoty =8, di) @ +a2=26=13-2-1,

skad wynika, ze:

1 ostatecznie: 1
493 = 1(16 + 13)(16 + 52) =29-17.

Rozktad liczby 1073 wykonamy nastepujaco. Wiemy, ze:

1073 =105 +2-222 =105-9+ 2 - 82,

skad
105 - 8 = 2(222 — 8?),
to jest
105 = 112 — 16.
Zatem

1073 =112 —16+8-112 =9 11> =16 = (3- 11 — 4)(3- 11 + 4) = 29 - 37.

3. Suma wiecej niz dwéch kwadratéw

Rozwazmy jeszcze sytuacje, gdy szukamy rozktadu liczby catkowitej nieujemnej na sume n kwadratow
i dopuscimy dodatkowo aby w tym rozkladzie pojawiala si¢ réwniez liczba 0. Mozemy woéwczas zapytac:
Jaka jest najmniejsza liczba naturalna n, taka Ze dowolng liczbe calkowitq nieujemng mozna przedstawicé
w postaci sumy n kwadratow liczb catkowitych nieujemnych? Odpowiedzi na to pytanie, jak wynika
z przykladéw przedstawionych w dziele Arithemtica, $wiadom byl juz jego autor Diofantos z Aleksandrii
(ok. 200/214 n.e. - ok. 284/298 n.e.). Nie sformulowal on jednak, ani nie udowodnil odpowiedniego
twierdzenia. W 1621 roku francuski matematyk Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638) w swoich
notatkach do ttumaczenia na jezyk tacinski dzieta Diofantosa zawart bez dowodu nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 7. Kazda liczba catkowita nieujemna jest sumg kwadratow czterech liczb catkowitych nie-
ujemnych.

Twierdzenie to udowodnil dopiero Joseph Louis Lagrange w 1770 roku. Stad tez, jest wspoélcze$nie
znane jako Twierdzenie Lagrange’a o rozkladach liczb naturalnych lub szerzej pod anglojezyczna nazwa
Lagrange’s four-square theorem. Co ciekawe pierwsza osoba, ktora utrzymywala, ze udowodnilta powyzsze
twierdzenie byl Fermat (zob. [4]). Jednak, jak to mial w zwyczaju, dowodu tego twierdzenia ani nie
opublikowal ani nie pozostawil w notatkach - to drugie w czasach Fermata bylo norma. Pelen dowod
tego twierdzenia mozna znalezé np. w [8,12]. Zauwazmy jedynie, ze poniewaz prawdziwa jest nastepujaca
tozsamosé czterech kwadratéw Eulera:

(> + 02+ 2+ d%) (a® + 2 + 22+ 1) =
= (az + by + cz + dt)* + (ay — bx + ct — dz)? + (az — cx + bt — dy)* + (at — dx + bz — cy)?, (11)

gdzie a,b,c,d,x,y,2z,t € R oraz poniewaz x?> = (—z)?, wiec dowéd Twierdzenia 7 sprowadza sie¢ do

udowodnienia nastepujacego lematu:
Lemat 2. Kazda liczba pierwsza jest sumq kwadratow czterech liczb catkowitych.

W istocie, z tozsamosei (11) dostajemy, ze iloczyn dwdch liczb, z ktérych kazda jest suma kwadratéw
czterech liczb catkowitych, jest réwniez taka suma. Latwo zauwazyé, ze tozsamos$é te mozna uogdlnié na
dowolna liczbe skladnikéw. Poniewaz kazdg liczbe naturalng wigksza od 1 mozna roztozyé¢ na iloczyn
skonczonej iloci czynnikéw pierwszych oraz mamy 0 = 02 + 02 4+ 02 +02i 1 = 12 + 02 + 0% 4+ 02, wiec
z Lematu 2 dostajemy teze Twierdzenia 7.

Wiadomo jednak, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych, ktére nie moga zostaé¢ przedsta-
wione w postaci sumy czterech liczb naturalnych, czyli takich w ktérych rozkladzie na sume czterech
kwadratéw liczb calkowitych nieujemnych musi pojawi¢ sie rowniez 0. Takimi liczbami sa na przyktad
wszystkie nieparzyste potegi liczby dwa, [12].

Dla uatrakcyjnienia tego rozdzialu proponujemy na jego zakonczenie pewien problem natury diofan-
tycznej. Rozpocznijmy od pomocniczego pojecia.

Definicja 1. Powiemy, Ze liczby m,n € N sq¢ w relacji p wtedy i tylko wtedy, gdy m =n lub m # n oraz
istnieje k € N, takie, ze kazdg z tych liczb mozna zapisac jako sume tej samej liczby k kwadratow réznych
liczb naturalnych i Zadnej z liczb m oraz n nie mozna zapisacé jako sumy wiekszej liczby kwadratow réznych

liczb naturalnych.

Latwo stwierdzamy, ze zdefiniowana powyzej relacja p jest relacja rownowaznoéci, a dla klas abstrakeji
wzgledem tej relacji, oznaczenie [n], dla kazdego n € N, mamy m. in.

29 € [14],, ale 30 ¢ [14],.

Problem 2. Czy wszystkie zbiory [Z kz} , n €N sq skoriczone?
k=1 1,
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4. Uzupelnienia

Aby lepiej naswietli¢ Problem 1 sformulowany w rozdziale drugim przypomnimy kilka znanych w tym
temacie wynikow. Rozpoczniemy od klasycznego wyniku.

Twierdzenie 8 (Sierpinski [14]). Dla kaidego M € N istnieje c € N takie, ze ciag {n?+ c}22, zawiera
co najmniej M liczb pierwszych.

4.1. Wzmocnienie twierdzenia Ageeva

Ageev w pracy [3] wzmocnil powyzsze twierdzenie rozwazajac zbiory Py wszystkich liczb pierwszych
w ciggach
{(21)2 + (2k - 1)2}1:1

dla kazdego k € N.
Twierdzenie 9 (Ageev [3]). Dla dowolnych ko € N, M € (0,00) oraz ¢ € [0,1) istnieje k € N, k > ko,

takie ze
Pr| > M(2k —1)°.

Naszym celem bedzie uogdélnienie tego wyniku. Udowodnimy mianowicie, nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10. Jesli K C N jest podzbiorem, dla ktérego mamy:

> Z%:oo, (12)

keEK pePy,

to dla dowolnego ko € K, M € (0,00) oraz § € [0,1) istnieje k € IC, k > ko, takie Ze:
Pr| > M(2k — 1)°.

Dowdd. Oznaczmy przez P zbiér wszystkich liczb pierwszych postaci 4n + 1, gdzie n € N. Na mocy
twierdzenia Fermata mamy:®

P c{@)*+ (2k—1)*: k1€ N}. (13)

Ponadto zbiory Pk, k € N, tworza podzial zbioru P. Istotnie, réwnos¢ P = |J Px jest oczywista,
kEN
natomiast roztacznos¢ zbioréw Py, k € N, wynika na podstawie twierdzenia Fermata, z jednoznacznosci

rozktadu liczb 4n + 1, n € N, na sume kwadratéw liczb naturalnych postaci (21)? + (2k — 1)2, I,k € N.
Stad, dla kazdego k € N otrzymujemy:

1 = 1
ZE<§412+1<00' (14)

PEPk

SInkluzja (13) jest ostra np. 62 + 32 = 45. Liczba 45 jest najmniejsza liczba zlozona nalezaca do zbioru
{@)?+@k-1?:kleN}.
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Ustalmy zbiér K C N, taki ze:

IPIE

keleePk

(15)

i przypus$émy, przeciwnie anizeli w tezie dowodzonego twierdzenia, ze istnieja kg € IC, M € (0, 00) oraz

0 €]0,1), takie ze dla kazdego k € K jesli k > ko, to
1P| < M(2k —1)°.

Zatem®

Pl M2k —1)° M

> Z <> < Z T 1E S D g <

— 12 = — 12 = —1)2-¢ )

kE/CpGPk P 44+ (2k—-1) 44+ (2k—-1) P (2k—1)
k>ko k>k0 k>ko

co wobec (14) jest sprzeczne z (15). Otrzymana sprzeczno$é koriczy dowdd twierdzenia.

Przypomnijmy teraz twierdzenie Dirichleta o szeregach liczb pierwszych (zob. [2]).

(16)

O

Twierdzenie 11 (Dirichleta o szeregach liczb pierwszych). Niech a,b € N bedg wzglednie pierwsze.

Woéwczas zbior” {ak +b: k € N} NP jest nieskoriczony, natomiast szereg:

1
Z ak +b

ak+beP
keN

jest rozbiezny.

Jedli K = P, to na mocy powyzszego twierdzenia zachodzi warunek (12) dla a = 4 oraz b =

W konsekwencji z Twierdzenia 10 otrzymujemy Twierdzenie 9 Ageeva.

4.2. Twierdzenie Abela-Sieberta

Istnieje jeszcze jeden typ twierdzen uogélniajacych Twierdzenie 8 Sierpinskiego. Przedstawimy jedynie

jedno z tego grona wynikéw, twierdzenie Urlicha Abela i Hartmuta Sieberta [1].

Twierdzenie 12. Niech {a, 2 bedzie réznowartosciowym ciggiem liczb naturalnych i niech A(x) bedzie

funkcjq zliczajgcq tego ciggu, to jest:

A(x) :=={n € N:a, <z} dla x € N.

(oo}

6Koticowe oszacowanie w (14) i (16) wynika wprost ze standardowej wlasnosci szeregéw Z #, gdzie s € R,s > 0,

n=1
a mianowicie, ze szeregi te sa zbiezne wtedy i tylko wtedy, gdy s > 1 (zob. [2]).
7Symbolem P oznaczamy tutaj zbiér wszystkich liczb pierwszych.
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Jesl®

lim sup /ll(x) = 00, (17)

T—00 nr

to dla kazdego N € N istnieje liczba naturalna ¢ = ¢(N), taka ze w ciggu {a, + c}32, znajduje sie
co najmniej N liczb pierwszych.
Natomiast, jesli zachodzi warunek:

hmsupM = o0, (18)
T—00 Inzx

to dla kazdego N € N istnieje liczba naturalna d = d(N), taka Ze w ciggu {a, — d}°2, znajduje sie
co najmniej N liczb pierwszych.

Natychmiastowo otrzymujemy stad wniosek - uogélnienie Twierdzenia 8.

Whniosek 3. Niech P bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowitych stopnia deg P > 1 i dodatnim
wspdlezynniku przy najwyiszej potedze. Wowczas dla kaidego N € N istniejg ¢ = ¢(N) € N oraz d =
d(N) € N, takie ze suma P(n) + c jest liczbg pierwszq dla wiecej niz N liczb naturalnych n oraz réznica
P(n) — d jest liczbg pierwszq dla wiecej niz N liczb naturalnych n.

Dowdd. Z zalozenia, ze (deg P) > 0 wynika, zZe istnieja dodatnie 5 € R oraz ng € N, dla ktérych:
L. Pling,00) jest funkcja rosnaca,
2. Brde? < P(x+ng) < 2298 P dla x € Ry.

Przyjmujac a,, = P(n + ng), n € N, potrafimy udowodnié¢, ze

9 4\ TP TP
( x) ’ §A(m)§<$> ’ , dla z € N,

35 b
skad:
1
2 deg P
A, (3)
limsup —— > limsup —*%—— =0
z—oo DT Z—00 Inx
oraz
4x @ T @ 4 dlp x @
A —aw ()T ()7 (@™ -1 (3)
lim sup ———= > limsup = lim sup = 00,
T—00 Inx T—00 Inx T—00 Inz

co oznacza, ze tak okreslony ciag {a, }52 ; spelnia warunki (17) oraz (18) twierdzenia 12 i w konsekwencji
koniczy dowdd wniosku 3. ]

8 Przypomnijmy pojecie granicy gérnej danego ciagu liczb rzeczywistych, oznaczenie lim sup an lub lim a,. Przyjmujemy:
n—oco n—o0

00, gdy ciag {an}22 , nie jest ograniczony z géry,

—00, gdy limp—o0 an = —00,

gdy ciag {an}22 , jest ograniczony z géry, posiada podciag zbiezny w R a w zbiorze G

granic wszystkich podciagéw zbieznych ciagu {an}32 ; liczba G jest liczba najwigksza.
Istnienie takiej liczby najwiekszej wynika stad, ze supG € G - co jednak wymaga oddzielnego
dowodu. Oczywiscie mamy G = supG.

limsupan =
n—00 G e R,
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Uwaga 4. Ani warunku (17), ani warunku (18), nie spelniaja elementy szybko rosnacych? liniowych cig-
géw rekurencyjnych liczb naturalnych {r,}°° ; albowiem, jak wynika z jawnej postaci wzoru opisujacego
elementy takich ciagdéw (chodzi o wzér Bineta, zob. [5]), istnieja o € C, |a| > 1 oraz wielomian § zmiennej
n o wspdlczynnikach zespolonych, takie ze:

rp o~ B-a gdy n — oo,

T

to znaczy, ze lim Fow = L. Dla przykladu, jesli {F,}52; jest ciagiem liczb Fibonacciego, to:
n—oo

1
F, ~ —" gdy n — oo,

\/EQO
natomiast dla liczb Lucasa L,,, n € N, zachodzi:

n

L,~¢y gdy n — oo.

Stad otrzymujemy kolejne naturalne pytanie:

Problem 3. Czy dla kazdego N € N istniejg ¢ = ¢(N),d = d(N) € N, takie ze kazdy z ciggow {F, ¢},
oraz {F, — d}$%, zawiera co nagmniej N liczb pierwszych?

Analogiczne pytanie nasuwwa sie, gdy rozwazamy ciggi {rn, + ¢}, oraz {r, — d}, gdzie {r,}22, jest
rosngcym ciggiem rekurencyjnym liniowym liczb naturalnych.

Uwaga 5. Twierdzenia typu Twierdzenie 12 znajdziemy tez w pracy Formana [6].

Podziekowania

Autorzy pracy wyrazaja gleboka wdzigczno$é jej Recenzentowi za wnikliwe uwagi i cenne sugestie.
7 cala pewnoscia pozwolilo to nadaé¢ pracy lepsza, ale i jeszcze ciekawsza forme.
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