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Streszczenie 
 

W artykule opisano ogólną postać operatora niecałkowitego rzędu. Przed-
stawiono opis regulatora proporcjonalno-całkującego i proporcjonalno-
różniczkującego rzędu ½. Wyznaczono odpowiedzi na wartość zadaną 
układu z klasycznym regulatorem PI, PD, PID oraz z regulatorem propor-
cjonalno-całkującym, proporcjonalno-różniczkującym i proporcjonalno-
całkująco-różniczkującym rzędu ½. Porównano wyniki badań symulacyj-
nych z badaniami opisanymi w pracy [6].  
 
Słowa kluczowe: regulator rzędu ½; operatory niecałkowitego rzędu; 
klasyczne regulatory PI, PD oraz PID; obiekt fraktalny. 
 

Comparison of simulation results of the  
control system with a classical controller  
and a controller of order ½ with results  
obtained in practice 

 
Abstract 

 
In the paper the design of a fractional order controller of the closed loop 
system with inertial plant with time delay is considered (Fig. 1). The 
definition of a fractional order differ-integral is given by (1). In Section 2 
the Riemanna-Liouville (2), Grünwald-Letnikov (4) and Caputo (5) operator 
are presented. Section 3 describes the transfer function and block diagrams 
of classical PI, PD, PID controllers and proportional-integral, proportional-
derivative, proportional-integral-derivative controllers of order ½.  
The simulation results of the control system of proportional-integral and 
proportional-derivative classical controllers and of order ½ are shown and 
compared. The systems have been tested for setpoint change. Computer 
simulations have been performed in the MATLAB/Simulink environment. 
Section 4 provides an approach to control of order ½ described in [7]. It is 
based on fractal geometric objects, which are used for electrical systems 
(Fig. 4). In Section 3 the obtained results are compared with the results 
from simulations of the control systems.  
 
Keywords: controller of order ½; differintegral operator; classical PI,PD 
and PID controllers; the fractal object. 
 
1. Wprowadzenie 
 

Przy pomocy układów sterowania można obsługiwać bardzo 
różnorodne obiekty. Układy sterowania, a w szczególności układy 
automatycznej regulacji, można klasyfikować według różnych 
kryteriów, np. liniowości, liczby wejść i wyjść, zadań układu itd. 
Rodzaj regulatora dobierany jest w zależności od oczekiwań 
układu oraz od rodzaju obiektu. 

Biorąc pod uwagę różne sposoby podejścia do problemu regu-
lacji, różne właściwości, wartość opóźnienia, zmienne wartości 
parametrów obiektu można mówić o klasycznych metodach regu-
lacji (np. regulacja odporna,  regulacja adaptacyjna [5, 17]) oraz 
niekonwencjonalnych metodach regulacji, np. [2, 8, 18, 20]. 
Wśród tych ostatnich na uwagę zasługują metody wykorzystujące 
algorytmy sterowania oparte o operatory niecałkowitego rzędu [2, 

9, 18, 20, 23]. W pracy [18] analizowano zarówno wpływ rzędu 
całkowania i rzędu różniczkowania na odpowiedzi skokowe ukła-
du, jak i na możliwości kształtowania dynamiki układu zamknię-
tego z regulatorem niecałkowitego rzędu. Rzędy całkowania  
i różniczkowania przyjmowały wartości niecałkowite. 

Celem tej pracy jest porównanie czasu ustalania oraz czasu 
przeregulowania, czyli parametrów charakterystyk dynamicznych, 
układów regulacji z regulatorem klasycznym PI, PD, PID oraz  
z regulatorem proporcjonalno-całkującym, proporcjonalno-
różniczkującym oraz proporcjonalno-całkująco-różniczkującym 
połówkowego rzędu. W rozdziale 2 omówiony jest operator róż-
niczkowo-całkowy niecałkowitego rzędu. W rozdziale 3 przed-
stawiono opis transmitancyjny oraz schematy blokowe regulato-
rów klasycznych PI, PD, PID i regulatorów proporcjonalno-
całkującego, proporcjonalno-różniczkującego i proporcjonalno-
całkująco-różniczkującego rzędu ½. Pokazano oraz porównano 
wyniki symulacji układu regulacji z regulatorami proporcjonalno-
całkującym oraz proporcjonalno-różniczkującym  klasycznym  
i rzędu ½. Układ został przebadany na zmianę wartości zadanej. 
W rozdziale 4 przedstawiono podejście do regulatora rzędu ½ opi-
sane w pracy [7]. Opiera się ono na fraktalnych obiektach geome-
trycznych, które zastosowano do układów elektrycznych. Wyniki 
uzyskane za pomocą tych układów są porównane z wynikami symu-
lacyjnymi układów regulacji  uzyskanymi w rozdziale 3. 

 
2. Operatory niecałkowitego rzędu 
 

Rachunek różniczkowo-całkowy niecałkowitego rzędu zarówno 
w przypadku ciągłym jak i dyskretnym obejmuje różne definicje 
pochodnej, np. [15, 20, 24]. Układy dynamiczne z operatorem 
zarówno ciągłym jak i dyskretnym niecałkowitego rzędu  
w naturalny sposób poszerzają klasę modeli opisujących rzeczy-
wiste zjawiska (np. [1, 2, 3, 12] i inni). 

W przypadku ogólnym operator niecałkowitego rzędu można 
zdefiniować jako [np.11, 14]: 

 

:௔ ௧ఈܦ = ۔ە
ۓ ௗഀௗ௧ഀ ߙܴ݁ > 01 ߙܴ݁ = ׬0 (݀߬)ିఈ௧௔ ߙܴ݁ < 0    (1) 

 
gdzie α jest rzędem rozważanego operatora, a ܽ ∈ Թ odpowiada 
za stałą związaną z warunkami początkowymi.  Można pokazać, 

że operator ܦ௔ ௧ఈ jest operatorem liniowym [np. 5,8]. Co więcej, 
można go zadać na różne sposoby. Do najczęściej stosowanych 
należą [8, 14]: 
 
a) operator Riemanna-Liouville’a: 

:(ݐ)݂ ௔ ௧ఈܦ  = ଵ௰(௡ିఈ) ௗ೙ௗ௧೙ ׬ ௙(ఛ)(௧ିఛ)ഀష೙శభ ݀߬௧௔  ,   (2) 

 
gdzie α ∈ (n − 1, nۧ, n jest liczbą naturalną. Operator Riemanna-
Liouville’a stosuje się głównie do opisu układów z pamięcią [13, 19]. 

Transformata Laplace’a pochodno-całki Riemanna-Liouville’a 
przy ܽ =0 ma postać [2]: 
 ℒሼ ሽ(ݐ)଴ ௧ఈ݂ܦ = (ݏ)ܨఈݏ − ∑ ఈିଵ݂(ఈି௞)(0ା)௣௞ୀଵݏ ,           (3) 

 
gdzie (ݏ)ܨ jest transformatą Laplace’a funkcji ݂(ݐ), tj.  (ݏ)ܨ = ℒሼ݂(ݐ)ሽ. 
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b) operator Grünwalda-Letnikov’a: 
:(ݐ)݂ ௔ ௧ఈܦ  = lim௛→଴ ଵ௛ഀ ∑ (−1)௝ ቀ݆ߙቁቂ೟షೌ೓ ቃ௝ୀ଴ ݐ)݂ − ݆ℎ),     (4) 

 

gdzie ቀαj ቁ = ஑(஑ିଵ)⋯(஑ି୨ାଵ)୨! , j = 1,2,3, …, oraz ߙ ∈ (݊ − 1, ݊ۧ, ݊ ∈ ܰ, ℎ > 0. Operator ten jest szczególnie przydatny przy zasto-
sowaniach numerycznych rachunku różniczkowego niecałkowite-
go rzędu oraz do analizy własności układów dynamicznych [4, 8, 
20, 24]. 

 
c) operator Caputo: 
:(ݐ)݂ ௔ ௧ఈܦ  = ଵ௰(௡ିఈ) ׬ ௙(ఛ)(೙)(௧ିఛ)ഀష೙శభ ݀߬௧௔ ,               (5) 

 
przy czym ߙ ∈ (݊ − 1, ݊), ݊ jest dowolną liczbą naturalną. 

Transformata Laplace’a pochodno-całki Caputo przy ܽ=0 ma 
postać [2]: 
 ℒሼ D଴ ୲஑f(t)ሽ = s஑F(s) − ∑ s஑ିଵf (୩ିଵ)(0ା)୮୩ୀଵ ,       (6) 

 
Wyznaczanie transformaty Laplace’a pochodno-całki Caputo 

nie wymaga obliczania pochodnych niecałkowitych rzędów funk-
cji ݂(ݐ) w punkcie ݐ = 0ା, jak ma to miejsce w przypadku po-
chodno-całki Riemanna-Liouville’a [2]. 

Liniowy stacjonarny ciągły  układ dynamiczny rzędu niecałko-
witego SISO opisuje się równaniem różniczkowym niecałkowite-
go rzędu o postaci [2]: 

 ∑ ܽ௜ܦ௧ఈ೔(ݐ)ݕ =௡௜ୀ଴ ∑ ܾ௞ܦ௧ఉ೔(ݐ)ݑ௠௞ୀ଴ ,     (7) 
 

gdzie  ߙ௡ > ௡ିଵߙ > ⋯ > ଵߙ > ଴ߙ ≥ ௠ߚ ,0 > ௠ିଵߚ > ⋯ > ଵߚ ଴ߚ< ≥ 0 są to liczby rzeczywiste, ܽ௜ (݅ = 0,1,2, … , ݊) oraz ܾ௞ (݇ = 0,1,2, … , ݉) są to rzeczywiste współczynniki, natomiast ܦ௧ఋ ≡  ଴ ௧ఋ jest pochodno-całką Riemanna-Liouville’a lub Caputoܦ
niecałkowitego rzędu ߜ > 0. 

Stosując przekształcenie Lapace’a o obu stron równania (7) 
przy zerowych warunkach początkowych otrzymujemy następują-
cą transmitancję [2]: 

(ݏ)ܩ  = ௒(௦)௑(௦) = ௕೘௦ഁ೘ା௕೘షభ௦ഁ೘షభା⋯ା௕బ௦ഁబ௔೙௦ഀ೙ା௔೙షభ௦ഀ೙షభା⋯ା௔బ௦ഀబ ,                (8) 

 
W dalszej części pracy używany będzie operator Riemanna-

Liouville’a, który doskonale nadaje się do opisu dynamicznego 
układu regulacji. 
 
3. Schematy blokowe badanych układów 
 

Będą używane następujące oznaczenia: kp – współczynnik 
wzmocnienia regulatora, Ti – czas zdwojenia; KD – stała różnicz-
kowania; Td  – czas wyprzedzenia. 
 
3.1. Regulator rzędu ½ 
 

Jak wiadomo, klasyczna transmitancja regulatora typu PI jest 
postaci (np. [22]): ܩଵ(ݏ) = ݇௣ ቀ1 + ଵ்೔௦ቁ,   (9) 

 
a klasyczną transmitancją idealnego regulatora typu PD jest: 
(ݏ)ଶܩ  = ݇௣(1 + ௗܶ(10)               .(ݏ 

  
W rzeczywistości najczęstszą postacią klasycznej transmitancji dla 
regulatora proporcjonalno-różniczkującego rzeczywistego jest: 
(ݏ)ଷܩ  = ݇௣ ቀ1 + ்೏௦்௦ାଵቁ,   (11) 

gdzie ܶ = ்೏௄ವ. 

Regulatory niecałkowitego rzędu są typowym przykładem regu-
latorów o niekonwencjonalnych algorytmach. Ich realizacja jest 
możliwa zarówno w sposób cyfrowy jak i w sposób analogowy 
[18,20]. Ogólną postać transmitancyjną regulatora niecałkowitego 
rzędu typu proporcjonalno-całkującego, oznaczanego jako ܲܫ௩, 
można opisać następująco [18, 20]: 

(ݏ)௨ł௔௠ଵܩ  = ݇௉ ቂ1 + ଵ்೔௦ഌቃ,       (12) 

 
gdzie  jest dowolną nieujemną liczbą rzeczywistą nazywaną 
rządem całkowania. Ogólną postacią transmitancyjną regulatora 
niecałkowitego rzędu typu proporcjonalno-różniczkującego, ozna-
czonego jako ܲܦఓ,  można opisać następująco [18, 20]: 
(ݏ)௨ł௔௠ଶܩ  = ݇௉ሾ1 + ௗܶݏఓሿ,        (13) 
 
Gdzie  jest dowolną nieujemną liczbą rzeczywistą nazywaną 
rzędem różniczkowania. Wpływ wielkości rzędu całkowania oraz 
rzędu różniczkowania na kształt charakterystyki czasowej (odpo-
wiedź skokowa) idealnego regulatora niecałkowitego rzędu był 
badany w [18]. Dokładna analiza otrzymanych wyników (zależno-
ści odpowiedzi czasowych na wymuszenie skokowe) jest przed-
stawiona w [18, s. 317-320].  

Przykłady 1 oraz 2 ilustrują sposób powstawania członu całku-
jącego oraz członu różniczkującego w celu łatwego zaimplemen-
towania do programu MATLAB/Simulink. 

 
Przykład 1 [6]: 
 

Jeżeli sygnałem wejściowym do regulatora jest sygnał opisany 
funkcją skoku jednostkowego 

(ݐ)ܪ  = ቄ01  ݐ < ݐ0 ≥ 0,             (14) 

 
gdzie t jest czasem, w którym istnieje skok, a sygnałem wyjścio-

wym z regulatora jest sygnał opisany funkcją (ݐ)ݕ = ଵ√௧,  
to transmitancją takiego regulatora jest: ܩ௨ł௔௠ଷ(ݏ) = ௒(௦)௑(௦) = √π   భమ wielomianem Taylora rzęduݏ =భమ. Przybliżając funkcję g(s)ݏ∙
50 w otoczeniu punktu ݏ଴ = 1 otrzymuje się: 
(ݏ)௨ł௔௠ଷܩ  = √π ∙ ଵଶݏ ≈ 1.7724(1 + ݏ)0.5 − 1) ݏ)0.1250 − − 1)ଶ + ݏ)0.0625 − 1)ଷ − ⋯ − ݏ)0.0008 − 1)ହ଴). 

        (15) 
 
Przykład 2: 
 

Jeżeli sygnałem wejściowym do regulatora jest sygnał opisany 
funkcją skoku jednostkowego (16) a sygnałem wyjściowym  
z regulatora jest sygnał opisany funkcją (ݐ)ݕ =  Transmitancją .ݐ√

takiego regulatora jest: ܩ௨ł௔௠ସ(ݏ) = ௒(௦)௑(௦) = √஠ଶ ∙  భమ. Przybliżającିݏ

funkcję g(s)= ିݏభమ wielomianem Taylora rzędu 50 w otoczeniu 
punktu ݏ଴ = 1 otrzymujemy: 

(ݏ)௨ł௔௠ସܩ  = √஠ଶ ∙ భమିݏ ≈ 0.886225(1 − ݏ)0.5 − 1) ݏ)0.375+ − 1)ଶ − ݏ)0.3125 − 1)ଷ + ⋯ + ݏ)0.0796 − 1)ହ଴).   
 (16) 

 
 
3.2. Symulacje układu regulacji 
 

W celu zbudowania w programie MATLAB/Simulink regulato-
rów o transmitancjach (15) oraz (16) utworzono poszczególne 
człony regulatora niecałkowitego rzędu ½ łącząc szeregowo bloki 
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o transmitancji (ݏ)ܩ = ௦ିଵ௦ାଵ. Liczba tych bloków odpowiada stop-

niowi wyrażenia (s-1) we wzorach (15) i (16). Po syntezie po-
szczególnych członów zbudowano układ regulacji, w którym 
opóźnienie wynosi 0.1 s. Układ przedstawiony jest na rysunku 1. 

 
 

 
 
Rys. 1.  Schemat blokowy rozważanego układu regulacji zbudowany  

w programie MATLAB/Simulink 
Fig. 1.  Block diagram of the control system built in MATLAB/Simulink 

 
Transmitancja układu z regulatorem ܲܫଵ/ଶܦଵ/ଶ powstała ze zło-

żenia transmitancji członów ܫଵ/ଶ oraz ܦଵ/ଶ opisanych wzorami 
(15) i (16). 

Układ (rys. 1) będzie badany z wykorzystaniem regulatorów ܲܫଵ/ଶ, ܲܦଵ/ଶ, ܲܫଵ/ଶܦଵ/ଶ oraz z regulatorami klasycznym PI, PD, 
PID. Sygnałem wejściowym będą zmiany wartości zadanej. Bada-
nia będą prowadzone przy różnych wartościach nastaw regulato-
rów: kp (współczynnik wzmocnienia),  Ti (czas zdwojenia), Td 

(czas wyprzedzenia), ܶ (czas określony zależnością 
்೏௄ವ). Wyniki 

symulacji przedstawiono na rysunku 2. 
Zakłada się następujące wartości poszczególnych nastaw dla 

odpowiedzi na wartość zadaną układu: 
a) z regulatorem ܲܫଵ/ଶ: kp = 0.287, Ti = 0.001 oraz kp = 0.3529,  

Ti = 0.0369, 
b) z regulatorem klasycznym PI: kp = 0.4301, Ti = 0.0001 oraz  

kp = 0.32, Ti= 0.001, 
c) z regulatorem ܲܦଵ/ଶ: kp = 0.3114, Td = 0.0602 oraz  

kp = 0.3529, Td = 0.0369, 
d) z regulatorem klasycznym PD: kp = 0.6325, Td = 0.4577,  

T = 0.1281 oraz kp = 0.3682, Td = 0.1511, T = 0.1, 
e) z regulatorem ܲܫଵ/ଶܦଵ/ଶ: kp = 0.14, Ti = 0.08, Td = 0.15 oraz  

kp = 0.3529, Ti = 0.0369, Td = 0.0369, 
f) z regulatorem klasycznym PID: kp = 0.54, Ti = 0.1, Td = 0.1, T 

= 0.1 oraz kp = 0.562, Ti = 0.07, Td = 0.1511, T = 0.13. 
Analiza otrzymanych wyników pokazuje, że w przypadku regu-

latora proporcjonalno-całkującego mniejsze przeregulowanie 
osiąga układ z regulatorem niecałkowitego rzędu, natomiast czasy 
ustalania osiągają podobne wartości. W przypadku układu  
z regulatorem proporcjonalno-różniczkującym krótszy czas usta-
lania oraz mniejsze przeregulowanie osiąga układ z klasycznym 
regulatorem. Wartość czasu ustalania jak i wielkość przeregulo-
wania wpływa na dynamikę układu. W przypadku układu z regu-
latorem proporcjonalno-różniczkującym lepszym regulatorem jest 
regulator klasyczny, ponieważ osiąga mniejsze wartości przeregu-
lowania oraz krótszy czas ustalania. W przypadku układu z regula-
torem proporcjonalno-całkującym wybór odpowiedniego rodzaju 
regulatora zależy od wymagań układu, ponieważ czasy ustalania 
są podobne dla regulatora klasycznego i niecałkowitego rzędu. 
Wybór regulatora również zależy od rodzaju obiektu. W niniejszej 
pracy użyto obiekt astatyczny (całkujący) z opóźnieniem.  
W przypadku układu z regulatorem proporcjonalno-całkująco-
różniczkującym wartość przeregulowania uzyskuje większe war-
tości niż układ z regulatorem proporcjonalno-całkującym lub 
proporcjonalno-różniczkującym, natomiast czasy ustalania  
są porównywalne. Układ z regulatorem klasycznym proporcjonal-
no-całkująco-różniczkującym wykazuje znaczne różnice w warto-
ściach przeregulowania niż układ z regulatorem niecałkowitego 
rzędu. 
 
 

 
 
Rys. 2.  Odpowiedź układu na wartość zadaną a) z regulatorem proporcjonalno-

całkującym, b) z regulatorem proporcjonalno-różniczkującym,  
c) z regulatorem proporcjonalno-całkująco-różniczkującym 

Fig. 2.  Step responses of the control system with a) a proportional-integral  
controller, b) a proportional-derivative controller,  
c) a proportional-integral-derivative controller 

 
Po dokonaniu symulacji porównano odpowiedzi układów. Ana-

liza wykazuje, że w przypadku układu: 
a) z regulatorem ܲܫଵ/ଶ: zwiększenie wartości współczynnika  

kp wpływa na większą wartość przeregulowania, zwiększenie 
wartości współczynnika Ti wpływa na dłuższy czas ustalania się 
odpowiedzi, 

b) z regulatorem klasycznym PI: zmniejszenie wartości współ-
czynnika kp wpływa na wartość przeregulowania, zwiększając 
współczynnik Ti otrzymujemy oscylacje, które wpływają na 
dłuższy czas ustalania się odpowiedzi, 

c) z regulatorem ܲܦଵ/ଶ: zwiększenie wartości współczynnika  
kp wpływa na większą wartość przeregulowania, zwiększenie 
wartości współczynnika Td wpływa na dłuższy czas ustalania 
się odpowiedzi, 

d) z regulatorem klasycznym PD: zwiększenie wartości współ-
czynnika kp wpływa na większą wartość przeregulowania, 
zwiększenie wartości współczynnika Td wpływa na dłuższy 
czas ustalania się odpowiedzi, zwiększenie wartości współ-
czynnika T wpływa na dłuższy czas ustalania się odpowiedzi, 
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e) z regulatorem ܲܫଵ/ଶܦଵ/ଶ: zwiększenie wartości współczynnika 
kp wpływa na większą wartość przeregulowania, zmniejszenie 
wartości współczynnika Ti wpływa na niwelowanie oscylacji 
odpowiedzi układu, zwiększanie wartości współczynnika Td 
wpływa na dłuższy czas ustalania się odpowiedzi, 

f) z regulatorem klasycznym PID: zwiększenie wartości współ-
czynnika kp wpływa na większą wartość przeregulowania, 
zmniejszenie wartości współczynnika Ti wpływa na niwelowa-
nie oscylacji odpowiedzi układu, zwiększanie wartości współ-
czynnika Td wpływa na dłuższy czas ustalania się odpowiedzi, 
zwiększenie wartości współczynnika T wpływa na dłuższy czas 
ustalania się odpowiedzi. 
 

 
4. Regulator rzędu niecałkowitego  

zbudowany w oparciu o krzywą Hilberta 
 

Fraktale znajdują zastosowanie w różnych dziedzinach życia 
takich jak: medycyna, biologia, psychologia, gospodarka leśna, 
analiza sygnałów, ekonomia [21]. Przykładem zastosowania frak-
tali w życiu codziennym oraz najnowszej technologii może  
być telefon komórkowy, który korzysta z wbudowanej anteny 
fraktalnej [4].  

W pracy [7] wykorzystano obiekt fraktalny jakim jest krzywa 
Hilberta do wykonania płytki modelowej. Konstrukcję tej krzywej 
przedstawia rysunek 3. Krzywa Hilberta posiada wymiar  
fraktalny 2.  

 
 

 
 
Rys. 3.  Sposób konstrukcji krzywej Hilberta 
Fig. 3.  Hilbert’s fractal structure 

 
Na rysunku 4 przestawiono schemat płytki modelowej z krzywą 

Hilberta oraz schemat układu elektrycznego z zaimplementowaną 
tego typu płytką. 

 
 

 
 
Rys. 4.  a) Schemat płytki, b) schemat układu elektrycznego 
Fig. 4.  a) Hilbert’s fractal structure component, b) electrical layout 

 
W celu budowy omawianej płytki wytworzono elementy elek-

troniczne uzyskiwane w procesie mikro-elektroniki. Każdy  
z komponentów przedstawionych na rysunku 4a składa się  
z trzech warstw: metal-tlenek-półprzewodnik (ang. Metal-Oxide-
Semiconcudtor), które rozpatrywane są jako kondensator. Jedna z 
okładek kondensatora złożona jest z krzemu. Struktura fraktalna 
jest odzwierciedlana na okładce kondensatora przez proces fotoli-
tografii. Na tylnej części drugiej okładki znajduje się cienka war-
stwa aluminium osadzana w celu stworzenia masy. Okładki kon-
densatora są separowane tlenkiem krzemu SiO2, który działa jako 
dielektryk. Wyjścia z kondensatora są planowane tak, aby umoż-
liwić wzajemne połączenie ich z układem pomiarowym przez 
proces nakładania warstw [7]. 

Z elektrycznego punktu widzenia, każdy segment ze strukturą 
fraktalną można zamodelować jako komórkę złożoną z RsCpRp 
(rys. 4), gdzie Rs oraz Cp charakteryzują odpowiednio impedancję 

oraz pojemność warstwy półprzewodnikowej. W połączeniu rów-
noległym znajduje się rezystancja Rp oraz pojemność Cp. Rezy-
stancja Rp jest tak zwaną rezystancją upływowa, która charaktery-
styczna jest dla warstwy utworzonej z tlenków [7]. 

W przypadku regulatora proporcjonalno-różniczkującego po-
wstałego w powyższym opisie transmitancja obiektu jest postaci: ܩଵ(ݏ) = ஺௦మ. Użycie regulatora proporcjonalno-różniczkującego 

zapewnia zapas fazy na poziomie 45° niezależnie od wielkości 
wzmocnienia [7]. Transmitancja tego regulatora wynosi:  ܩ௣௥௢௣.ି௥óż.(ݏ) =  gdzie k jest wartością podaną. W przypadku ,ݏ√݇
regulatora proporcjonalno-całkującego niecałkowitego rzędu 

transmitancja obiektu jest następująca: ܩଶ(ݏ) = ଵ்௦. Transmitancja 

regulatora proporcjonalno-całkującego wynosi [7]:  ܩ௣௥௢௣.ି௖௔ł.(ݏ) = ௞√௦ , gdzie k jest wartością podaną. Na rysunkach 

5 oraz 6 przedstawiono odpowiedź układu z omówionymi wyżej 
regulatorami. 

 
 

 
 
Rys. 5.  Odpowiedź układu z regulatorem proporcjonalno-całkującym otrzymanego  

w pracy [7] a) układ z regulatorem klasycznym, b) układ z regulatorem  
niecałkowitego rzędu 

Fig. 5. Step responses of the control system [7] with a) a classical proportional-
integral controller, b) a proportional-integral controller of order ½  

 
Porównując odpowiedzi układu z regulatorem proporcjonalno-

całkującym klasycznym oraz układu otrzymanego w pracy [7] 
można zauważyć, że układ z regulatorem rzędu ½ osiąga mniejsze 
wartości przeregulowania i krótszy czas ustalania. Co więcej  
w odpowiedzi układu z regulatorem klasycznym pojawiają się 
oscylacje, które wpływają niekorzystnie na obiekt. W przypadku 
odpowiedzi układu z pracy [7] możemy zauważyć, że w układzie 
z klasycznym regulatorem również pojawiają się oscylacje, które 
wpływają na jakość regulacji. 

Porównując odpowiedź układu z regulatorem proporcjonalno-
różniczkującym otrzymanym w pracy [7] można zauważyć,  
że przeregulowanie i czas ustalania zależy od doboru parametrów 
układu oraz od rodzaju regulatora. W przypadku układu  
z regulatorem klasycznym można dobrać tak parametry, aby osią-
gał lepsze wskaźniki jakości układu, czyli krótszy czas ustalania 
oraz mniejsze przeregulowanie, niż z regulatorem ½. 
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Rys. 6.  Odpowiedź układu z regulatorem proporcjonalno-różniczkującym  

otrzymanego w pracy [7] a) układ z regulatorem klasycznym,  
b) układ z regulatorem niecałkowitego rzędu 

Fig. 6. Step responses of the control system [7] with a) a classical  
proportional-derivative controller, b) a proportional-derivative  
controller of order ½  

 
Porównując wyniki badań symulacyjnych otrzymanych w tej 

pracy z wynikami otrzymanymi w pracy [7] można zauważyć,  
że wyniki symulacji pokrywają się wynikami teoretycznymi  
co do wartości przeregulowania. W odpowiedzi układu otrzyma-
nych w tej pracy jak i w pracy [7] pojawiają się oscylacje, które 
wpływają niekorzystnie na jakość układu. 
 
5. Podsumowanie i wnioski 
 

W niniejszej pracy wykorzystano klasyczną definicję transmi-
tancji do opisu układów z regulatorem niecałkowitego rzędu. Po 
dokonaniu badań symulacyjnych zauważono, że w przypadku 
obiektu astatycznego najlepszym regulatorem okazał się regulator 
proporcjonalno-całkujący niecałkowitego rzędu oraz regulator 
klasyczny proporcjonalno-różniczkujący. Właściwości regulacyj-
ne układu zależą nie tylko od obiektu, który ma być wysterowany, 
ale również od rodzaju i parametrów regulatora. Analizy wyników 
otrzymanych w innych pracach pokazała, że układy z regulatorami 
niecałkowitego rzędu nie zawsze wykazują lepsze właściwości niż 
układy z regulatorami klasycznymi. 

W pracy [7] został stworzony regulator za pomocą układu elek-
trycznego z krzywą Hilberta. Porównano wyniki badań symula-
cyjnych przedstawionych w tym artykule z wynikami badań 
otrzymanymi w pracy [7]. Z porównania wynika, że zbudowany 
układ z krzywą Hilberta zachowuje się jak układ z regulatorem 
rzędu ½. 
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